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요 약

초기에 안정하게 유지되고 있는 수평 유체층에서 급격한 온도 변화에 의한 Marangoni 대류 발생계에서 안정성 교

환의 원리를 해석적으로 증명하였다. 선형 안정성 이론하에서 온도 및 속도의 교란량을 직교함수들의 선형 조합으로

나타내고, 온도 교란의 성장률이 모든 Marangoni 수 범위에 대하여 실수임을 보였다.

Abstract − For the initially quiescent fluid layer, the principle of the exchange of stabilities for the Marangoni con-

vection due to the impulsive temperature change is proven analytically. Under the linear stability theory, the temperature

and vertical velocity disturbances are express as the liner combination of the orthogonal functions. It is shown that the

growth rate of the temperature disturbance is the real function for all positive Marangoni numbers.
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1. 서 론

온도 분포가 정상상태인 경우 유체층의 안정성은 기본 유동장에

부가된 미소 교란이 성장하는지 여부에 달려있다. 만약 부가된 교

란이 감쇄하면 유체계는 궁극적으로 안정하게 될 것이고 시간의 경

과에 따라 성장하게 되면 계는 불안정하게 될 것이다. 정규 모드 해

석(normal mode analysis)이 가능한 경우, 모든 교란량들은 exp(στ)

형태의 시간 의존성을 갖는다는 것은 잘 알려진 사실이다[1]. 이 경

우 성장률 σ는 일반적으로 σ = σR
+ iσ

Ι
 형태로 나타낼 수 있다. 중

립 상태에서는 σR
= 0이다. 만약 σI

= 0(안정성 교환 상태; exchange

of stabilities)이면 중립 상태는 정지상태(stationary state)이고 σI≠0

(과도 안정성 상태; overstability)이면 진동상태(oscillatory state)이다.

따라서 성장률 σ는 유체계의 안정성 특성을 결정한다.

표면장력의 구배에 의하여 유발되는 Marangoni 대류는 유체 안

정성 해석의 좋은 예이다. 표면 장력이 온도의 함수인 경우 액체층

에서 안정성 문제는 Pearson[2]이 안정성 교환의 원리를 가정하여

처음으로 해석하였다. 그 후, Vidal과 Acrivos[3]는 정상상태 온도

분포를 갖는 계에서 모든 Prandtl 수 영역에 걸쳐서 정지상태의 안

정성만이 발생한다고 수치적으로 보였다. Finlayson[4]는 Galerkin

방법의 1차 근사를 통하여 같은 결과를 보고하였다. 수십년 후

Vrentas와 Vrentas[5]는 표면장력에 의한 대류는 진동상태를 보이지

않는다는 것을 해석적으로 증명하였다. 하지만 위에서 언급된 모든

연구들은 온도분포가 정상상태이고 온도 구배가 일정한 경우에 대

한 것들이다. 따라서 기존 연구들은 온도분포가 선형인 경우에는 적

용할 수 있지만, 온도분포가 시간의존형이고 비선형인 경우에는 적

용할 수 없다. 시간 의존형의 온도분포를 갖는 계에서 Marangoni

대류의 발생시점은 가정상상태 근사법(quasi-static approximation)[6],

전파이론[7], 에너지법[8] 및 maximum-transient-Marangoni-number

법[9]에 의하여 해석되었다. 하지만 이 모든 연구들에서 안정성 교

환의 원리를 해석적 증명없이 가정하였다.

본 연구에서는 표면장력의 변화에 의하여 유발되는 Marangoni 대

류 계에서 안정성 교환의 원리를 해석적으로 증명할 것이다. 따라

서 본 연구는 기존의 연구들을 보완하게 되고 시간 의존형 온도분

포를 갖는 다양한 계의 안정성 특성을 이해하는데 많은 도움을 줄

것이다.

2. 지배방정식

본 연구에서 고려되는 계는 초기에 일정한 온도 T
i
로 유지되는

뉴튼성 액체이다. 시간이 t ≥ 0인 경우에, 기-액 계면을 통하여 q
w
의

일정한 열속으로 냉각된다. 전도에 의하여 냉각되고 있는 계에 대
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한 개략적인 사항은 Fig. 1에 주어져 있다. q
w
가 큰 경우에 표면장

력에 의한 대류가 발생하게 되고 이 경우에 온도 및 유동장을 지배

하는 방정식은 다음과 같이 주어진다.

(1)

(2)

(3)

여기서 U, P, ρ, ν, α는 각각 속도 벡터, 압력, 밀도, 동점도, 열확

산 계수를 나타내다. 수직 방향 좌표 Z=0에서의 경계면의 온도 T
s
는

전도 상태에서 시간에 따라 감소한다.

본 연구에서 고려되는 계를 기술하는데 중요한 무차원 수는 다음과

같이 정의되는 Prandtl 수(Pr) Marangoni 수(Ma)이다.

Pr =  and Ma =

여기서 μ, s, k는 각각 점도, 온도의 변화에 따른 표면장력의 변화

율의 절대값, 열전도도를 나타낸다. Ma가 큰 경우에, 안정성 문제

는 시간 의존형이 되고 불안정성 발생 임계 시점 the t
c
는 여러 방

법으로 해석되어 왔다.

시간 의존형의 안정성 해석을 위하여, d2/α, d, qd/k를 시간, 거리,

온도의 척도로 사용하여 무차원 변수 τ, z, θ0를 정의하면 기본 전

도 상태의 온도 분포는 다음과 같은 식으로 나타낼 수 있다. 

(4)

이 경우 경계 조건은 다음과 같다.

 at (5a)

 at z = 1 and  at z = 0 (5b)

위의 기본 온도 분포식은 잘 알려진 변수분리법이나 Laplace 변

환을 사용하여 풀면 다음과 같은 결과를 얻을 수 있다. 

(6a)

(6b)

여기서 μ
n
=(n−1/2)π이고 z = z/ 이다. 무차원 시간 τ가 아주 작은

경우에는 경계층(τ, ζ)-좌표계를 사용하는 식 (6b)가 전역(τ, z)-좌

표계를 사용하는 식 (6a)보다 수렴성이 훨씬 좋다. 시간의 변화에

따른 기본 온도 분포의 변화는 Fig. 2에 나타나 있다. θ
0
가 0이 아

닌 길이 δ
T
(τ)는 전도 경계층의 열 침투 깊이(thermal penetration

depth)라 불린다. δ
T
(∝ )<<1인 경우에는, 해석영역은 양의 z-방

향으로 반 무한 공간으로 고려할 수 있기 때문에 기본 온도 분포

는 다음과 같이 간략화 된다. 

(7)

τ < 0.1인 경우에 위의 유사변수 해 (7)는 엄밀해 (6)과 아주 잘 일

치한다. 인 경우에 n=0으로 둔 식 (6b)는 식 (7)과 거의 같

은 온도 분포를 준다. 

3. 선형 안정성 이론

선형 안정성 이론 하에서, 표면 장력의 변화에 의하여 유발되는

교란은 식 (1)~(3)을 선형화 시켜 다음과 같이 무차원화 된 형태의

교란 방정식을 얻을 수 있다. 

(8)

(9)

여기서 θ
1
와 w1는 온도와 수직 방향 속도의 교란량이고 

는 Laplace 연산자이다. 위식에서 속도는 α/d로, 온도

교란은 αμ/(sd)을 사용하여 무차원화 하였다. 경계조건은 다음과

같이 주어진다[5].

,  at z = 0 (10a)

 at z = 1 (10b)

∇ U⋅ 0=

∂
∂t
---- U ∇⋅+⎝ ⎠
⎛ ⎞

U
1

ρ
---∇P– ν∇2

U+=

∂T

∂t
------ U ∇⋅( )T+ α∇2

T=

ν
α
---

sq
w
d
2

kαμ
-------------

∂θ0
∂τ
--------

∂2θ0

∂z
2

----------=

θ0 0= τ 0=

θ0 0=
∂θ0
∂z
-------- 1=

θ0 z 1– 2
1

μ
n

2
-----

n 1=

∞

∑ cos λ
n
z( ) λ

n

2τ–( )exp–=

θ0 4τ 1–( )n

n 0=

∞

∑ ierfc
n

τ
------

ζ
2
---+⎝ ⎠

⎛ ⎞ ierfc
n 1+

τ
-----------

ζ
2
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞–
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

–=

τ

τ

θ0
* θ0

4τ
---------– ierfc

ζ
2
---⎝ ⎠
⎛ ⎞= =

τ 0.01≤

1

Pr
-----

∂
∂τ
----- ∇2

–
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

∇2
w1 0=

∂θ1
∂τ
-------- Maw1

∂θ0

∂τ
--------+ ∇2θ1=

∇2 ∂2

∂x2
--------=

∂2
∂y2
-------- ∂2

∂z2
-------+ +

w1

∂θ1

∂z
-------- 0= =

∂2w1

∂z
2

----------- a
2θ1=

w1

∂w1

∂z
--------- θ1 0= = =

Fig. 1. Schematic diagram of system considered here.

Fig. 2. Comparison of Eq. (7) with (6). For τ≤0.1 the difference between

two equations becomes negligible.
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위의 교란량들은 시간 및 수직 방향으로의 교유함수와 (x, y)-평

면에서의 정규 형태로 분리될 수 있다.

δ
T
(∝ )<<1인 반 무한 영역에서는 수직 방향 확산 연산자에 관

련된 고유 함수들이 열침투 깊이 내에 한정되도록 교란 방정식들을

변환한다. 기본 상태의 유사변수 를 사용하여 좌표변환

을 하면, Pr→∞의 극한의 경우에 교란 방정식들을 다음과 같이 나

타낼 수 있다. 

(11)

(12)

여기서 a는 (x, y)-평면에서의 주기성을 나타내는 파수(wavenumber)

이다. 경계조건은 다음과 같이 된다.

,  at ζ = 0 (13a)

 for ζ→∞ (13b)

4. 안정성 교환의 원리

앞에서 언급된 대부분의 연구에서 안정성 교환의 원리가 수학적

증명없이 사용되었다. 본 연구에서는 τ가 작은 경우에 대하여 이를

증명하려 한다. 

 and (14)

라 두면, 식 (11)과 (12)는 다음과 같이 된다. 

(15)

(16)

경계조건은 다음과 같이 변형된다. 

 at ζ = 0 (17a)

 for ζ→∞ (17b)

여기서 , 와 Ma*(=Maτ)는 δ
T
를 길이차원으로

하는 파수와 Marangoni 수이다. 상첨자 “*”는 τ 만의 함수임을 나

타낸다. 

일반화된 Fourier 급수의 특성을 사용하면 F를 다음과 같이 나타

낼 수 있다. 

(18)

여기서 A
m
은 복소수인 계수이고, φ

m
은 다음의 Sturm-Liouville 경

계치 문제를 만족하는 정규 함수들이다. 

(19)

경계조건은 다음과 같다.

(20)

식 (15), (17), (18)을 결합하여 풀면 G는 다음과 같이 나타낼 수

있다.

(21a)

(21b)

식 (16)에 exp(ζ2/4) 를 곱하고 ζ의 전범위에 걸쳐서 적분하면 다

음과 같은 결과를 얻을 수 있다. 

    (22)

여기서 는 F의 켤레복소수, 즉  이고 는

식 (19)로 주어지는 Sturm-Liouville 방정식의 가중함수(weighting

function)이다. 성장률 σ*는 다음과 같이 정의된다.

(23)

경계조건 (17)을 통하여 적분된 부분이 소거되기 때문에, 식 (22)

를 부분 적분하면 다음과 같이 된다. 

 (24)

위 식의 우변의 정적분은 모두 실수 함수이다. 그리고, 식 (22)의

켤레복소수는 다음과 같이 된다. 

    (25)

여기서 는 G의 켤레 복소수, 즉 이다.

식 (22)와 (25)의 좌변의 적분들은 모두 실수 함수이고, 이

므로 다음과 같은 관계가 성립한다. 

(26)

이 관계는 모든 양의 Ma*에 대하여 σ*가 실수 함수임을 나타내며,

본 연구에서 고려되는 계에서는 안정성 교환이 원리가 성립한다는

것을 보여준다. 

5. 결 론

시간 의존형의 온도분포를 갖는 계에서 표면장력의 변화에 의하

여 유발되는 대류 불안정성이 안정성 교환의 원리를 만족한다는 것

을 해석적으로 보였다. 따라서 본 연구는 기존의 연구들을 보완하

τ

ζ z/ τ( )=

1
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∂ζ2
-------- a

2
–⎝ ⎠
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∂θ1
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∂ζ2
-------- 1

2
---ζ ∂

∂ζ
------ a

2τ–+⎝ ⎠
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게 되고 시간 의존형 온도분포를 갖는 다양한 계의 안정성 특성을

이해하는데 많은 도움을 줄 것이다. 
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