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요 약

피셔 정보행렬은 모수 추론에서 중요한 역할을 한다. 특히 비정보 사전분포를 이용한 사후분포로

유도하는 객관적 베이지안 추론에서 사용된다. 또한 기하학에서는 거리함수의 한 예로서 이용된다.

모수가 많아질수록 피셔 정보행렬의 계산이 복잡하여진다. 따라서 본 논문에서는 매스매티카를 이용

하여 계산상 필요한 프로그램을 적용시켜 신뢰성 이론에서 사용되는 3-모수 와이블분포에 대한 피셔

정보행렬을유도하였다.

주요용어: 3-모수와이블분포, 비정보사전분포, 피셔정보행렬.

1. 서론

신뢰성이론에서 중요한 3모수 와이블 (Weibull) 분포에 대한 모수 추론 방법의 하나로 이것에 대한

피셔 (Fisher) 정보행렬을 구하여 Jeffrey (1961) 사전분포로 구하거나 준거 사전분포등 비정보사전분
포를 유도하여 사후분포에서 모수를 추론하는 문제를 생각한다. 이에 따라, 피셔 정보행렬을 구하는 것
은 중요하다. 그러나 모수가 많아질수록 그것의 형태가 복잡해진다. 이런 복잡성을 덜기 위해 Wolfram

(2003)의매뉴얼에의한매스매티카 (Mathematica) 프로그램을이용하여 3모수와이블분포에대한피

셔 정보행렬의 유도 과정을 나타내 보이고자 한다. 이러한 3모수 와이블 분포는 정해성 (1998), 박동호

등 (1996) 및 Ross (2002)등에서나타나있고, 이것의확률밀도함수의정의는다음과같다.
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단, x > a, −∞ < a < ∞, c > 0, b > 0. 여기서 a를 위치모수 (location parameter), b를 척도모수

(scale parameter), c를 형태모수 (shape parameter)라 한다. 이러한 와이블 분포는 원래 공학에서 재

료의 피로 데이터로 설명하기 위해 제안되었고, 현재는 여러 공학 문제에서 두루 사용되고 있다. 특히

많은 부품들로 구성되어 있는 제품이 그 부품들 중 어느 하나가 고장날 때 제품이 고장나는 모형에 적
절하게 적용된다 특별한 예로서 형태모수 c = 1지수분포의 확률밀도함수가 되고, c = 2일때 Rayleigh

분포의 확률밀도 함수가 된다. 모수가 여러 개인 피셔 정보행렬은 Lehman과 Casella (1999)와 Berger
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(1985) 등에나타나있고다음과같이정의한다. L(θ|x)를우도함수라할때피셔정보행렬은다음과같

다.
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여기서 θ = (θ1, · · · , θp), 이고 j , k = 1, 2, · · · , p 이다. 즉 모수가 p개인 분포에 대한 2계도함수들의

음의 기댓값으로 이루어진 p × p행렬을 나타낸다. 특히 p = 1일때는 피셔 정보통계량이라 하고 통계

적 추론에서 많이 이용된다. 그리고 이러한 피셔 정보행렬의 기하학적인 적용은 이영조 (1988)와 Kass

등 (1984)에서 기하학적으로 통계적 곡률과 관련되어져 나타내었다. 본 연구에서는 매스매티카 명령어
를 이용하여 3모수 와이블분포에 대한 피셔 정보행렬의 유도 문제를 다루고자 한다. 2절에서는 그에 필
요한 함수와 매스매티카 명령어로 설명하고 3모수 와이블분포에 대한 피셔 정보 행렬의 형태로 표현한

다. 3절에서는실제피셔정보행렬에계산과정을나타내고, 4절에서는예제및결론을제시하였다.

2. 관련 함수와 매스매티카 명령어 및 피셔 정보행렬 형태

2.1. 3 모수를 갖는 와이블분포에 대한 피셔 정보행렬 유도에 필요한 함수

3모수 와이블분포에대한피셔정보행렬의유도를위하여다음과같은함수들이사용된다.

(1) Gamma 함수:

Γ(x) =

Z ∞

0

ux−1e−udu

(2) Gamma에대한 1계및 2계도함수:

Γ′(x) =

Z ∞

0

ux−1 ln ue−udu

Γ′′(x) =

Z ∞

0

ux−1(ln u)2e−udu

(3) PolyGamma 함수:

ψ(x) =
Γ ′(x)

Γ (x)
, 즉, Γ′(x) = Γ(x)ψ(x)

예로서, ψ(1) = Γ′(1) = −γ =
R∞
0

e−u ln udu 여기서 γ는 Euler 상수 (0.577716 · · · ) 이다. Γ′(2) =

ψ′(2) = 1 − γ 이다. Γ′′(2) = −2γ + γ2 +
π2

6
임을보일수있고근사적으로 0.823681· · ·가된다.

2.2. 3모수 와이블분포에 대한 정보행렬에 필요한 매스매티카 명령어

3 모수 와이블분포로유도하기위하여다음의매스매티카명령어가필요하다.

(1) D[f[x], x] : f (x)의 1계도함수

(2) D[D[f[x], x], x] : f (x)의 2계도함수

(3) D[f[x, y], x] : f (x, y)의 x에대한편도함수

(4) D[f[x, y], y] : f (x, y)의 y에대한편도함수

(5) D[D[f[x, y], x], y] : f (x, y)의 x와 y에대한 2계편도함수

(6) Integrate[f[x, y], x] : f (x, y)의 x에대한부정적분
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(7) Integrate[f[x, y], x, a, b]: x의구간[a,b]에서의 f (x, y)의정적분

(8) NIntegrate[f[x, y], x, a, b]: x의구간[a,b]에서의 f (x, y)의수치정적분의근사값
앞에서 정의된 함수와 매스매티카 명령어를 이용하여 1절의 식 (1.1)에 대한 우도함수를 구하고 이것

에대한피셔정보행렬을식 (1.2)에의해서아래와같이나타낼수있다.
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, j = 1, 2, 3, k = 1, 2, 3. (2.1)

단, 여기서 lnL(θ|x)는 다음 절에서 정의할 로그우도함수이고, θ = (a, b, c)이다. 따라서 피셔 정보행

렬을 구하기 위해서는 위의 행렬의 서로 다른 6개의 원소들을 구하여야 한다. 이를 위하여 로그우도함
수에대한 2계편도함수들을구하고그것의각각의기댓값을계산하여정보행렬을완성한다.

2.3. 3모수를 갖는 와이블분포에 대한 피셔 정보행렬의 계산 과정 및 유도

x를 식 (1.1) 확률밀도 함수로 갖는 3모수 와이블분포로부터 하나의 관측치 (single observation)이라

한다. 그러면 식 (1.1)의 로그우도함수는 ln L(θ|x) = ln(a, b, c|x)로 나타내고 간단히 ln L(a, b, c) 또는

ln L로쓴다. 식 (1.1)에의하여

ln L(a, b, c) = lnc − ln b + (c − 1) ln
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가 된다. 이것을매스매티카명령어로로그우도함수를정의하면아래와같다.

lnL[x ,a ,b ,c ]:= Log[c] - Log[b] + (c-1)Log[ (x-a)/b] - ( (x-a)/b)ˆclnL[x,a,b,c]
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또한, 로그우도함수의 a에대한 2계도함수는
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가 된다. 이것을매스매티카프로그램으로확인하면아래와같다.

D[D[lnL[x,a,b,c], a], a]
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따라서 2절에 (2.1)식에서피셔정보행렬의 1행1열원소를구하면
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따라서 1행1열원소는
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단 c > 2가된다. 같은방법으로, 1행2열의원소계산을하면

∂2 lnL
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이것에대한매스매티카프로그램과결과는다음과같다.

D[D[lnL[x,a,b,c], a], b]
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따라서 1행2열의원소는앞에 1행1열원소계산과비슷한과정을거쳐서
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단, c > 1 이다. 1행3열의원소의계산은
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로나타낼수있다. 매스매티카프로그램으로다음과같이확인할수있다.
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−E

"

∂2 lnL

∂a∂c

#

= −
1

b
E

"

1

Z

#

+
1

b
E
ˆ

Zc−1˜+
c

b
E
ˆ

Zc−1 lnZ
˜

가된다. 단, z = x − a/b이다. 여기서

E

"

1

Z

#

= Γ

 

1 −
1

c

!

이다. 따라서,

E
ˆ

Zc−1 lnZ
˜

=

Z ∞

0

ce−zzc−1zc−1 lnz dz =
1

c

Z ∞

0

e−uu
1−

1

c lnudu =
1

c
Γ′

 

2 −
1

c

!

=
1

c

(

Γ

 

1 −
1

c

!

+

 

1 −
1

c

!

Γ ′

 

1 −
1

c

!)

=
1

c
Γ

 

1 −
1

c

!(

1 +
c − 1

c
ψ

 

1 −
1

c

!)

,

단, c > 1이다. 여기서 ψ(·)는 앞절에서 정의된 PolyGamma함수 (ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z))이다. 따라서
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. 또한, 2행2열의원소를계산하기위해

∂2 lnL

∂b2
=

c

b2
−

c + c2

b2

 

x − a

b

!c

이됨을알수있고매스매티카프로그램결과는아래와같다.
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따라서
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이된다. 2행3열의원소를계산하기위해
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이됨을알수있고매스매티카프로그램결과는아래와같다.
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여기서 γ를 Euler상수라하면
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가된다. ψ(2)(= Γ′(2))을구하기위한매스매티카프로그램결과는다음과같다.

Integrate[ Eˆ (-u) u Log[u], {u, 0,∞}]
1-EulerGamma

NIntegrate[ Eˆ (-u) u Log[u], {u, 0,∞}]
0.422784

따라서, ψ(2)의근사값은 0.422784가된다. 마지막으로 3행3열의원소는
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이되고

− E

"

∂2 lnL

∂c2

#

= E [Zc(lnZ)c] +
1

c2
= c

Z ∞

0

e−uu

 

1

c
lnu

!2

du +
1

c2

=
1

c2
Γ′′(2) +

1

c2
=

1

c2

`

Γ′′(2) + 1
´

(2.3)

여기서 Γ′′(2) = Γ(2)
ˆ

ψ′(2) + {ψ(2)}2˜ = ψ′(2)+{ψ(2)}2
된다. 이것을구하기위한매스매티카프

로그램결과는아래와같다.

Integrate[ Eˆ (-u) u (Log[u])ˆ2, {u, 0,∞}]

−2 EulerGamma + EulerGamma2 +
π2

6

그것에대한근사값의매스매티카프로그램결과는아래와같다.

NIntegrate[ Eˆ (-u) u (Log[u])ˆ2, {u, 0,∞}]

0.823681

앞에결과를정리하여 2절의식 (2-1)에서의 3모수와이블분포에대한피셔정보행렬은다음과같이나

타낼수있다. 첨자 j, k = 1, 2, 3에대하여,

(Ijk) =

 

−E

"

∂2lnL(θ)

∂θj∂θk

#!

=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

(c − 1)2

b2
Γ

 

1 −
2

c

!

,

c(c − 1)

b2
Γ

 

1 −
1

c

!

,

1

bc
Γ

 

1 −
1

c

!

−
1

b
Γ′

 

2 −
1

c

!

c2

b2, −
1

b
Γ′(2)

1

c2
(Γ′′(2) + 1)

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

(c − 1)2

b2
Γ

 

1 −
2

c

!

,

c(c − 1)

b2
Γ

 

1 −
1

c

!

,

1 − c

bc
Γ

 

1 −
1

c

!(

1 + ψ

 

1 −
1

c

!)

c2

b2, −
1

b
(1 − γ)

1

c2

 

−2γ + γ2 +
π2

6

!

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5
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=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

(c − 1)2

b2
Γ

 

1 −
2

c

!

,

c(c − 1)

b2
Γ

 

1 −
1

c

!

,

1 − c

bc
Γ

 

1 −
1

c

!(

1 + ψ

 

1 −
1

c

!)

c2

b2, −
0.422784 · · ·

b
1.823681 · · ·

c2

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

단, γ = 0.577716 · · · .

3. 예제 및 결론

예 1. (1.1)식에서위치모수 a = 0일때, 확률밀도함수는

f(x| b, c) =
c

b

 

b

x

!c−1

exp

(

−

 

x

b

!c)

이 되고, 이것에대한피셔정보행렬은 3절에서와같은방법으로구하면다음과같다.

(Ijk) =

 

−E

"

∂2lnL(θ)

∂θj∂θk

#!

=

2

6

6

4

c2

b2
−

1

b
Γ′(2)

−
1

b
Γ′(2)

1

c2
(Γ′′(2) + 1)

3

7

7

5

=

2

6

6

6

4

c2

b2
−

1

b
(1 − γ)

−
1

b
(1 − γ)

1

c2

 

−2γ + γ2 +
π2

6

!

3

7

7

7

5

.

(3.1)

즉앞에행렬의 1행1렬을제외한부분행렬임을알수있다.

예 2. (1-1)식에서 위치모수 a = 0 이고 c 가 각각 1과 2인 확률밀도함수는 각각 f(x|b) =

(1/b)exp(−x/b) 인 지수분포의 확률밀도함수, f(x|b) = (x/b2)exp(−x/b) 인 Rayleigh 분포의 확률

밀도 함수가 된다. 이것들에 대한 피셔 정보통계량을 구하면, 1/b2 과 4/b2 이 됨을 알수 있다. 이것은

3절의피셔정보행렬에서 2행2열의원소 c2/b2 에각각에 c = 1, 2 를대입한결과와같게나타난다.

3절에서 유도된 행렬은 위의 예제에서 처럼 위치모수가 0 일 때, 지수분포 또는 Rayleigh분포 등 특

수한 형태의 와이블분포에 대하여도 적용 됨을 알 수 있다. 그리고 3모수 와이블분포의 일반화된 분포

인 4모수 일반화된 Gamma분포에 대한 피셔 정보행렬을 Mathmatica 프로그램을 이용하여 구할 수 있
다. 또한, 복잡한 형태의 모수가 여러개인 분포에 대한 피셔정보행렬도 3절에서의 방법으로 쉽게 유도

가 가능하다. 그리고 c > 2 일 경우만 위 정보행렬이 적용가능하다. 다시 말해서 형태 모수 c 가 3모

수를 동시에 나타낼때는 제한적이라 할 수 있다. 그밖에 다른 분포에서도 피셔 정보 행렬의 계산문제들
을 매스매티카 프로그램을 이용하여 쉽게 해결할 수 있다. 이러한 피셔 정보행렬들의 기하학적인 적용

은 이영조 (1988), Kass (1984) 등에서 기하학적으로 통계적 곡률과 관련되어져 나타나 있다. 또한 문

경애 등 (2000)과 Lee (2005) 등에서 이 방법을 이용하여 비정보사전분포 (Jeffery 사전분포, 준거사전

분포 등)을 유도하여 이들의 사후분포에 대한 각 모수들을 추론하는 객관적 (objective) 베이지안 연구
에적용시킬수있다.
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Abstract

Fisher information matrix plays an important role in statistical inference of unknown

parameters. Especially, it is used in objective Bayesian inference which derives to the

posterior distribution using a noninformative prior distribution and is an example of

metric functions in geometry. The more parameters for estimating in a distribution are,

the more complicate derivation of the Fisher information matrix for the distribution

is. In this paper, we derive to the Fisher information matrix for 3-parameters Weibull

distribution which is used in reliability theory using Mathematica programs.
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programs.
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