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ABSTRACT

Modal characteristics of a cracked beam with a concentrated mass undergoing rotational motion are 
investigated in this paper. Hybrid deformation variables are employed to derive the equations of 
motion of a rotating cantilever beam. The flexibility due to crack, which is assumed to be open 
during the vibration, is calculated basing on a fracture mechanics theory. To obtain more general 
information, the equations of motion are transformed into a dimensionless form in which 
dimensionless parameters are identified. The effects of the dimensionless parameters related to the 
angular speed, the depth and location of a crack and the size and location of a concentrated mass on 
the modal characteristics of the beam are investigated numerically.

1) 
1. 서  론

보 형태의 구조물은 오늘날 가장 널리 쓰이는 구

조요소 중의 하나로 많은 수치적 방법과 정적 및 동

적 상태에서의 적용을 통해 그 특성이 해석되고 있

다. 이 중 터빈블레이드나 항공기 회전익과 같이 회

전하는 외팔보 형태의 구조물의 경우 결함에 따라 

진동특성이 크게 변화하게 된다. 이것은 보가 크랙

과 같은 결함을 가질 경우 크랙이 존재하는 위치에

서 추가적으로 발생하는 변형에너지와 집중질량에 

의한 영향 때문이다. 특히 회전 구조물에 크랙과 집

중질량이 동시에 존재하는 경우 크랙과 집중질량, 
그리고 회전운동의 영향으로 인하여 구조물의 진동
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특성은 현격히 변화할 것이기 때문에 각 요소의 연

성관계가 시스템의 진동특성에 미치는 영향을 예측

하는 것이 중요하다.
회전 외팔보의 굽힘진동 해석 방법은 Southwell과 

Gough(1)가 Rayleigh Energy 평형이론에 근거하여 

보의 회전에 따른 고유진동수의 변화를 예측하는 

방법을 발표한 이래로 많은 연구가 수행 되어왔다. 
그 후 Schilhansl(2)은 회전 외팔보의 굽힘진동 방정

식을 유도하고 이에 Ritz방법을 적용하여 Southwell
등이 제시한 고유진동수 예측을 위한 방정식의 계

수들을 더 정확하게 구하는 방법을 제시하였으며 

Yoo(3~5) 등은 복합변형변수를 이용하여 집중질량을 

가진 회전 외팔보의 진동해석 모델을 제시하고 그

에 따른 영향을 연구하였다. 한편 크랙을 가진 구조

물의 동적 응답에 관한 연구는 Bock(6)에 의한 콘크

리트 구조 요소의 굽힘 변형에 대해 시작되어 수많

은 연구자들에 의해서 수행 되어 오고 있다. 그 중
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Fig. 1 Geometry of a cracked beam and its cross section

에서도 크랙을 가지는 보 형태의 구조물의 해석은 

Euler-Bernoulli 및 Timoshenko 보 이론을 중심으로 

적용되어 크랙이 전체 구조물 동특성에 미치는 영향

에 대한 연구가 주로 이루어져 왔다. 특히 Shen(7) 

등은 하나의 크랙에 의한 고유진동수의 변화를 예

측하였고, Chati(8) 등은 진동 시 크랙의 개폐현상

에 의한 비선형 효과의 영향을 제시하였다. 또한 
Chondros(9) 등은 크랙을 가지는 보의 연속체 이론

을 제시하고 그에 따른 여러 형태의 보에 관한 진동

해석을 수행하였다. 최근 Yoon(11) 등은 크랙이 존재

하는 경우 회전 외팔보의 동적특성에 관한 영향을 

연구하였다.
이 연구에서는 외팔보의 임의의 위치에 크랙과 

집중질량이 존재할 경우 크랙과 집중질량이 회전하

는 외팔보의 고유진동수에 미치는 영향을 조사하였

다. 크랙에 의한 응력집중 현상은 1차 파괴 모드만 

고려하였으며 크랙은 비선형 효과를 무시한 개구형 

크랙이라 가정하고 수치해석을 통해 집중질량의 크

기 및 크랙의 크기와 위치 변화에 따른 고유진동수

의 변화를 비교 고찰하였다.

2. 크랙에 의한 탄성에너지

Fig. 1은 크랙이 존재하는 빔과 그 단면의 형상이

다. 여기서 w와 h는 사각단면의 너비와 높이를, d 
는 개구형 크랙의 깊이를 나타낸다. 1차 파괴모드를 

고려할 경우, 개구형 크랙에 가해지는 축 방향과 굽

힘 방향 하중으로 인한 탄성에너지는 다음과 같다. 
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−

=
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MPc dA
E
vU 2
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여기서 E와 v는 보의 영률과 푸아송 비를 나타낸

다. 식 (1)의 Pσ 와 Mσ 은 각각 축방향 힘 P와 굽힘 

모멘트 M에 의한 응력집중계수를 의미하며, 각각 

다음과 같이 나타낼 수 있다(8~10). 
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여기서 )(1 yF 과 )(2 yF 는 다음과 같다.
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Castiglian의 정리에 의하면 크랙에 의한 유연행

렬은 다음과 같다.
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이상의 식을 종합하면 유연행렬의 요소 ijc 는 다

음과 같이 구할 수 있다. 
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Fig. 2 Configuration of a rotating cracked beam with a concentrated mass Geometry of a cracked beam 
and its cross section

크랙에 의한 강성행렬은 계산된 유연행렬로부터 

얻을 수 있다. 

1
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따라서 크랙에 의한 탄성에너지는 다음과 같다.
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크랙의 위치를 기준으로 하여 u∆ 는 양쪽 부위에

서 발생하는 축방향 변위차를 나타내고 θ∆ 는 양쪽 

부위의 경사차를 나타낸다.

3. 운동방정식 유도

Fig. 2는 각속도 Ω로 평면 회전 운동하는 강체 

허브에 지지되어 있는 외팔보이다. 여기서 L, A, I,
ρ , r은 각각 보의 길이, 단면의 넓이, 보의 면적

관성모멘트, 단위길이당 질량, 허브의 반지름을 나타

낸다. cx 와 mx 는 각각 크랙과 집중질량의 위치를 

나타낸다. 크랙이 보의 자유단에 근접한 경우나 집

중질량이 보의 고정단에 근접한 경우에는 각각이 시

스템 진동특성에 미치는 영향이 작을 것이므로 이 

연구에서는 mx 이 항상 cx 보다 크다고 가정하였다. 
외팔보 위의 임의 질점의 변형 후 위치인 P점의 탄

성변위는 복합 변형변수 s와 굽힘방향 변형변수 u2

로 나타낼 수 있다.
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여기서 ( )xi1φ 와 ( )xi2φ 는 각각 인장방향과 굽힘방

향의 모드함수를 나타낸다. ( )tq i1 과 ( )tq i2 는 일반

좌표이며 1µ 과 2µ 는 일반좌표의 개수를 나타낸다. 
보는 크랙의 위치를 기준으로 두 개의 영역으로 나

뉠 수 있으며 ( cxx ≤≤0 , Lxxc ≤< ) 각 영역에서

의 모드함수 ( )xi
><1

1φ , ( )xi
><1

2φ , ( )xi
><2

1φ , ( )xi
><2

2φ 는 

다음과 같이 표현된다. 
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전이 없는 상태에서의 보의 고유진동수를 나타낸다. 
보의 경계조건은 다음과 같다. 
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위 식에서 하첨자에 포함된 x는 각 하첨자에 대

한 모드함수의 미분을 뜻한다. 즉 xx는 모드함수의 

2차 미분을, xxx는 3차 미분을 나타낸다. 위 12개의 

식으로부터 구성된 12×12행렬이 무의미해를 갖지 

않기 위한 조건으로부터 각 모드함수의 계수인 Ai와  

 Bi가 결정될 수 있다. 이로부터 얻어진 모드함수는 

모든 경계조건을 만족하는 comparison 함수이며 그 

수렴속도가 매우 빠르다.
반경이 r인 허브가 각속도 Ω로 회전할 경우 디

스크 A~ 의 각속도와 P의 속도는 다음과 같다. 
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Kane의 방법에 의한 운동방정식은 다음과 같다(12).
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U는 보의총 탄성 에너지이며 iq 는 일반좌표를 

나타낸다. 식 (23)의 편속도는 다음과 같은 관계식에 

의해 s와 2u 로 나타내어질 수 있다. 
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보의 총 탄성 에너지는 다음과 같이 표현된다.
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Uc를 얻기 위해 다음과 같은 식이 적용된다. 
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이상의 식들을 종합하여 다음과 같은 운동방정식

을 얻을 수 있다.
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집중질량을 고려하여 단위 길이당 질량은 다음과 

같이 나타낼 수 있다.
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여기서 )( mxx −δ 은 Dirac’s delta 함수로서 mxx = 에

서 무한대의 값을 갖는다.
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φφ++= ∫ (32)

)()(ˆ
maimaiai xxrmPP φ++=

인장, 굽힘 간 연성효과를 무시하고 일정한 각속

도의 회전운동을 가정하면 다음과 같은 굽힘방향 운

동방정식을 얻을 수 있다. 
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보다 일반적인 결과를 얻기 위해 운동방정식을 무

차원화할 수 있다. 다음과 같은 무차원 변수 및 매개

변수를 이용하여 시스템의 고유진동 해석에 사용되는 

최종적인 무차원 운동방정식을 유도할 수 있다. 
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위 식에서 aiϑ 는 τ 에 대한 aiϑ 의 2차 미분을 나

타내며 각 행렬과 무차원 매개변수는 다음과 같다. 
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4. 수치해석

4.1 크랙만 존재하는 경우
Table 1은 외팔보상 임의의 위치에 일정 크기의 

크랙만 존재할 경우 크랙의 크기와 위치에 따른 첫 

번째와 두 번째 고유진동수 값들을 비교한 것이다. 
보이는 바와 같이 참고문헌 (10)과 잘 일치하는 결

과를 얻을 수 있었으며 이때 크랙의 위치가 고정단

에 가깝고 크랙의 크기가 클수록 고유진동수는 더 

작아지는 것을 확인할 수 있다.

4.2 집중질량만 존재하는 경우
Table 2는 외팔보가 집중질량만 가지는 경우 현 

모델링 방법의 정확도를 검증하기 위해 1=µ ,
1=α , 0=κ , 0=β , 1=δ , 10=γ 인 경우, 사용한 

Table 1 Comparison of the natural frequencies

β κ 1st natural frequency 2nd natural frequency
Present Ref.[10] Present Ref. [10]

0.1
0.4 1.707 1.706 4.568 4.568

0.7 1.313 1.313 4.417 4.417

0.5
0.4 1.843 1.843 4.401 4.401

0.7 1.693 1.693 3.752 3.752

0.9
0.4 1.875 1.875 4.688 4.689

0.7 1.875 1.874 4.649 4.649
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모드의 개수에 따른 1차와 2차 고유진동수를 비교

하였다. 여기서 η는 모드의 개수를 나타낸다.

4.3 크랙과 집중질량이 모두 존재하는 경우
앞서 4.1과 4.2장에서 각각 크랙만 있는 경우와 

집중질량만 있는 경우 회전하는 외팔보의 거동을 살

펴보고 그 타당성을 검증해 보았다. 이에 이 절에서

는 크랙과 집중질량을 모두 고려하고 회전하는 경우

에 대해 수치해석을 수행하였다.

Table 2 Comparison of the natural frequencies

η 1st natural frequency 2nd natural frequency
Present Ref.[5] Present Ref.[5]

1 11.986 11.986 - -

2 11.480 11.480 60.387 60.387

3 11.294 11.294 60.364 60.364

4 11.225 11.225 59.661 59.662

5 11.192 11.192 59.592 59.592

Fig. 3 Natural frequencies for different concentrated 
mass location

Fig. 4 Natural frequencies for different crack location

Fig. 3은 집중질량의 위치 변화가 고유진동수에 미

치는 영향을 나타낸다. 이때 크랙의 크기와 위치, 집

중질량의 크기가 각각 κ =0.4, cβ =0.5, µ=0.5이다. 
그림에서 보이는 바와 같이 집중질량의 위치가 보의 

자유단에 가까워질수록 고유진동수는 감소한다.
Fig. 4는 크랙의 위치 변화가 고유진동수에 미치

는 영향을 나타낸 그래프로서 이때 크랙의 크기, 집

중질량의 위치와 크기는 각각 κ =0.4, mβ =1.0, µ

=0.5이다. 크랙의 위치가 보의 고정단에 가까워질수

록 고유진동수는 감소함을 알 수 있다.
Fig. 5는 크랙의 크기와 위치, 집중질량의 위치가 

각각 κ =0.4, cβ =0.5, mβ =1.0일 경우 집중질량의 

크기와 무차원 회전각속도에 따른 1차 고유진동수 

변화를 나타낸 그래프이다. 쉽게 예측할 수 있듯이 

집중질량의 크기가 증가할수록 고유진동수는 감소함

을 볼 수 있다.
Fig. 6은 집중질량의 크기와 위치, 크랙의 위치가

Fig. 5 Natural frequencies for different concentrated 
mass ratio

Fig. 6 Natural frequencies for different crack depth 
ratio
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각각 µ=0.5, mβ =1.0, cβ =0.5일 경우 크랙의 크기

와 무차원 회전각속도에 따른 1차 고유진동수 변화

를 나타낸 그래프이다. 그래프를 통해 크랙의 크기

가 증가할수록 고유진동수는 감소하는 것을 확인할 

수 있다.

5. 결  론

이 논문에서는 임의의 위치에 크랙과 집중질량을 

가진 회전하는 외팔보 구조물의 굽힘진동 해석모델

링이 제시되었다. 이 모델링에서 크랙에 의한 효과

를 고려하기 위해 1차 파괴모드만을 이용하였으며 

집중질량을 고려하기 위해 보의 단위길이당 질량을 

충격함수로 이상화하여 수식을 유도하였다. 또한 외

팔보의 굽힘방향 지배방정식으로부터 유도된 일반해

에 시스템의 경계조건과 연속조건을 적용하여 얻은 

식의 특성방정식의 해를 구함으로써 고유진동수를 

얻을 수 있었다. 해석결과 크랙과 집중질량의 크기

와 위치, 그리고 회전 각속도가 외팔보의 굽힘방향 

고유진동수에 큰 영향을 미치는 것을 확인할 수 있

었다. 수치해석 예제를 통해 집중질량의 크기가 커

질수록, 집중질량이 자유단 근처에 위치할수록 고유

진동수가 낮아지는 현상을 볼 수 있었다. 또한 크랙

의 위치에 의한 고유진동수의 변화는 집중질량의 위

치에 의한 변화에 비해 미소하게 나타나는 것을 확

인할 수 있었다. 회전하지 않는 외팔보의 고유진동

수의 경우 크랙의 크기에 의한 영향이 위치에 의한 

영향보다 크게 나타나는 것을 확인할 수 있었으며 

회전하는 외팔보에 경우는 크랙에 의한 영향 보다 

집중질량의 크기와 위치, 그리고 회전 각속도에 의

한 영향이 더 큰 것을 확인할 수 있었다.
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