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2차 요소를 이용한 2차원 상향가중 유한요소모형

2-D SU/PG Finite Element Model Using Quadratic Elements
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Abstract

The objective of this study is to develop an efficient and accurate quadratic finite element model 

based on Streamline Upwind/Petrov Galerkin (SU/PG) scheme for analyzing and predicting two 

dimensional flow features in complex natural rivers. For a development of model, quadratic tin, 

quadrilateral and mixed elements as well as linear tin, quadrilateral and mixed elements were used in 

the model. Also, this model was developed through reinforcement of Gauss Quadrature which was 

necessary to integral of governing equation. Several tests for bottom-rising channel and U-type 

channel were performed for the purpose of validation and verification of the developed model. Such 

results showed that solutions of second order elements are better accurate and improved than those of 

linear elements. Results obtained by the developed model and RMA-2 model are compared, and the 

results for the developed model were better accurate than those of RMA-2 model. In the future if the 

developed model is applied in natural rivers, it can provide better accurate results than those of 

existing model. 
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요   지

본 연구의 목 은 하도의 형상이 불규칙한 자연하천에서 2차원 흐름 특성을 해석하고 측하기 해 2차 요소를 

이용한 정확하고 효과 인 상향가  유한요소모형의 개발에 있다. 모형의 개발을 해 선형 삼각형 요소, 선형 사각

형 요소와 혼합요소를 용하 고 2차 삼각형, 사각형 요소와 혼합요소를 용하여 모형을 개발하 으며, 지배방정

식의 수치 분식으로 Gauss Quadrature 방법을 사용하 다. 개발된 모형의 용성 검증을 해 하상융기가 있는 수

로, U자형 수로 등에 모의를 실시하여 해석해  실측치와 비교 검토하 다. 모의 결과 2차 요소가 선형 요소에 비

해 보다 정확한 해를 제공하는 것으로 단되었으며 2차요소를 용한 상용모형인 RMA-2 모형과 비교한 결과 본 

연구 개발 모형이 보다 정확한 해를 나타내는 것을 확인할 수 있었다. 개발된 모형을 향후 자연하천에 용할 경우 

기존의 모형에 비해 향상된 결과를 얻을 수 있을 것으로 단된다. 

핵심용어 : 유한요소모형, 상향가 , 2차 요소, Gauss Quadrature
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1. 서  론

유한요소법은 공학  물리학에서의 연속체의 문제

를 해결하는데 매우 효과 인 방법으로 연구 발 되어 

오고 있으며 특히 자연하천에 있어서 빈번히 나타나는 

불규칙한 지형 특성을 효과 으로 정의할 수 있으며 요

소의 이산화가 쉽기 때문에 수리학 분야에서 리 사용

되고 있다.

유한요소법에서 해의 정확도를 결정하는 요인에는 

두 가지가 있는데, 첫 번째가 요소의 형태  차수이고 

두 번째가 가 함수의 형태이다. 요소의 형태  차수

의 경우 일반 으로 선형 요소에 비해 고차 요소의 해

의 정확도가 우수한 것으로 알려져 있다. 이는 선형 요

소와 고차 요소에 사용되는 보간함수의 차수에 기인한 

것으로 단된다. 그러나 선형 요소와 고차 요소를 사

용했을 때 해의 정확도가 얼마나 차이가 나는지에 한 

정량 인 평가는 거의 이루어지지 않았다.   

이러한 유한요소 해석에 한 연구개발 황을 살

펴보면 부분의 유체흐름을 해석함에 있어 범함수

(functional)가 존재하지 않기 때문에 변분법을 용할 

수 없으므로 흐름해석을 해 Galerkin 방법을 용한

다. 이 기법은 주어진 연립형태의 미분방정식을 풀기 

해서 모의 역에서 가 방정식의 분과정에서 도

출되는 잔차를 최소화시키는 과정으로 구성된다. 기존

의 BG (Bubnov-Galerkin) 기법에서는 가 함수를 보

간함수와 같게 놓고 해석함으로서 체 해의 오차를 

최소화시키는 과정을 용하 다. 그러나 이 기법은 

많은 실용 인 개수로 흐름문제에 있어 해가 불안정한 

것으로 나타났으며, 특별히 해석구간에 shock 등 변 

부정류가 존재하는 경우 해의 불안정성은 매우 크게 

나타났다(Dupont, 1973; Gray, 1980). 이러한 

Bubnov-Galerkin 기법이 가지고 있는 수치 불안정성

을 보완하기 해 이제까지 하천흐름해석을 한 부

분의 연구와 상업 인 유한요소 로그램은 수심과 유

속에 해 선형 보간함수보다 정확한 2차 보간 함수를 

사용하지 않고 수심에 해서는 선형보간 함수를 사용

하고 유속에 해서는 2차 보간 함수를 도입하는 혼합

보간 개념을 도입하여 천수방정식을 해석하 다(King 

and Norton, 1978; Walters and Cheng, 1978; Norton, 

1980; Gee and MacArthur, 1981). 그러나 혼합보간 역

시 복잡한 유한요소망 용시 유속의 진동 상이 발생

하 으며 유속에 한 2차 보간함수를 용해야 하기 

때문에 많은 수의 이 필요함에도 불구하고 계산의 

정확성은 보간함수의 차수에 의해서 지배되었다

(Walters, 1983). 한 이러한 유속과 수심에 다른 차

수의 보간 함수를 도입하는 혼합보간 기법을 용하기 

해서는 비보존형 천수방정식을 사용해야 하는 문제

이 있다. Lee and Froehlich(1986)의 연구에서는 2차

원 천수방정식을 유한요소법으로 해석할 때 유속  

수심항에 하여 동일한 차수의 보간함수를 사용하

으나 여 히 가 함수 처리 문제로 인해 해석에 제한

을 받았다.  

가 함수에 한 연구로는 Katopodes(1984)가 1차 

요소를 이용한 감쇠형 유한요소기법을 개수로 내의 홍

수류 해석에 용하 고, Hicks and Steffler(1992)는 

특성선과 감쇠형 유한요소법에 의해 상류-사류의 천

이 역에서의 부정류 해석을 실시하 으며, Berger 

(1993) 그리고 Stocksill and Berger(1994)는 각각 만

곡부에서의 흐름해석과  여수로 등 고유속부(高流速

部)에서의 흐름해석을 해서 Petrov-Galerkin 기법을 

용하 다. Alam and Bhuiyan(1995)는 collocation 

기법에 의한  괴류 해석을 실시하 으며, 

Zienkiewicz et al. (1996, 1999)은 특성선의  양상

을 고려하여 유체이송에 한 보다 효율 인 알고리듬

인 CBS (Characteristic Based Split)에 해서 연구하

으며 Berger and Howington(2005)는 이송-확산식

의 수치해석을 해서 Streamline Upwind/Petrov- 

Galerkin(SU/PG) 기법을 용하여 유체 럭스와 질

량보존 양상을 검토하 다. 그러나 의 부분의 연

구는 선형 요소를 이용한 연구에 국한되었다.

국내에서 2차원 천수방정식에 한 수치해석기법은 

주로 유한차분기법을 심으로 연구되어 왔는데 유한요

소기법에 한 연구로는 윤태훈(1982)이 각각 항만내 

토사이동 측과 단면 확 에 의한 흐름 향을 고찰

하기 해서 2차원 천수방정식의 유한요소기법을 용

하 고, 윤용남과 박무종(1994)은 한강 하류부에 

FESWMS 모형을 용하여 해석한 가 있다. 한건연 

등(1996)은 개수로내의 변  변 부정류 해석을 

해서 감쇠형 유한요소모형을 용하여 해석한 바 있고, 

한건연과 김상호(2000)는 2차원 이송-확산해석을 한 

유한요소모형을 개발하고 이를 낙동강 유역에 용하여 

해석한 바 있다. 한건연 등(2003)은 하천에서의 흐름해

석을 해서 변부정류에 한 1차 요소를 이용한 

SU/PG 유한요소법의 용성을 검증하 고, 백창

(2006)은 3차원 유동 해석을 한 SU/PG 기법의 용

과 그 해석 결과를 제시하 다.

국내외에서 재 상용되고 있는 SMS, FESWMS 모

형 등은 지형  이산화와 정확도의 향상을 해서 2차 
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요소를 사용함에도 불구하고 Bubnov-Galerkin 기법을 

사용함으로써 발생되는 수치 문제를 보완하기 해 혼

합보간 기법을 이용하고 있다. 한 수치  발산을 해

결하기 해 개선된 가 함수를 도입하는 경우에도 모

형의 수식화가 간단한 1차 요소를 용한 연구가 부

분이다.

따라서 본 연구에서는 하천 흐름해석에서 복잡한 지

형 조건과 불규칙한 경계조건을 가진 자연하천에서의 

흐름을 모의하는데 합한 2차 요소를 이용한 상향가  

유한요소모형을 개발하고 요소의 형태  요소의 차수

에 따른 모형의 정확도와 기존 모형과의 비교를 통해 

본 연구 개발 모형의 용성을 검증하고자 한다.      

2. 기본방정식

2 .1  지배방정식

2차원 천수 자유수면 흐름을 나타내는 방정식은 3차

원 Reynolds 방정식을 수심에 해 분하거나

(Weiyan, 1992), 하상과 자유수면에 의해 만들어지는 

균일한 수직 수주에 질량  운동량 보존 원리를 용

함으로써 구할 수 있다(Daubert and Graffe, 1967; Van 

Rijn, 1990). 지배 방정식을 보존 형태로 나타내면 다음

과 같이 쓸 수 있다.  
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  (3)

여기에서 는 흐름 수심을 나타내고  는    방향

으로의 유속을 나타낸다. 한 는     방향으

로의 바닥 경사 성분을 나타내고,  는    방향

으로의 수리학  항을 나타내며  는 력 가속도 성

분을 나타낸다. 만약 Manning 공식이 용된다면 마찰 

경사 성분은 다음과 같이 표 할 수 있다. 

 


 
,  


 

  (4)

한  


,  


이며, 는 바닥 경사

를 나타낸다. 만약   이고  라고 한다면 Eqs. 

(1)∼(3)은 다음과 같이 다시 정리될 수 있다. 
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2 .2  가 함수의 수식화

유한요소기법에 있어 가 함수 의 선택에 따라 

Galerkin 기법은 다양하게 분류할 수 있게 된다. 본 연

구에서는 형상함수와 동일한 가 함수를 선택하는 신 

특성선의 양상을 고려하여 상향가  메트릭스를 가

지는 불연속 함수를 사용하 다. 

SU/PG 유한요소기법은 2차원의 경우 Eq. (7)과 같은 

형태의 가  함수를 가진다.

′  




  (7)

2차원의 x , y  방향 유체이송 메트릭스는 Eq. (8)과 

같다.

 










  

   
  

, 










  
  
   

 (8)

유체이송 메트릭스를 SU/PG 기법에 용하면 Eqs. 

(9) and (10)과 같이 상향 가 항을 정리할 수 있다. 
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       (10)

SU/PG 기법의 용을 한 연속 방정식과 운동량 

방정식인     식은 시간항에 해서 차분화시킨 

식을 정리하면 Eqs. (11)∼(13)과 같다.
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식에 필요한 미분항을 정리하면 Eqs. (14) and 

(15)와 같다.
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연속 방정식과    방향의 운동량 방정식을 SU/PG 

기법에 해서 용하면 Eq. (16)과 같은 유한요소식을 

얻게 된다. 
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메트릭스 형태로 정리하면 Eqs. (17)～(19)과 같다. 
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3. 2차 요소  보간 함수의 용

하천흐름의 2차원 유한요소해석에 있어서 가장 간단

한 요소의 형태는 선형 삼각형  사각형을 고려하는 
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것이나, 본 연구에서는 용성의 확장  계산의 정확

성을 높이기 해 다양한 차수의 요소를 검토하고 이 

 2차 요소  2차 보간함수를 용하여 모형을 개발

하 다. 고차 요소를 이용하는 것은 실제 인 지형문제

에 있어서 주어진 요소의 수에 해 훨씬 정확한 해를 

제공한다. 그러나 복잡성과 계산비용  시간 소요로 

인해 일반 으로 3차 이상의 고차다항식을 통한 요소의 

해석보다 2차 다항식을 이용한 Quadratic 요소 해석이 

유리하며, 선형 요소보다 곡선 경계를 정확히 표 을 

할 수 있는 장 을 가지고 있다(Allaire, 1985). 

Quadratic 요소 향을 고려한 해석은 보간함수에 해 

2차 다항식을 이용함으로써 수행되는데 본 연구에서는 

이를 해서 삼각형 요소와 사각형 요소  혼합요소와 

Quadratic 요소 등을 모두 고려하여 각각의 요소에 

한 보간함수를 도입하 고 지배방정식의 분과정에서 

필요한 Gaussian Quadrature 기법을 통해 2차 요소를 

용하 다. 

3 .1  보간함수  수치 분

3.1.1 2차 사각형 요소

3차 이상의 요소에서는 계산 시간상의 효율에 비해 

정확도의 향상이 거의 이루어지지 않음으로 인해 본 연

구에서는 고차 사각형 요소는 8  사각형 요소만을 

고려하 다. 8  사각형 요소에 한 보간함수는 Eq. 

(20)과 같다. 

   


 

 




 (20)

이 보간함수를 형상함수를 포함하는 형태로 다시 나

타내면 Eq. (21)과 같다.

    

   

 (21)

형상함수의 유도는 연립방정식을 계산함으로써 구할 

수 있으며, 한 요소의 경계선상을 따라 제거된 함수의 

조합을 이용함으로써 직  구할 수도 있다. 각 에 

한 형상함수를 구해보면 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

  

     


 

  

    


 

  

   


 

  

    


   (22) 

Fig. 1은 8  2차 사각형요소에 한 체 좌표계

에서 국지 좌표계로의 변환 시스템과 보간함수를 나타

내고 있다. 

Fig. 1. Local Coordinates System and  

Interpolation Function for Quadrilateral Element

3.1.2 2차 삼각형 요소

6  삼각형 요소에 한 보간 함수는 Eq. (23)과 같다.

   
 

  (23)

보간 함수를 형상함수를 포함한 형태로 다시 나타내

면 Eq. (24)와 같다.

   

  

 (24)

Eqs. (23) and (24)를 이용해 형상함수를 구하면 Eq. 

(25)와 같이 나타낼 수 있다.

  

     

                     

                  (25)

Fig. 2. Local Coordinates System and  

Interpolation Function for Triangular Element
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3.1.3 수치 분

유한요소에서의 수치 분법에는 다양한 기법이 있

으나 본 연구에서는 가장 리 사용되는 기법인 Gauss 

Quadrature 방법을 사용하 다. Gauss Quadrature 방

법은 분식을 각 요소의 수치 분 (Gauss Point)의 

함수 값과 그 수치 분 에 해당하는 가  값의 곱의 

합으로 근사화하는 방법이다. 수치 분 의 수는 각 요

소에 따라 다른데 3  삼각형 요소에 한 수치 분

의 수는 3개, 6  삼각형 요소에 한 수치 분

의 수는 7개 는 16개를 일반 으로 사용한다. 본 연

구에서는 2차 삼각형요소에는 7개 는 16개를, 2차 사

각형 요소에는 9개 는 16개를 사용하 다. 이때 모든 

수치 분은 국지 좌표상에서 이루어진다. 수치 분식

은 Eq. (26)과 같다.




 




   (26)

여기서, 는 요소의 면 이고 는 Gauss Point의 

수, 는 Gauss point에 한 가  값이다. 

4. 모형의 용

본 연구에서 개발한 상향가  2차원 유한요소모형의 

용성을 확인하기 해서 타원형의 하상융기가 있는 

하도에서의 흐름 해석과 U자형 수로에서의 흐름 해석의 

경우에 해서 모의하고 그 결과를 비교 분석하 다.

4 .1  하상융기가 있는 하도

정수 인 기조건에서 경계조건의 변화로 흐름 상

태는 변하게 된다. 그러나 경계조건이 일정하게 유지된

다면 흐름은 정상상태가 되며, 이러한 정상상태 수렴을 

모의하는 것은 수치모형의 정확도를 검증하는 일반 인 

방법이다. 이에 본 연구에서는 개발된 2차 요소  

SU/PG 기법의 확도를 검증하기 해 해석해가 존재

하는 타원형의 하상융기가 있는 하도에 용하 다.  

모의에 용된 지형의 형상은 Eq. (27)과 같으며, 하

도길이는 25이고, 마찰이 없는 0.5  폭의 직사각형 

단면이다. 

 








    ≦ 

       
    ≧ 

 (27)  

Goutal과 Maurel (1997)은 흐름이 상류상태, 천이류 

상태에 따른 실험조건을 제시하고, 모든 경우의 기조

건은 부여된 하류부 경계조건의 수 와 동일하게 지정

하 다.

요소의 차수에 따른 모의결과를 비교하기 해 Fig. 

3과 같이 계산 격자를 선형 삼각형 요소  사각형 요

소와 2차 삼각형  사각형 요소로 구성하 으며 삼각

형 요소와 사각형 요소의 경우 차수에 상 없이 요소의 

수를 동일하게 하 다. 선형 요소와 2차 요소의 검증과 

더불어 본 연구에 사용된 SU/PG 기법의 검증을 해 

BG 기법을 사용하는 상용 2차원 하천해석 모형인 

SMS의 RMA-2를 용하여 비교 검토하 다. RMA-2 

모의에는 2차 사각형 요소를 사용하 다. 

 4.1.1 상류 흐름해석

경계조건으로 2의 수 를 하류단에 지정하고, 상류

단에는 2.21의 일정 유량을 지정함으로서 흐름

(a) Linear Triangular Element (b) Linear Quadrilateral Element

(c) Quadratic Triangular Element (d) Quadratic Quadrilateral Element

Fig. 3. Computational Elements
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(a) Linear Triangular (b) Linear Quadrilateral

(c) Quadratic Triangular (d) Quadratic Quadrilateral

Fig. 4. Comparison of the Analytical and Numerical Solutions for Water Surface EL.

(a) Linear Triangular  (b) Linear Quadrilateral

(c) Quadratic Triangular (d) Quadratic Quadrilateral 

Fig. 5. Comparison of the Analytical and Numerical Solutions for Fr Number
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(a) Linear triangular (b) Linear quadrilateral

(c) Quadratic triangular (d) Quadratic quadrilateral 

Fig. 6. Comparison of the Analytical and Numerical Solutions for Fr Number

(a) Water surface EL. (b) Fr number

(c) Discharge

Fig. 7. Comparison of the Analytical and  

RMA-2 Solutions
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역은 상류로만 구성된다. Figs. 4∼6은 수 , Froude 수, 

유량에 한 본 연구 개발 모형의 모의 결과를 용된 

요소의 형태  차수에 따라 도시한 것으로 그림상으로

는 각 요소의 형태  차수에 따른 모의 결과의 정확성

을 단하기가 쉽지 않다. Fig. 7은 기존 상용 모형인 

SMS의 RMA-2를 모의한 결과로 그림에서 보는 바와 

같이 수 , Froude 수, 유량 모두 해석해와 상당한 차이

를 보이는 것으로 나타났다. 이를 통해 본 연구에서 개

발된 2차 요소를 용한 SU/PG 유한요소모형이 기존 

모형보다 정확함을 확인할 수 있었다.

앞서 요소의 차수에 따른 모의 결과를 Figs. 4∼6에 

도시하 으나 그림상으로는 모의 결과의 정확도를 단

하기 힘든 계로 모의 결과를 정량 으로 단하기 

해 다음과 같은 5가지의 오차를 사용하 다. 

오차( 값평균 오차) : 

  

 
 





  (28)

  (제곱평균제곱근 오차) : 

 




 

 








           (29)

 

∞ (최  오차) : 

∞ 


                            (30)

평균제곱근(RMS) 오차 : 

 




 









                       (31)

평균(Mean) 오차 :   
 





  (32)

여기서, 는 근사치 와 정확치 의 차이

( 
), 은 자료수, 는 의 최 값을 

나타낸다. 

Tables 1∼3은 요소의 형태  차수에 따른 수 , 

Froude 수 그리고 유량의 오차를 나타내고 있다. Table 

1은 해석해에 한 수  오차로 표에서 보는 바와 같이 

모든 오차에 해서 같은 차수의 경우 삼각형 요소에 

비해 사각형 요소의 경우가 오차가 작은 것을 알 수 있

었고, 2차 요소가 선형 요소에 비해 오차가 작은 것을 

확인할 수 있었다. 평균 오차의 경우 선형 삼각형 요소 

비 선형 사각형 요소의 오차가 약 4 % 정도 작게 나

타나는 것을 확인할 수 있었고, 2차 삼각형 요소에 비

해 2차 사각형 요소의 평균 오차가 57.3 % 정도 개선된 

것을 확인할 수 있었다. 한 각 요소의 차수에 따른 평

균 오차를 비교해 보면 삼각형 요소의 경우 선형 요소

에 비해 2차 요소의 평균 오차가 11.3 % 정도 작게 나

타났으며 사각형 요소의 경우 선형 요소에 비해 2차 요

소의 평균 오차가 59.8% 정도 작게 나타나고 있음을 확

인할 수 있었다. 한 오차가 가장 큰 선형 삼각형 요소

에 비해 2차 사각형 요소의 평균 오차가 약 96.2 % 정

도 개선된 것을 알 수 있었으며 기존의 상용 모형인 

RMA-2 모형과 비교해서 본 연구 개발 모형의 수 에 

한 오차가 요소의 형태  차수에 상 없이 상당히 

작게 나타나고 있음을 확인할 수 있었다. 

Table 2는 해석해에 한 Froude 수의 오차로 수  

오차의 결과와 동일하게 같은 차수의 경우 선형 요소에 

비해 사각형 요소의 오차가 작게 나타났으며, 선형 요

소에 비해 2차 요소의 오차가 작게 나타났다. 평균 오

차의 경우 오차가 가장 큰 선형 삼각형 요소의 비해 2

차 사각형 요소의 평균 오차가 약 48.96 % 개선된 것을 

확인할 수 있었다. 

Table 3은 유량에 한 오차로 앞선 모의 결과와 마

찬가지로 2차 사각형 요소의 오차가 가장 작게 나타나

고 있음을 확인할 수 있었다. 평균 오차의 경우 선형 삼

각형 요소 비 선형 사각형 요소의 오차가 약 3 % 정

도, 2차 삼각형 요소 비 2차 사각형 요소의 오차가 

85.8 % 정도 개선된 것을 확인할 수 있었다. 한 각 

요소의 차수에 따른 평균 오차를 비교해 보면 선형 삼

각형 요소 비 2차 삼각형 요소가  42.5 % 정도, 선형 

사각형 요소 비 2차 사각형 요소의 평균 오차가 91.7 

% 정도 작게 나타나고 있음을 확인할 수 있었다. 한 

평균 오차의 경우 오차가 가장 큰 선형 삼각형 요소에 

비해 2차 사각형 요소가 약 91.85 % 개선된 것을 알 수 

있다. 이를 통해 2차 요소가 선형 요소에 비해 모의 결

과가 정확함을 알 수 있었다. 한 2차 요소를 사용하

는 기존의 상용 모형인 RMA-2 모형에 비해서도 본 연

구 개발 모형이 우수함을 확인할 수 있었다. 

4.1.2 천이류 흐름해석

모의를 한 경계조건으로 0.406의 수 를 하류단

에 지정하고, 상류단에는 0.765  유량을 지정하 으

며, 이 경우 융기된 하상을 넘어서면서 사류가 발생한

다. 모의에 용된 요소의 형태  차수는 Fig. 3의 상

류 흐름해석과 같은 요소망을 용하 다. 

Figs. 8(a)∼8(c)는 수 , Froude 수 그리고 유량에

한 본 연구 개발 모형의 모의 결과를 용된 요소의
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Cases of Elements     ∞  RMS Error Mean Error

Linear Triangular 1.35×10-4 3.07×10-4 2.10×10-3 6.95×10-4 2.21×10-4

Linear Quadrilateral 1.04×10-4 3.00×10-4 2.02×10-3 6.00×10-4 2.08×10-4

Quadratic Triangular 9.81×10-5 1.84×10-4 4.00×10-4 3.67×10-4 1.96×10-4

Quadratic Quadrilateral 4.18×10-5 1.63×10-4 3.03×10-4 3.25×10-4 8.36×10-5

RMA-2 8.86×10-3 1.65×10-2 5.84×10-2 3.40×10-2 1.82×10-2

Table 1. Comparison of Stage Error Depending on Element Type  

Cases of Elements     ∞  RMS Error Mean Error

Linear Triangular 4.56×10
-4 4.71×10-4 1.17×10-3 2.98×10-4 2.88×10-4

Linear Quadrilateral 4.33×10-4 4.48×10-4 1.14×10-3 2.83×10-4 2.74×10-4

Quadratic Triangular 2.49×10-4 2.93×10-4 6.72×10-4 1.85×10-4 1.58×10-4

Quadratic Quadrilateral 2.32×10-4 2.34×10-4 2.82×10-4 1.48×10-4 1.47×10-4

RMA-2 1.41×10-2 2.77×10-2 1.01×10-1 1.62×10-2 8.23×10-3

Table 2. Comparison of Froude Number Error Depending on Element Type    

Cases of Elements     ∞  RMS Error Mean Error

Linear Triangular 5.48×10
-5 5.79×10-5 1.06×10-4 2.61×10-4 2.33×10-4

Linear Quadrilateral 5.15×10-5 5.78×10-5 9.50×10-5 2.56×10-4 2.28×10-4

Quadratic Triangular 3.02×10-5 3.32×10-5 7.69×10-5 1.47×10-4 1.34×10-4

Quadratic Quadrilateral 4.23×10-6 5.62×10-6 1.13×10-6 2.48×10-5 1.90×10-5

RMA-2 1.56×10-4 3.51×10-4 1.65×10-3 1.55×10-3 6.89×10-4

Table 3. Comparison of Discharge Error Depending on Element Type  

 (a) Water Surface EL.                           (b) Froude Number

 (c) Unit Discharge                                  (d) Zoom A 

Fig. 8. Comparison of the Analytical and Numerical Solutions
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형태  차수에 따라 도시한 것이고 Fig. 8(d)는 유량 

결과  일부분을 확 한 그림이다. 

Fig. 8(a)는 본 개발 모형의 수 에 한 계산 결과를 

나타낸 그림으로 요소의 차수에 따른 모의 결과의 정확

도를 명확하게 악하기는 어려웠으나 선형 요소에 비

해 2차 요소의 결과가 해석해와 더 잘 일치함을 확인할 

수 있었고 2차 요소를 사용한 기존의 상용 모형인 

RMA-2와 비교해서는 본 연구 개발 모형이 모든 차수

에 해서 RMA-2 모형에 비해 계산 결과가 정확함을 

확인할 수 있었다. Fig. 8(b)는 Froude 수에 한 계산 

결과로 수 에 한 계산 결과와 동일하게 선형 요소에 

비해 2차 요소 결과의 정확도가 향상되었음을 확인할 

수 있었고 RMA-2 모형과 비교해서 본 개발 모형이 정

확함을 확인할 수 있었다. Fig. 8(c)와 일부를 확 한 

그림인 Fig. (8d)에서는 유량에 한 모의 결과로 수

와 Froude 수에 비해 요소의 차수에 따른 모의 결과의 

정확도를 그림상으로도 명확하게 단할 수 있는데 앞

선 두 결과와 마찬가지로 선형 요소에 비해 2차 요소가 

해석해와 더 잘 일치하고 있음을 확인할 수 있었다.

요소의 차수에 따른 모의 결과를 정량 으로 단하

기 해 앞서 제시한 오차를 사용하여 Table 4에 나타

내었다. Table 4에서 보는 바와 같이 같은 차수의 요소

인 경우 삼각형 요소에 비해 사각형 요소의 계산 결과

가 더 정확하게 나타났고 차수에 따른 정확도 면에서는 

선형 요소에 비해 2차 요소의 계산 결과가 정확한 것으

로 나타났다. 평균 오차의 경우 선형 삼각형 요소 비 

선형 사각형 요소의 오차가 약 48.4 % 정도 작게 나타

나는 것을 확인할 수 있었고, 2차 삼각형 요소에 비해 2

차 사각형 요소의 평균 오차가 53.6 % 정도 개선된 것

을 확인할 수 있었다. 한 각 요소의 차수에 따른 평균 

오차를 비교해 보면 삼각형 요소의 경우 선형 요소에 

비해 2차 요소의 평균 오차가 92.2 % 정도 작게 나타났

으며 사각형 요소의 경우 선형 요소에 비해 2차 요소의 

평균 오차가 93.0 % 정도 작게 나타나고 있음을 확인할 

수 있었다. 한 평균 오차의 경우 오차가 가장 큰 선형 

삼각형 요소에 비해 2차 사각형 요소의 평균 오차가 약 

96.4 % 개선된 것을 알 수 있었으며 이를 통해 2차 요

소가 선형 요소에 비해 모의 결과가 정확함을 알 수 있

었다. 한 2차 요소를 사용하는 기존의 상용 모형인 

RMA-2 모형에 비해서도 본 연구 개발 모형이 우수함

을 확인할 수 있었다. 

4 .2  U 자형 수로에서의 흐름

본 연구에서 개발된 모형의 요소의 차수에 따른 결

과를 검토하기 해 Bell et al.(1992)에 의해 개발된 U

자형 수로에서의  붕괴 실험모형을 모의에 이용하

으며 모의 결과를 비교 검토하기 해 Fig. 9(b)과 같은 

요소망을 사용하 다. 선형 삼각형 요소와 선형 사각형 

요소의 혼합망, 2차 삼각형 요소와 2차 사각형 요소의 

혼합망으로 구성하여 모의를 실시하 다. 이때 모의에 

용된 요소의 개수는 모두 같게 하 다. Stockstill and 

Berger (1994)에 의해 수행된 실험 결과와의 비교를 통

해 본 연구에서 개발된 모형의 결과를 검토하 다. 실

험에 사용된 모형의 제원  규격은 Fig. 9(a)와 같으며 

Cases of Elements    ∞  RMS Error Mean Error

Linear Triangular 2.08×10
-3 3.31×10-3 8.09×10-3 5.13×10-2 3.22×10-3

Linear Quadrilateral 1.08×10-3 1.30×10-3 3.74×10-3 2.00×10-2 1.66×10-3

Quadratic Triangular 1.63×10-4 2.49×10-4 8.65×10-4 3.83×10-3 2.50×10-4

Quadratic Quadrilateral 7.61×10-5 8.03×10-5 1.49×10-4 1.23×10-3 1.16×10-4

RMA-2 2.27×10-2 6.58×10-2 2.60×10-1 1.02×100 3.51×10-2

Table 4. Comparison of Discharge Error Depending on Element Type    

(a) Details of Dam Break Test                     (b) Computational Mesh

Fig. 9. Details of Test Flume and Numerical Model Computational Mesh for Dam Break
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수지와 U자형 수로가 연결된 형상을 하고 있으며 

실험장치는 Plexi Glass로 만들어졌다. Fig. 9(b)에서와 

같이 이 치한 단면 축소부에 해서는 요소망의 해

상도를 높여 해의 정확도를 높 다. 

수지의 기 수 는 0.1898 m 이고 U자형 수로의 

기 수 는 0.0762 m로 모의하 다. 기에 유속이 0

인 상태에서 의 붕괴가 시작되었고 계산 시간간격은 

0.05 로 모의를 수행하 다. 실험 결과와의 비교를 

해 측치가 있는 3개의 단면을 선택하 다. Station 4

는 곡선부의 앙으로 수로의 심선을 따라 으로부

터의 거리는 6.0 m이고, Station 6은 곡선부의 끝 지

으로 으로부터의 거리는 7.62 m이다. Station 8은 직

선부 구간으로 으로부터의 거리는 9.97 m이다. 

각 단면에서 요소의 차수에 따른 모의 결과를 수로

의 내․외측 지 의 실험결과와 비교 검토하 다.

Figs. 10～12는 각 단면의 내․외측 지 에 한 실

험결과와 요소의 차수에 따른 모의 결과를 비교한 그림

이다. Fig. 10은 Station 4의 내․외측 수심에 한 실

험결과와 요소의 차수에 따른 모의 결과를 나타낸 것으

로 그림으로부터  붕괴 의 선단부의 도달 시간을 알 

수 있는데 내측 지 에 해서 실험결과에 한 도달 

시간은 3.45 이고 선형 요소의 모의 결과에 한 도달

시간은 3.30 , 2차 요소의 모의 결과에 한 도달시간

은 3.40 로 선형 요소의 모의 결과에 비해 2차 요소의 

모의 결과가 실측치와 더 잘 일치하는 것으로 나타났

다. 외측 지 의 경우 실험결과에 한 도달 시간은 

3.45 이고 선형 요소의 모의 결과에 한 도달 시간은 

3.3 , 2차 요소의 모의 결과에 한 도달시간은 3.40

로 내측 지 에 한 결과와 마찬가지로 선형 요소에 

비해 2차 요소의 모의 결과가 더 잘 일치하고 있는 것

으로 나타났다. 

Fig. 11은 Station 6의 내․외측에 한 실험결과와 

요소의 차수에 따른 모의 결과를 나타낸 것으로 내측 

지 에 한 실험결과의 도달 시간은 4.35 이고 선형 

요소의 모의 결과에 한 도달시간은 4.15 , 2차 요소

의 모의 결과에 한 도달시간은 4.30 로 선형 요소의 

모의 결과에 비해 2차 요소의 모의 결과가 실험결과와 

더 잘 일치하는 것을 알 수 있다. 한 외측 지 에 

한 실험결과의 도달 시간은 4.25 이고 선형 요소의 모

의 결과의 도달 시간은 4.15 , 2차 요소의 모의 결과의 

도달 시간은 4.30 로 내․외측 지  모두 선형 요소의 

모의 결과에 비해 2차 요소의 모의 결과가 실험결과와 

더 잘 일치하고 있는 것으로 나타났다. Fig. 12는 

Station 8의 내․외측에 한 실험결과와 요소의 차수

에 따른 계산결과를 나타낸 것으로 내측 지 에 한 

실험결과의 도달 시간은 5.85 이고 선형 요소의 모의 

결과의 도달 시간은 5.70 , 2차 요소의 계산결과의 도

달 시간은 5.80 로 나타났다. 한 외측 지 에 한 

실험결과의 도달 시간은 5.68 이고 선형 요소의 모의 

결과의 도달 시간은 5.70 , 2차 요소의 계산결과의 도

달 시간은 5.80 로 내측 지 에서는 선형 요소에 비해 

2차 요소의 모의 결과가 실험 결과와 잘 일치한 반면 

외측 지 에서는 선형 요소의 모의 결과가 2차 요소의 

모의 결과에 비해 좀 더 잘 일치한 것으로 나타났다. 그

러나 Station 8의 외측 지 을 제외한 나머지 지 에서

는 2차 요소의 결과가 선형 요소의 결과보다 실험 결과

와 잘 일치함을 확인할 수 있었다.

Figs. 11～12에서 알 수 있듯이 Station 6과 Station 

8에서 실험결과에 한  붕괴 의 도달 시간이 내측 

지 에 비해서 외측 지 이 짧은 것으로 나타나고 있는

데 이는 일반 인 만곡부의 최  유속선은 만곡부의 유

입부에서 유속이 만곡부를 따라 하류로 내려갈수록 외

측으로 편의하는 상에 기인한 것으로 단된다. 본 

연구의 모의 결과에 한  붕괴 의 도달 시간은 내·

외측 모두 같은 것으로 나타나고 있는데 이는 본 개발 

모형의 지배 방정식에서 만곡부의 향을 고려하지 않

은 것으로 단되며 향후 만곡부의 향을 고려한 항을 

추가하고자 한다.

Fig. 10. Change of Flow Depth at Station 4  
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Fig. 11. Change of Flow Depth at Station 6

Fig. 12. Change of Flow Depth at Station 8

Stations

Element

Type

Station 4 Station 6 Station 8

Inner Outer Inner Outer Inner Outer

Linear Elements 0.961 0.952 0.942 0.957 0.871 0.815

Quadratic Elements 0.980 0.986 0.948 0.994 0.932 0.824

Table 5. Correlation Coefficients at Station

요소의 차수에 따른 모의 결과를 좀 더 정량 으로 

평가하기 해 각 Station의 내·외측 지 의 실험 결과

와 모의 결과에 해 Eq. (33)과 같은 상 계수를 이용

하 다. 상 계수는 두 값 간의 계의 정도와 방향을 

하나의 수치로 요약해 주는 지수로 상 계수의 값

이 높을수록 두 값 간의 계가 높다고 할 수 있다. 

 



 




    

 (33)

여기서 은 변량의 개수,  는 변량,  는 각 변

량의 평균,  는 각 변량의 표  편차이다. Table 5

는 각 Station의 내·외측 지 의 실험 결과와 요소의 차

수에 따른 모의 결과의 상 계수를 나타낸 것으로 표에

서 보는 바와 같이  Station 4의 내·외측 지 에서 실험 

결과와 선형 요소의 모의 결과와의 상 계수는 각각 

0.961, 0.952이고 2차 요소의 모의 결과와의 상 계수는 

0.980, 0.986으로 선형 요소의 모의 결과에 비해 2차 요

소의 모의 결과의 상 계수가 높게 나타나고 있음을 확

인할 수 있었다. Station 6과 Station 8의 내·외측 지

에서도 표에서 보는 바와 같이 실험 결과와 2차 요소의 

모의 결과의 상 계수가 선형 요소와의 상 계수에 비

해 크게 나타나고 있음을 확인할 수 있었다. 이를 통해 

2차 요소의 모의 결과가 선형 요소의 모의 결과에 비해 

실측치와 잘 일치하고 있음을 확인할 수 있었다. 이로

써 기존 모형으로는 요소망의 생성의 어려움으로 인해 

자연하도에 용이 제한 이었으나 본 연구에서 개발된 

혼합망 요소로 인해 자연하도에서의 SU/PG 기법의 

용이 효과 으로 수행될 수 있을 것으로 단된다.
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5. 결  론 

본 연구에서는 자연하천 지형을 효과 으로 반 하

기 해 2차 요소를 이용한 SU/PG (Streamline- 

Upwind/Petrov-Galerkin) 유한요소모형을 개발하고 하

상 융기가 있는 하도  U자형 수로에 모의를 실시하

여 요소의 차수에 따른 모의 결과를 검토하 다. 주요 

연구 결과를 요약하면 다음과 같다. 

(1) 본 연구에서는 2차원 천수방정식의 수치해를 구

하기 해서 불규칙한 하도 양상의 효율 인 처

리, 상류-사류의 천이류 계산 등을 고려하여 

SU/PG를 용한 유한요소해석에 의한 수치모형

을 개발하 다. 한 복잡한 지형 조건과 불규칙

한 경계조건을 가진 자연하천에서의 지형  이산

화와 계산의 정확도를 높이기 해서 2차 요소 

 2차 보간 함수를 도입하여 모형을 개발하고 

요소의 차수에 따른 모의 결과를 검토하 다.

(2) 개발된 모형을 하상 융기가 있는 하도에 해 

용하고 그 결과를 용된 요소의 차수에 따라 비

교·검토한 결과 같은 차수의 요소의 경우 사각형 

요소가 삼각형 요소에 비해 모의 결과가 우수한 

것을 확인할 수 있었고, 2차 요소가 선형 요소에 

비해 정확도가 향상된 것을 확인할 수 있었다. 

한 같은 차수를 이용했음에도 SU/PG를 용한 

본 연구개발 모형이 BG 기법을 이용한 기존의 

상용 모형인 RMA-2에 비해 모의 결과가 우수한 

것을 확인할 수 있었다. 

(3) U자형 수로에 해 선형 혼합요소망과 2차 혼합

요소망에 해 모의를 수행하여 실험치와 비교 

분석한 결과, 2차 혼합망 요소가 선형 혼합망 요

소에 비해 실측치와 더 잘 일치함을 확인할 수 

있었고 이를 통해 선형 요소에 비해 2차 요소의 

모의 결과가 정확함을 확인할 수 있었다. 향후 본 

연구에서 개발된 SU/PG 기법을 용한 유한요

소모형을 이용하면 효율 인 요소망의 구성과 함

께  붕괴류  자연하도에서의 천이류 해석이 

가능할 것으로 단된다.
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