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Abstract 

RBDO approach based on a sampling method with the Kriging metamodel and Constraint Boundary 
Sampling (CBS), which is sequential sampling method to generate metamodels is proposed. The major 
advantage of the proposed RBDO approach is that it does not require Most Probable failure Point (MPP) 
which is essential for First-Order Reliability Method (FORM)-based RBDO approach. The Monte Carlo 
Sampling (MCS), most well-known method of the sampling methods for the reliability analysis is used to 
assess the reliability of constraints. In addition, a Cumulative Distribution Function (CDF) of the constraints 
is approximated using Moving Least Square (MLS) method from empirical distribution function. It is possible 
to acquire a probability of failure and its analytic sensitivities by using an approximate function of the CDF 
for the constraints. Moreover, a concept of inactive design is adapted to improve a numerical efficiency of the 
proposed approach. Computational accuracy and efficiency of the proposed RBDO approach are 
demonstrated by numerical and engineering problems. 

1. 서 론 

신뢰도 기반 최적설계(Reliability-Based Design 

Optimization; RBDO) 기법은 모델링 및 가공, 운전 

과정에서 발생하는 불확정성의 영향을 고려하는 

최적설계 기법이다. RBDO 는 알고리즘의 진행에 

따라 입력변수 및 파라미터의 불확정성에 의한 

시스템의 불확정성을 정량적으로 평가하는 신뢰도 

해석(Reliability Anlaysis; RA) 과정을 포함한다. 

최근 제품의 품질 성능이 주목 받기 시작하면서 

다양한 RA 기법과 이를 기반으로 한 다양한 

RBDO 기법이 제안되어 왔다.  

RA 는 기본적으로 다음과 같은 다중적분 형태의 

식을 계산하는 문제로 생각해 볼 수 있다. 

 

( )
f

fP f d
Ω

= ∫ ∫ X
X XL   (1) 

 

이때, 제한조건이 위배될 확률, 즉 파괴확률 Pf 는 

파괴영역에서 시스템의 결합 확률밀도함수를 

적분함으로써 계산할 수 있다. fX(X)와 Ωf 는 각각 

시스템의 결합 확률밀도함수와 파괴영역을 의미한다. 

1 차 신뢰도 방법(First Order Reliability Method; 

FORM)은 가장 대표적인 RA 기법으로 알려져 있다. 
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FORM 은 최대 가능 손상점(Most Probable failure 

Point; MPP)에서 한계상태식(Limit state function)을 

1 차로 근사화하여 파괴확률을 계산하는 방법이다. 

하지만 FORM 은 MPP 근처에서 한계상태식의 

비선형성이 강하거나, 여러 개의 MPP 가 존재하는 

경우에는 사용이 어려우며, 또한 MPP 를 찾기 위한 

별도의 최적화 과정을 필요로 하므로 수치적인 

비용이 크다.(1) 

RA 를 위한 다른 방법으로 몬테카를로 추출법 

(Monte Carlo Sampling; MCS)이나 라틴방격 추출법 

(Latin Hypercube Sampling; LHS) 등의 추출법이 있다. 

이러한 추출법은 정식화가 간단하고 복잡한 

한계상태식을 다루기가 용이하며, 특히 여러 개의 

파괴영역이 존재하는 문제를 다루는데 별도의 

변환과정이 필요하지 않기 때문에 유용하게 사용될 

수 있다. 하지만 추출법은 수치적 부담이 매우 

크므로 해석에 적지 않은 시간이 소요되는 실제 

문제의 경우 적용이 불가능하다.(2) 

본 연구에서는 추출법의 장점을 살리고 단점을 

극복한 새로운 RBDO 방법론을 제안하고자 한다. 

제안된 방법은 크게 [1] 제한조건 경계 샘플링 

(Constraint Boundary Sampling; CBS)(3)을 이용한 

한계상태식의 크리깅 메타모델(Kriging metamodel) 

생성, [2] 생성된 메타모델을 이용한 MCS수행, [3] 

MCS 결과를 이용한 신뢰도 해석 및 파괴확률의 

민감도 계산 등으로 이루어진다. 먼저 초기점을 

기준으로 메타모델을 생성할 영역을 설정한 뒤 

CBS 를 이용하여 크리깅 메타모델을 생성한다. 

다음으로 생성된 크리깅 메타모델을 이용하여 

MCS 를 수행한다. 메타모델을 이용하여 MCS 를 

수행하므로 추가적인 해석은 필요하지 않고 

수치적 비용 역시 무시할 수 있다. MCS를 수행한 

후 그 결과를 바탕으로 누적분포함수와 

확률밀도함수를 이동최소자승법(Moving Least 

Square; MLS)(4)을 이용하여 생성하고 파괴확률의 

민감도를 계산한다.  

본 연구에서는 수학 예제와 공학 예제를 통해 

제안된 RBDO 방법의 정확성과 효율성을 

확인하였다. 

2. 한계상태식의 근사화 

메타모델을 기반으로 하는 RBDO 방법론의 경우 

메타모델의 정확성이 반드시 확보되어야 하며, 특

히 RA 기법으로 추출법을 사용하는 경우에는 무

엇보다도 한계상태식에 대한 정확한 근사화가 필

수적이다. 따라서 본 연구에서는 비선형성이 큰 

함수도 잘 근사화할 수 있는 기법으로 알려진 크

리깅 메타모델링과 구속조건 식의 경계를 따라서 

추가 실험점을 추출하는 CBS를 사용하였다. 

2.1 크리깅 메타모델 

본 연구에서 사용된 크리깅 메타모델은 다음과 

같은 식으로 정의된다. 
 

( ) ( ) ( )T
G Z= +x f x β x   (2) 

 
식 (2)에서 f(x)Tβ 는 전역(Global) 모델이라 하고 

전체 설계영역에서의 전반적인 경향을 나타내며, 

Z(x)는 지역(local) 모델이라 하고 각 영역에서 전

역 모델을 보정하는 역할을 한다. 전역모델과 지

역모델의 적절한 조합을 통해 크리깅 메타모델은 

비선형성을 잘 표현할 수 있다. f(x)는 전역보간모

델의 차원에 따라 p 개의 다항식 요소로 이루어진 

벡터이며, β는 보간계수의 벡터이다. Z(x)는 평균이 

0 이고 공분산이 σZ
2
R 인 Gaussian process 로 가정

하며, 이때 상관함수 R 은 실험점들 중 임의의 두 

점간의 관계를 나타낸다. 

평균제곱오차(Mean Square Error; MSE)를 최소화

하는 조건으로부터 G(x)에 대한 근사식 Ĝ(x)는 식

(3)과 같이 구할 수 있다. 
 

( ) ( ) ( ) ( )1ˆ ˆ ˆT T
G −= + −x f x β r x R G Fβ    (3) 

 
식 (3)에서 G 는 함수 응답 값으로 이루어진 벡

터, F 는 각각의 실험점에서 계산된 f(x)로 이루어

진 행렬이며, β에 대한 근사치는 식 (4)를 통해 구

할 수 있다. 상관벡터 r(x)는 실험점들과 예측점의 

상관계수들로 이루어진다. 
 

( ) 11 1ˆ T T−− −=β F R F F R G   (4) 

 

2.2 제한조건 경계 샘플링 

CBS에서는 추가 실험점의 선정에 대한 판단 기

준으로 정규확률밀도 함수를 포함하는 다음의 식

을 이용한다. 
 

( )
( )

1

ˆ
ˆif 0

0 otherwise

NCON
j

j
j j

G
G j

CBS MSE
φ

=

  
   ≥ ∀  =   


∑
x

x
 (5) 
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식 (5)에서 NCON은 제한조건 식의 개수, Ĝ(x)와 

MSEj 는 각각 j 번째 제한조건식에 대한 크리깅 

메타모델의 예측값과 MSE 값이다. 따라서 식 (5)

의 정규확률밀도 함수의 인자가 0 에 가까울수록, 

즉 제한조건의 경계 근처에 샘플점이 위치하는 경

우에는 CBS 값이 커진다. 하지만 식 (5)만을 사용

할 경우에는 실험점이 연속적으로 경계 근처에 위

치하지 못하므로 [0, 1]로 정규화된 공간으로 실험

점들을 변환시킨 뒤, 추가 실험점과 기존 실험점

들 간에 가장 가까운 거리를 D 로 정의하고 이를 

판단조건식에 추가하면 새로운 실험점은 순차적으

로 제한조건 경계에 위치하게 된다. 이를 반영한 

새로운 판단조건식은 식 (6)과 같다. 
 

( )
( )

1

ˆ
ˆif 0

0 otherwise

NCON
j

j
j j

G
D G j

CBS MSE
φ

=

  
   ⋅ ≥ ∀′  =   


∑
x

x
(6) 

 
추가 실험점은 CBS 값을 최대로 하는 점이고, 

이를 만족하는 추가 실험점을 찾기 위해서 전역 

최적화 알고리즘을 사용한다. 

3. 파괴확률 및 민감도 계산 

3.1 파괴확률의 계산 
CBS 를 이용하여 제한조건식에 대한 크리깅 메

타모델을 완성한 후 파괴확률을 계산하기 위해 

MCS를 수행한다. 앞서 언급한 바와 같이 MCS와 

같은 추출법은 1 회 해석에 소요되는 수치적 비용

이 큰 실제 문제에 대해서는 적용이 어려우나, 수

치적 비용을 무시할 만한 메타모델을 이용하는 경

우에는 이에 구애받지 않고 사용이 가능하다. 통

상적인 추출법의 경우 식 (7)과 같이 파괴확률을 

계산한다. 식 (7)에서 Nfail 과 Ntotal 은 각각 파괴가 

일어난 추출법 수행 시 파괴가 일어난 횟수와 전

체 추출 횟수를 의미한다. 
 

( )100 %fail

f

total

N
P

N
= ×       (7) 

 
식 (7)의 방법은 직관적이나, 추출법의 특성상 

데이터의 불연속성으로 인한 파괴확률의 왜곡이 

일어날 수 있고, 또한 RBDO 에 필요한 파괴확률

의 민감도를 해석적으로 구하기 힘든 단점이 있다.  

 
 

Fig. 1 Procedure for calculating probability of failure 

 따라서 이와 같은 문제를 해결하기 위해 CDF

에 대한 근사모델을 구성하고, 이를 이용하여 파

괴확률과 그의 민감도를 계산하였다. CDF 의 근사

화를 위해서는 민감도 해석의 적용을 위해 도함수

의 사용이 용이한 MLS 를 사용하였다. CDF 를 근

사하기 위해서 먼저 MCS 의 결과를 응답함수의 

값에 대해 오름차순으로 정렬한 후, 경험적

(Empirical) CDF 를 구성한다. 경험적 CDF 의 양쪽 

꼬리 부분과 응답 값이 0 근처인 실험 점들을 뽑

아서, 이를 이용하여 MLS 근사식을 생성한다. 

CDF 에 대한 근사식을 ĤG(g)라 하면 이를 이용하

여 다음과 같이 파괴확률을 계산할 수 있다. 
 

( )ˆ 0f GP H g= =      (8) 

 
이상의 과정은 Fig. 1에서 정리하여 나타내었다. 
 

3.2 파괴확률의 민감도 해석 
설계변수에 대한 파괴확률의 민감도는 응답 함

수의 CDF 에 대한 MLS 근사식 ĤG(g)와 연쇄법칙

(Chain rule)을 이용하여 얻을 수 있다.  

먼저 응답함수 G 의 평균(µG)과 표준편차(σG)를 

이용하여 식 (9)과 같이 정규화 변수 w 를 정의한

다.  
 

G

G

G
w

µ
σ
−

=      (9) 

 
앞서 구한 CDF 의 근사식 ĤG(g)은 식 (10)와 같



순차적 샘플링과 크리깅 메타모델을 이용한 신뢰도 기반 최적설계 

   
 

1467 

이 정규화 변수 w 에 대한 함수로 정의할 수 있다. 
 

( ) ( )ˆ
GH g wΨ≡     (10) 

 
또한, 식 (10)를 정규화 변수 w 에 대해 미분하

여 식 (11)을 얻을 수 있다. 
 

( )w
w

Ψ
ψ

∂
=

∂
  (11) 

 
파괴확률 Pf 는 ĤG(g)에서 얻을 수 있으므로 식 

(10)의 관계를 이용하여 설계변수 x 에 대한 ĤG(g)

의 민감도를 다음과 같이 연쇄법칙으로 나타낼 수 

있다. 
 

( ) ( )ˆ
G G

G

H g w w

x w x

Ψ µ
µ

∂ ∂ ∂∂
= ⋅ ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
 (12) 

 
식 (12)의 마지막 항에서, 응답 함수 G 의 평균

은 테일러(Taylor) 급수 전개 한 후 선형 항 만을 

고려하여 식 (13)와 같이 근사할 수 있다. 
 

( ) ( ) ( )G E G E G Gµ µ µ = = =    x x
x  (13) 

 
식 (12)의 좌변의 세 항을 각각 식 (11), 식 (9),

식 (13)을 이용하여 정리하면 다음과 같다. 
 

( ) ( ) ( )ˆ 1G

G

GH g
w

x x

µ
ψ

σ

∂∂ −
= ⋅ ⋅

∂ ∂
x  (14) 

 

식 (14)에서 ĤG(g)는 CDF 의 근사식이므로 좌변

은 설계변수 x 에 대한 파괴확률의 민감도로 볼 

수 있다. 식 (15)의 우변에서 정규화 변수 w 에 

MCS 를 통해 얻은 응답함수의 평균과 표준편차를 

대입하고, G(µx) 대신 크리깅 메타모델 Ĝ(µx)을 이

용하면 파괴확률의 민감도는 식 (15)와 같이 구할 

수 있다. 
 

( )ˆˆ 1
ˆ ˆ

f G

G G

P G

x x

µµ
ψ

σ σ

∂ ∂ −
= − ⋅ ⋅ 

∂ ∂ 

x  (15) 

 

4. 제안된 신뢰성 기반 최적설계 기법 

4.1 비 활성화 설계 
일반적으로 RBDO의 초기점은 수치적 비용을 
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Fig. 2 Geometrical interpretation of inactive 
 design 

 
줄이기 위해 확정적 최적설계(Deterministic optimization) 

의 최적점으로 설정한다. 확정적 최적설계의 해는 

대체로 활성화(Active)된 제한조건 상에 위치하며, 

제한조건의 불확정성으로 인해 RBDO의 최적해는 

각 제한조건의 불확정성 정도에 따라 안정영역

(Feasible region) 안에 위치하게 된다. 최적화 수행

시 초기점을 최적해 근처에 위치시키면 빠른 수렴

을 기대할 수 있으며, 따라서 만약 확정적 최적설

계의 해를 목표 신뢰도만큼 안정영역 안쪽으로 옮

겨 RBDO 의 해에 가까운 곳에 위치시킬 수 있다

면, RBDO 를 더욱 효율적으로 실행 할 수 있다. 

이와 같은 방법으로 RBDO 의 초기점을 예측하는 

기법을 비 활성화 설계 기법(5)이라 하며, Fig. 2 에

서 도식적으로 설명하였다. 

비 활성화 설계는 표준정규분포 공간의 원점과 

MPP 까지의 거리를 나타내는 신뢰도 지수

(Reliability index)를 구하는 최적화 문제로부터 얻

을 수 있다. 
 

( )minimize

subject to t

G

β=

u

u
     (16) 

 
식 (16)에서 βt 는 목표 신뢰도 지수를 의미하고, 

식 (16)의 최적점이 MPP 가 된다. 등호제한조건

(Equality constraint)이 있는 최적화 문제에 대해 라

그랑지 승수 법칙(Lagrange multiplier rule)을 적용하

면 식 (17)을 얻을 수 있다. 
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( ) ( ) { }2, T
tL Gλ λ β= + −u u u u    (17) 

 
식 (17)에 Karush-Kuhn-Tucker 필요조건(6,7)을 적

용하면 MPP를 구할 수 있고, 이를 다시 정규공간

으로 재변환하면, 식 (18)과 같이 비 활성화 설계

의 초기점을 얻을 수 있다. 
 

( )

( )
0

*

*
*

T

T
t

T

G

G

σ
β σ

σ

∂

∂= +
∂

∂

x

x

x

x

xx x
x

x

  (18) 

 

4.2 제안된 신뢰성기반최적설계 기법의 절차 

제안된 RBDO 알고리즘의 전체 절차는 Fig. 3과 

같다. 먼저 확정적 최적설계를 수행하여 최적해를 

구한 후, 비 활성화 설계를 적용하여 RBDO 의 초

기 설계점을 얻는다. 그리고 얻어진 초기점을 기

준으로 ±6σ 영역을 설계 영역으로 설정한다. 다음

으로 설계 영역 내에서 초기 실험계획법을 실시하

여 크리깅 메타모델을 생성하고, CBS 를 이용하여 

생성된 크리깅 메타모델의 정확성을 향상시킨다. 

CBS 를 통한 크리깅 메타모델의 갱신이 종료되고 

나면 이를 이용하여 MCS를 수행한 후, MCS 결과

로부터 CDF 에 대한 MLS 근사식을 얻는다. CDF

에 대한 MLS 근사식을 얻은 후 이를 이용하여 

파괴확률과 파괴확률의 민감도를 계산하고, 최적

화를 통해 새로운 설계점을 구한 뒤 새로운 설계 

영역을 설정하여 위의 과정을 반복한다.  

제안된 신뢰성기반최적설계 기법의 수렴 여부는 

설계영역 내에서 해가 어느 지점에 위치하는지를 

통해 판단한다. Fig. 4-(a)와 같이 해의 위치가 설계

영역의 내부에 있는 경우에는 RBDO 해가 수렴했

다고 판단한다. 반면 Fig. 4-(b)와 같이 해가 설계

영역의 경계에 있는 경우에는 개선의 여지가 있으

므로 이를 기준으로 다시 설계영역을 설정한다. 
 

5. 적용 예제 

5.1 수학적 예제 
제안된 RBDO 알고리즘을 검증하기 위해 2개의 

설계변수와 3 개의 제한조건을 갖는 K. K. Choi 의 

수학적 예제(8)를 사용하였다. 예제는 식 (19)과 같다. 

 

Fig. 3 Overall procedure of the proposed RBDO 
approach 

 
Fig. 4 Convergence criterion 
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G X X

Φ β
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X

X

X

X

(19) 

 
초기 설계점은 [5.0, 5.0]T이고, X1과 X2의 표준편

차는 모두 0.6 으로 설정하였다. 또한 모든 제한조

건에 대한 목표 신뢰도 지수를 2.0 으로, 즉 모든 

제한조건에 대한 파괴확률이 0.0228 을 초과하지 

않도록 설정하였다.  
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Table 1 Results of RBDO (Normal) 

 Cost X1 X2 Max. Pf 
No. of 

Analysis 

PMA 7.269 3.609 3.660 2.560e-2 48 

Proposed 
Method 

7.285 3.656 3.629 2.265e-2 41 

Table 2 Results of RBDO (Lognormal) 

 Cost X1 X2 Max. Pf 
No. of 

Analysis 

PMA 7.058 3.555 3.503 2.271e-2 46 

Proposed 
Method 

7.036 3.576 3.460 2.259e-2 41 

Table 3 Results of RBDO (Weibull) 

 Cost X1 X2 Max. Pf 
No. of 

Analysis 

PMA 7.501 3.665 3.835 2.532e-2 46 

Proposed 
Method 

7.571 3.751 3.820 2.362e-2 43 

Table 4 Results of RBDO (Uniform) 

 Cost X1 X2 Max. Pf 
No. of 

Analysis 

PMA 7.171 3.627 3.544 1.236e-2 69 

Proposed 
Method 

7.074 3.587 3.487 2.165e-2 41 

 
본 연구에서는 설계변수의 분포 형태를 Normal, 

Lognormal, Weibull, Uniform 으로 설정하여 각각의 결

과를 목표성능치기법(Performance Measure Approach; 

PMA)를 기반으로 한 RBDO 기법의 결과와 비교

하였다. 최적화 알고리즘으로는 순차적이차계획법

(Sequential Quadratic Programming; SQP)를 사용하였

고, 각 방법으로 구한 최적점에서 MCS 를 실시하

여 실제 파괴확률을 검증하였다. 각 경우에 대한 

RBDO 결과는 Table 1~4에서 나타내었다. 

 PMA 를 기반으로 하는 RBDO 기법은 모두 최

적해에 수렴하였으나, MCS 로 검증해 본 결과 설

계변수가 정규분포와 Weibull 분포를 따르는 경우

에는 목표 파괴확률을 만족하지 못하였다. 이는 

FORM 에 기반한 PMA 방법이 표준정규공간에서 

한계상태식을 선형으로 가정하기 때문이다.  

Table 5 Statistical properties of input variables 

 Lower Mean Upper Std. dev. Dist. type 

d 1.0 10.0 20.0 0.1 Lognormal 

h 1.0 10.0 20.0 0.1 Lognormal 

t 0.1 0.5 2.0 0.01 Lognormal 

 

 

Fig. 3 Two-member frame 

이에 반해 제안된 RBDO 알고리즘은 Weibull 분

포를 제외한 다른 분포의 경우에 대해 모두 목표 

파괴확률 값을 만족하는 결과를 제공하였고, 특히 

Lognormal 분포와 균등분포의 경우에는 PMA 기

반 방법에 비해 더 나은 목적함수를 갖는 최적해

를 제공하였다. 또한 제안된 RBDO 알고리즘은 모

든 경우에 대해 PMA 기반 RBDO 방법에 비해 

6.5% (Weibull 분포의 경우) ~ 40.6% (Uniform 분포

의 경우) 효율적이었다.  
 

5.2 공학적 예제 
제안된 RBDO 알고리즘을 검증하기 위한 공학

적 예제로 부재 단면의 너비(d), 높이(h), 두께(t) 

등의 치수를 결정하는 2-부재 프레임 문제(9)를 사

용하였다. 프레임과 부재의 형상은 Fig. 5 와 같고, 

식 (20)에서 2-부재 프레임 문제의 정식화 하였다. 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
2

2 2 2 4

0 , 1,2

1
1.0 3 , 1,2

ii t

i i

a

Minimize Cost L dt ht t

subject to P G i

where G i

Φ β

σ τ
σ

= + −

≤ ≤ − =

= − + =

X

X

  (20) 

식 (20)에서 σa, σi, τ 는 각각 허용 응력과 굽힘 

응력, 인장 응력을 나타낸다. 초기 설계점을 [10.0, 

10.0, 0.5]T 으로 설정하고 목표 신뢰도 지수는 3.0

으로 설정하였다. 설계변수의 통계적 특성치는 

Table 5와 같다.  
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Table 6 Results of RBDO (Engineering problem) 

 Cost d h t Max. Pf 
No. of 

Analysis 

PMA 812.0 7.177 13.322 0.1 1.343e-3 120 

Proposed 
Method 

811.9 7.372 13.125 0.1 1.352e-3 113 

 
공학적 문제에 대한 RBDO 결과를 Table 6 에서 

PMA 를 기반으로 한 방법의 결과와 비교하여 나

타내었다. 두 방법 모두 확률 제한조건을 만족하

는 RBDO 해를 찾았으며, 목적함수의 값 또한 거

의 유사하다. 하지만 PMA 기반 방법이 해를 얻는

데 총 120회의 해석을 필요로 한 반면, 제안된 기

법은 113 회 만에 해를 찾아, 5.8% 더 효율적이었

다.  

6. 결 론 

본 연구에서는 크리깅 메타모델을 이용한 MCS 

기반 RBDO 알고리즘을 제안하였다. 추출법을 적

용하여 RA 를 수행하기 위해서는 메타모델의 정

확성이 매우 중요하기 때문에 본 연구에서는 정확

한 크리깅 메타모델을 생성하기 위해서 제한조건

의 경계를 따라 추가 실험점을 뽑는 CBS 를 이용

하였다. 또한 파괴확률을 계산하기 위해 MCS 의 

결과를 바탕으로 CDF 를 근사화 하였으며, RBDO

에 필요한 파괴확률의 민감도를 해석적으로 유도하

는 알고리즘을 정리하였다. 본 연구에서는 수치적 

검증을 위해 제안된 방법을 수학적 예제와 공학적 

예제에 각각 적용하여 수렴성을 확인하였으며, 잘 

알려진 RBDO 기법인 PMA 기반 RBDO 기법에 비

해 효율성이 5.8~40.6% 향상됨을 확인하였다. 
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