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Abstract 

The performance variation of a multibody system is affected by a variation of various design variables of 

the system. And the effects of design variable variations on the performance variation must be considered in 

design of a multibody system. Accordingly, a variation analysis of a multibody system needs to be conducted 

in design of a multibody system. For a variation analysis of a performance, population mean and variance 

which are called statistical parameters of design variables are needed. However, an evaluation of statistical 

parameters of design variables is impossible in many practical cases. Therefore, an estimation of statistical 

parameters of the performance based on sample mean and variance which are called statistic of design 

variables is needed. In this paper, the variation analysis method for a multibody system based on design 

variable samples was proposed. And, using the proposed method, a variation analysis of the vehicle ride 

comfort based on sample statistic of design variables was conducted. 

1. 서 론 

일반적으로 설계자는 기계 계(mechanical system) 

설계 시 기계 계를 구성하는 요소들의 제조공차

(manufacturing tolerance)에 의한 산포(variation)를 

고려하지 않는다. 그러나 실제로 부품제조 시 제

조산포는 반드시 존재하고, 이러한 제조산포는 기

계 계의 성능에 직접적인 영향을 미치게 된다. 한 

예로 설계자는 기계 계를 설계할 때 그 계가 최적

의 성능을 발휘하도록 설계하지만, 구성요소의 제

조산포에 의해 계 성능의 변동이 생기게 되어 목

표한 계 성능에서 멀어지게 된다. 그렇기 때문에 

계 성능의 변동을 산포해석(variation analysis)을 통

하여 예측하고 설계에 반영해야 한다. 따라서 오

늘날 산포해석은 기계 계 설계에 있어서 필수적인 

해석이 되고 있으며 최근에는 신뢰성기반 최적화 

(reliability-based design optimization)를 통하여 성능 

변동을 설계에 반영하고 있다. 여기서 산포해석이

란 기계 계를 구성하는 요소들의 산포가 기계 계 

성능의 산포에 미치는 영향을 해석하는 것이다. 

산포해석에 관한 연구는 다양한 방법으로 발전

되어왔다. Hartenberg와 Denavit은 최초로 설계변수

의 공차에 의해 링크기구의 성능 오차가 야기 된

다고 언급 하였고,(1) Garrett과 Hall은 링크기구 설

계 시 설계변수의 공차(tolerance)에 의한 계 성능

의 변동을 해석하는 통계적인 접근 방법을 제시하

였다.(2) 그리고 Grossman은 몬테카를로 방법

(Monte-Carlo Method; MCM)을 이용한 공차해석

(tolerance analysis)을 수행하였고,(3) Lee와 Gilmore는 
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해석적인 방법을 이용하여 효율적인 공차해석을 

수행하였다.(4) 더 나아가 Choi와 Yoo는 다물체 동

역학 기법을 이용하여 다물체계에서의 통계적 공

차해석 및 모드해석을 수행하였다.(5) 

하지만 기존의 산포해석에 대한 연구는 설계변

수의 모수(statistical parameter)를 필요로 하였다. 모

수를 구하기 위해서는 설계변수의 전수조사

(complete enumeration)가 필요하다. 그러나 실제 활

용에 있어서 설계변수의 전수조사는 비용과 시간

측면에서 매우 비효율적이므로 사실상 불가능하다. 

따라서 설계변수의 모집단(population)으로부터 표

본추출(sampling)하고, 그것을 이용하여 성능지수

(performance) 모집단을 예측하는 것이 필요하다. 

하지만 아직 공학분야에서 설계변수 표본을 이용

한 성능지수 모집단 예측에 관한 연구는 매우 부

족한 실정이다. 따라서 본 논문에서는 설계변수의 

산포가 다물체계 성능의 산포에 미치는 영향을 설

계변수 표본을 이용하여 분석하기 위한 해석적 방

법을 제안하였다. 여기서 다물체계 성능이라 한 

이유는 동역학적 해석을 위해서 다물체 모델링을 

사용하였기 때문이다. 일반적으로 기계 계는 이음

새(joint)요소, 강체(rigid body)요소, 힘(force)요소, 

접촉(contact)요소로 구성된 다물체계(multibody 

system)로 모델링 될 수 있다. 그리고 이러한 다물

체계를 구성하는 각 요소들은 제조산포를 가질 수 

있기 때문에 산포해석 시 그 다물체계의 설계변수

가 될 수 있다. 이러한 다물체계 성능지수로써 규

칙노면을 일정속도로 주행하는 다물체 차량모델의 

승차감지수(ride comfort measure)를 성능지수로 선

정하여 제안된 방법을 적용하였다. 또한 제안된 

방법의 신뢰성(reliability) 검증을 위하여 신뢰수준

(confidence level)의 정의를 이용, 제안된 방법을 

10000회 수행하고 결과들의 수렴도를 확인함으로

써 제안된 방법의 신뢰성을 검증하였다. 

2. 민감도 방정식 및 산포해석 

2.1 민감도 방정식 

일반적으로 절대좌표계에 대한 구속 다물체계의 

운동방정식은 다음과 같은 확장 라그랑지 운동방

정식으로 표현된다. 
 

QλΦqM q =+ T
&&                         (1) 

0)( =qΦ                                 (2) 

 

위 식에서 M 은 시스템의 관성행렬(system inertia 

matrix), q는 일반좌표, Q는 일반력(generalized force), 

Φ는 절대좌표에 대한 구속방정식, qΦ 는 절대좌표

에 대한 구속방정식의 자코비안 행렬(Jacobian matrix), 

그리고 λ는 라그랑지 승수(Lagrange multipliers)이다. 

1차 테일러 급수 전개 방법(1st taylor series expansion 

method)을 이용한 산포해석을 하기 위해서는 민감도 

정보가 필요하다. 민감도 정보를 얻기 위해서 식 (1)

과 (2)를 설계변수에 b 에 대하여 직접 미분하면 다

음과 같은 식을 얻을 수 있다. 
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여기서 하첨자 b 와 q는 편미분 기호이다. 식(3)

과 (4)로 표현되는 민감도 방정식은 미분 대수방

정식의 형태가 아니므로 일반적인 해석 방법을 적

용할 수 없다. 따라서 식(1)과 (2)를 함께 고려하

는 방법이 연구되었으며(6), 이때 얻어진 구속 다물

체계의 민감도 방정식은 다음과 같다. 
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또한, 행렬 P는 다음과 같은 관계식을 통해 얻어

진다. 
 

qPqqM q
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2.2 산포해석 

설계변수 모집단이 정규분포(normal distribution)

를 따르고 확률변수가 99.73%의 신뢰구간을 갖는 

경우 테일러 급수 전개 방법을 이용하면 표준편차

와 산포의 관계는 식 (14)와 같고(7), 이 때의 성능

지수 표준편차 Pσ (standard deviation of the 

performance measure)(5)는 식 (15)과 같다. 
 

bbT σ3=          (14) 

bP T
b

P

∂
∂

=
3

1
σ                           (15) 

 

여기서 bT 는 설계변수 b 의 산포, bσ 는 설계변

수 b 의 표준편차, P 는 성능지수, bP ∂∂ / 는 설

계변수 b 에 대한 성능지수의 민감도를 나타낸다. 

3. 표본을 이용한 성능지수 모집단 추정 

1차 테일러 급수 전개 방법은 설계변수에 대한 

반응함수(response function)를 선형함수로 근사하기 

때문에 그 반응함수의 평균과 표준편차 계산 시 

가장 지배적인 영향을 미치는 설계변수 평균의 

σ3± 범위 내에서 선형일 때 사용 가능한 방법이

다. 이 방법을 이용하여 설계변수 표본(sample) 으

로부터 성능지수 모집단의 모수를 추정하였다. 

 

3.1 점추정과 구간추정 

표본을 이용하여 모수를 추정하는 방법은 점추

정(point estimation)과 구간추정(interval estimation) 

이 있다. 점추정은 하나의 값을 사용하면서 알려

져 있지 않은 모수를 추정함으로써 모집단에 대한 

추론을 하는 것으로써, 표본의 평균 및 분산이 곧 

모수의 점추정량(point estimator)이 된다. 점추정은 

매우 간단하고 점추정량은 모수로부터 크게 벗어

나지 않기 때문에 유용하지만, 점추정량이 모수와 

일치할 것 이라고는 기대하기 힘들며 점추정량은 

항상 오차를 가지고 있다. 반면에, 구간추정은 모

수가 존재할 가능성이 있는 곳을 신뢰구간을 통해 

모수를 추정하는 방법이다. 이 구간추정은 그 구

간의 신뢰수준과 신뢰구간을 이용하기 때문에 모

수를 추정할 때에는 점추정 보다 더 합리적이며, 

따라서 본 논문에서는 구간추정을 이용하였다. 

모집단에 대한 ( ) %1001 ×−α 신뢰구간(8)은 다

음과 같다. 
 

n
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여기서 x 는 표본평균, s 는 표본표준편차, µ 는 모

집단평균, σ 는 모집단표준편차, t 는 t 통계량, 
2χ

는 카이제곱통계량 그리고 n은 표본의 크기이다. 식 

(16), (17)은 모집단이 정규분포를 따르는 경우 사용 

가능한데, 설계변수에 대한 성능지수의 반응함수가 

평균을 기준으로 σ3± 범위 내에서 선형을 띈다면 

설계변수와 성능지수는 같은 분포를 띈다. 단지 확률

변수(random variable)가 설계변수에서 성능지수로 바

뀔 뿐이다. 일반적으로 σ3± 범위는 아주 좁기 때문

에 대부분의 공학적 문제에서 그 범위 내에서 반응

함수는 선형에 가까우며 본 논문에서 사용된 승차감

평가지수 역시 반응함수가 선형임을 확인하였다. 따

라서 식 (16), (17)은 설계변수가 정규분포를 따른다면, 

대부부분의 공학적 문제에서 적합하며 유용하다. 

 

3.2 성능지수 모집단 추정 

본 논문에서는 성능지수 모집단을 추정하기 위

한 두 가지 방법을 제안하였다(Fig. 1). 첫 번째 방

법은 설계변수 모수를 먼저 추정한 뒤 그 설계변

수 모수를 이용하여 산포해석을 하는 것이고, 두 

번째 방법은 설계변수 표본의 통계량을 이용, 산

포해석을 한 뒤 그 성능지수 표본의 통계량을 이

용하여 성능지수 모수를 추정하는 방법이다. 직관

적으로 첫 번째 방법이 타당하다고 여겨지지만 설

계변수 모수를 먼저 구간추정 하게 되면 설계변수 

모수는 단일 값이 아닌 구간을 가지게 되고 이 구

간을 산포해석에 이용할 수 없다. 따라서 본 논문

에서는 두 번째 방법을 사용하였다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1 Two methods of variation analysis based on 

design variable samples 

표본추출 

산포해석 

구간추정 

구간추정 

산포해석 

설계변수 표본 

DVx , DVs  

성능지수 표본 

Perfx , Perfs  

성능지수 모수 

Perfµ , Perfσ  

설계변수 

모집단 

설계변수 모수 

DVµ , DVσ  

방법 1 
 

방법 2 
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4. 수치예제 

수치예제로써 다물체 차량 모델과 규칙 노면을 

이용한 차량승차감(ride comfort) 평가 지수를 성능

지수로 하여 제안된 방법을 적용하였다. 

 

4.1 차량승차감 평가지수 

차체 진동에 의한 승차감을 평가하기 위한 지수

로서 가속도의 피크치나 유효치(RMS value)가 많

이 사용되고 있다. 하지만 인체는 가진 주파수나 

가진 방향의 변화에 따라 서로 다른 반응을 보이

므로 일반 도로와 같이 불규칙적인 가진을 받는 

경우 넓은 영역의 주파수 대역에 대한 승차감을 

평가하는 방법으로는 한계가 있다. 이러한 점을 

보완하기 위하여 주파수에 따른 인체의 반응 비중

을 다르게 하는 방법이 사용되고 있으며, 대표적

으로 가중함수(weighting function)를 이용한 방법이 

사용되고 있다. 본 논문에서는 노면 가진 함수가 

일정한 진폭과 주기로 되어있기 때문에 사실상 가

중함수는 의미가 없다. 하지만 가중함수를 이용하

면 보다 복잡한 노면일 경우도 해석이 가능하다. 

ISO(9)기준에 따르면 수직방향 가속도에 대한 인체

의 반응을 고려한 안락감의 척도인 반응함수는 주파

수 영역에서 주어지고, 가중함수는 반응함수의 제곱

에 대한 역을 반응함수의 면적으로 나누어 얻을 수 

있다. 측정된 PSD결과를 보정함으로써 주파수에 따

라 인체의 반응을 다르게 나타내는 주파수 영역에서

의 PSD 진폭을 보상하는 효과를 주게 된다.  

운전석의 수직방향 가속도에 대한 PSD(power 

spectral density)를 )( fP 라 하면 PSD의 WRMS 

(weighted RMS)는 다음과 같이 계산할 수 있다. 
 

2/1
22 )()( 



= ∫

b

a
dffPfWWRMS        (18) 

 

여기서 a와 b는 관심 주파수 영역의 상한·하한치

이며 )( fW 는 가중함수로 다음과 같이 정의 하였

다. 
 













≤

≤≤

≤≤

≤≤

=

Hzff

Hzf

Hzff

Hzf

fW

8)000994.0/(1

840636.0/1

41255.0/

10255.0/1

)(

2

  (19) 

 

본 논문에서는 운전석의 수직방향 가속도 PSD

의 WRMS 값을 차량 승차감 평가 지수로 사용하

였다. 

4.2 차량 모델 

Fig. 2 는 승차감 평가를 위해 사용되는 차량 모델

을 다물체 진동계 시스템으로 나타낸 것이다. 다물

체 해석을 위해 회전 조인트(revolute joint)와 병진 조

인트(translational joint)로 연결된 5 자유도 다물체 차

량 모델을 구성하였다. 차량 모델은 1 개의 sprung 

mass와 2개의 unsprung mass로 이루어져 있다. 5 자

유도 운동은 sprung mass 의 수직운동과 피칭

(pitching)운동의 2 자유도, unsprung mass 의 수직운동 

2 자유도 그리고 운전석 질량의 수직운동 1 자유도

로 구성된다. 운전석의 수직방향 가속도를 측정하기 

위하여 일반 차량 모델에 시트 모델을 추가하였다. 

또한, 차체와 현가장치의 강성-감쇠 시스템은 무질량 

강체(massless rigid body)를 매개로 병진 조인트와 회

전 조인트로 연결되었다. 도로 가진에 의한 영향은 

지면과 병진 조인트로 연결된 무질량 강체를 사용하

여 고려되었다. 해석에 사용된 인자 제원들의 평균

값은 Table 1과 같다. 

 

Table 1  Population means of properties of multi-body 

vehicle model 

 

 
 

Fig. 2 Multibody vehicle model 

 

 
M 

(kg, kg·m2) 

C 

(Ns/m) 

K 

(N/m) 

L 

(m) 

1 51    (kg) 500 8300 0.259 

2 1250   (kg) 2500 75800 1.316 

3 1634.8 (kg·m2) 2500 45000 1.732 

4 67.25   (kg) - 219400 - 

5 67.23   (kg) - 219900 - 
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Fig. 3 A road profile 

 

4.3 노면 가진 함수 

본 논문에서는 승차감 평가를 위하여 사용한 규칙 

노면을 Fig. 3과 같은 형상으로 정의하여 사용하였다. 

여기서 A는 도로의 진폭, R은 도로의 공간주기이다. 

타이어는 항상 지면과 점 접촉하는 것으로 가정하였

으며, 노면의 기복에 따른 수직변위가 전·후륜에 

각각 )(1 tf 와 )(2 tf 로 작용한다고 정의하였다. 이

상의 도로상태와 차량속도에 의해 공간주파수로 주

어지는 도로 가진력을 시간주파수로 변환시키면 전

륜에 작용하는 가진력은 다음과 같이 정의된다. 
 

tt
R

V
Atf ≤







 −= 0,)

2
cos(1)(1

π
         (20) 

 

여기서 V는 차량의 속도이며, 후륜에 작용하는 가

진력은 차량의 축간 거리(wheel base)로 인한 시간 

지연에 의해 다음과 같이 표현된다. 
 

S

SS

tt

tttt
R

V
A

tf

≤

≤





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 −−

=
0
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2

cos(1
)(2

π
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여기서 St 는 축간 거리에 의한 시간 지연이다. 본 

논문에서 사용된 도로의 진폭과 공간주기는 각각 

0.03m, 10.08m이다. 
 

4.4 산포해석 결과 

해석에는 위에서 제시한 노면 가진 함수를 사용하

였고 이 노면을 60km/h의 일정한 속력으로 1분 동안 

주행하여 승차감 평가 지수를 계산 하였다. 설계변

수는 K1, K2, K3, C1, C2, C3로 선정하였고, 설계변수

를 하나만 사용하여 각 설계 변수당 산포해석을 하

였다. 실제로는 알 수 없는 값이지만, 난수 생성, 그

리고 결과 확인을 위해 각 설계변수의 산포 bT 는 그 

설계변수 평균의 3%라고 가정 하여 각 설계변수의 

모집단을 100000개씩 생성하였다. 표본크기(sample 

size)는 각 설계변수당 50을 사용하였고, 승차감 평가 

지수 모집단 추정에는 95%신뢰수준(confidence level)

을 사용하였다. 

먼저 설계변수 표본을 이용한 승차감 평가 지수

모수의 95%신뢰구간을 Table 2와 Table 3에 정리하

였다. 그리고 Fig. 4는 Table 2와 Table 3을 각각 도 

Table 2 95% Confidence intervals of ride comfort 

measure mean 

Design 

variable 
95% Confidence interval 

K1 1.740030 <
WRMSµ < 1.740830 

K2 1.739681 <
WRMSµ < 1.741233 

K3 1.739945 <
WRMSµ < 1.746852 

C1 1.739830 <
WRMSµ < 1.743572 

C2 1.737065 <
WRMSµ < 1.740901 

C3 1.738513 <
WRMSµ < 1.746754 

Table 3 95% Confidence intervals of ride comfort 

measure standard deviation 

Design 

Variable 
95% Confidence interval 

K1 0.001175 <
WRMSσ < 0.001752 

K2 0.002281 <
WRMSσ < 0.003403 

K3 0.010151 <
WRMSσ < 0.015143 

C1 0.005499 <
WRMSσ < 0.008203 

C2 0.005637 <
WRMSσ < 0.008410 

C3 0.012112 <
WRMSσ < 0.018068 

 

식화 한 것이다. 검은색 막대는 설계변수 모수를 

이용한 결과로서 실제 예측하고자 하는 성능 지수 

모수이다. 이 결과는 실제로는 알 수 없지만 제안

된 방법이 옳은지를 확인하기 위하여 앞서 생성한 

모집단 100000개를 이용하여 계산하였다. 파란색

과 붉은색 막대는 설계변수 표본을 이용한 성능 

지수 모수 예측 결과이다. Fig. 4는 그 결과가 승차

감 평가 지수 모수를 잘 예측하고 있음을 보여준

다. 여기서 설계변수 K3, C3에 의한 승차감 지수 

표준편차가 큰데, 승차감 평가 지수 표준편차가 

크다는 것은 승차감 평가 지수가 그 설계변수의 

변동에 대해 민감하여 변동이 크다는 것을 의미하

며 또한, 승차감 평가 지수 모집단 예측 시 신뢰

구간이 넓어 모집단을 정확히 예측 할 수 없음을 

뜻한다. 정확한 예측을 위해 신뢰구간을 좁히려면 

더 큰 표본크기(sample size)가 요구된다. 

제안된 방법의 신뢰성을 검증하기 위해서 제안된 

방법을 각각의 설계변수에 대하여 10000 회 시행

하여 10000 개의 신뢰구간 중 성능지수 모수를 포

함하는 것의 비율을 도출해 보았다. Fig. 5 는 시행

횟수대한 각각의 신뢰구간 중 성능지수 모수를 포함

하는 것의 비율이 95%에 수렴함을 보여준다. 
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Fig. 4 95% Confidence intervals of ride comfort measure 

mean and standard deviation 
 

 

 
 

Fig. 5 The rate of confidence intervals which are 

including the parameter 

5. 결 론 

본 논문에서는 설계변수가 산포를 가질 때 설계변

수 표본의 통계량을 이용한 성능지수 모집단 모수의 

통계적 예측 방법을 제안하였다. 본 논문에서 사용

된 테일러 급수 전개 방법을 이용한 산포 해석은 설

계변수에 대한 성능지수의 민감도가 필요하며 민감

도는 다물체 민감도 방정식을 이용하여 구하였다. 

또한 이 민감도와 설계변수 표본의 통계량을 이용하

여 성능지수 표본의 통계량을 구하였고, 이 성능지

수 표본의 통계량을 이용하여 성능지수 모집단의 모

수를 예측 하였다. 제안된 방법을 차량 승차감 평가 

지수의 산포해석 예제에 적용하였고, 제안된 방법의 

신뢰성을 검증하기 위하여 신뢰수준의 정의를 이용, 

제안된 방법을 10000회 시행하여 시행횟수에 대한 

각각의 신뢰구간(confidence interval) 중 모집단을 포

함하는 것의 비율을 구하였다. 그 결과 신뢰구간이 

모집단을 포함하는 것의 비율이 신뢰구간의 신뢰수

준에 수렴하는 것을 확인하였고, 제안된 방법의 신

뢰성을 검증하였다. 하지만 제안된 방법은 기본적으

로 설계변수에 대한 성능지수의 반응함수가 평균을 

기준으로 σ3± 범위 내에서 선형함수이고, 또한 설

계변수가 정규분포를 따를 때 사용할 수 있다는 한

계를 가진다. 하지만 σ3± 범위는 매우 좁은 범위이

기 때문에 많은 공학적 문제에서 반응함수는 범위 

내에서 선형을 띄고 설계변수 또한 많은 경우 정규

분포를 따르기 때문에 본 방법은 유용하다. 
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