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서 론1.

종동력은 비보존력으로 계의 변위에 따라서 그

작용방향을 바꾸는 일정한 크기의 힘으로 정의된

다 일반적으로 건축 및 기계구조물은 순수 종동.

력만이 아닌 중심축 방향으로의 압축력과 종동력

의 복합적인 힘이 작용하며 이러한 힘을 모델링

하기 위하여 경사계수 의(subtangential coefficient)

개념을 도입하였다.
(1) 구조물에 일정크기 이상의

힘이 작용하면 계는 불안정을 일으키며 경사계수

의 크기에 따라 불안정 형태가 좌굴(divergence),

또는 플러터 로 나타난다 또한 크랙과 같(flutter) .

은 결함이 존재하는 구조물에 힘이 작용하게 되
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면 일정 한계의 힘에서 크랙을 기점으로 급격히

균열이 전파되어 파괴된다 이처럼 크랙과 종동.

력은 구조물의 진동특성과 안정성을 변화시켜 구

조물의 불안정 및 파괴의 주요 원인이 된다 따.

라서 크랙을 가지는 구조물에 압축력 혹은 종동

력이 작용하는 경우 이 구조물의 안정성을 판단

하는 것은 공학적으로 중요한 문제이다.

와Saito Otomi
(2)는 양단에 탄성 지지되고 부가

질량이 존재하는 티모센코 보가 축압축력과 종동

력을 받는 경우 지지된 탄성계수의 영향에 의한

보의 안정성 평가를 수행하였으며, Sato
(3)는 경사

종동력을 받는 티모센코 보의 자유단에 끝질량과

탄성 지지를 갖는 경우 이들 파라미터의 변화에

따른 보의 안정성에 대한 연구를 하였다. Yoon

등(4)은 자유단에 끝단질량과 회전 스프링으로 구

속된 기둥의 동적 안정성에 대한 연구를 수Beck

행하기도 하였다 또 탄성기초와 부분탄성 기초.

및 끝단질량을 갖는 티모센코 보의 자유진동 해

석 및 동적안정성에 대한 연구도 진행되었다.
(5,6)

학술논문< > DOI:10.3795/KSME-A.2009.33.12.1410

경사 종동력과 끝질량을 갖는 크랙 보의 안정성 해석

손인수 윤한익* 노태우**

(2009 6 30 , 2009 10 19 , 2009 10 26 )

Stability Analysis of Cracked Beams with Subtangential Follower Force
and Tip Mass

In-Soo Son, Han-Ik Yoon and Tae-Woo No

Key Words: 크랙을 가진 보 안정성 경사Cracked Beam( ), Stability( ), Subtangential Follower Force(

종동력 세장비 끝질량), Slenderness Ratio( ), Tip Mass( )

Abstract

In this paper, the purpose is to investigate the stability and variation of natural frequency of a

cracked cantilever beams subjected to follower force and tip mass. In addition, an analysis of the

flutter instability(flutter critical follower force) of a cracked cantilever beam as slenderness ratio and

crack severity is investigated. The governing differential equations of a Timoshenko beam subjected to

an end tangential follower force is derived via Hamilton’s principle. The two coupled governing

differential equations are reduced to one fourth order ordinary differential equation in terms of the

flexural displacement. Finally, the influence of the slenderness ratio and crack severity on the critical

follower force, stability and the natural frequency of a beam are investigated.
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최근 경사종동력과 크랙을 가진 티모센코 보의

안정성에 미치는 세장비 및 크랙의 영향에 대한

연구결과와 순수 종동력을 받는 보의 안정성에

미치는 크랙의 영향에 대한 결과도 발표되어지고

있다.
(7,8) 이 논문의 목적은 기존에 연구되었던 많

은 선행 연구의 결과들을 바탕으로 세장비 및 끝

질량 그리고 크랙이 티모센코 보의 진동특성 및,

안정성에 미치는 영향을 연구하는 것이다.

경사 종동력을 받는 티모센코 보2.

는 보존력과 비보존력을 받는 보Fig. 1 (a), (b)

의 수학적 모델을 나타낸 것이다 여기서.  은

보의 전체 길이를 나타내며, 는 크랙의 위치를

나타낸다.  과 는 각각 끝단질량과 그의 관성

모멘트를 의미하며 와 는 압축력과 종동력을

각각 나타낸다 또.  는 힘의 경사계수이며 만약

경사계수  인 경우는 순수 압축력이 되어 보

는 오일러 좌굴문제가 되며,  일 때는 순수

종동력이 되어 의 플러터 문제가 된다Beck .
(4)

Fig.

는 크랙위치에서의 보의 단면을 나타낸 것으로2

   그리고 는 각각 보의 가로와 세로 그리고,

Pt

Paundeformed

deformed

P = Pa+Pt

L EI

(a) (b)

' ( , )y L tη'( , )y L t

xc

M, J

Fig. 1 Cracked beams subjected to forces

a

h

b

Fig. 2 Cross section of beam

크랙의 깊이를 표현하고 있다.

자유진동에 대하여 티모센코 보 이론을 적용한

외팔보의 운동방정식을 확장된 원리를Hamilton

이용하여 유도하였으며 유도되어진 전단변형,

와 횡방향 변위 에 대한 각각의 운동

방정식에서 전단변형 를 소거시키면 횡변

위 에 대한 운동방정식을 다음과 같이 얻을

수 있다.
(9)


 

 
 

 








(1)


 





 



 




 
 

여기서 는 전단계수, 와 는 각각 보의 단면

적과 전단 탄성계수를 나타내고 있다.  ,  그,

리고 는 각각 보의 단위 길이당 질량 영계수, ,

그리고 보의 단면 차 모멘트를 의미하며2 , 는

보의 밀도이다 횡변위와 전단변형은 각각 다음.

과 같이 나타낼 수 있다.

   
, (2)

  
 (3)

여기서  은 보의 고유진동수이며  를 나

타낸다 식 를 식 에 대입하여 무차원화 하. (2) (1)

면 다음 식을 얻을 수 있다.

 






 


 ″






(4)

여기서 ( )′ 은 무차원 좌표  (= 에 대한 미분)

을 나타내며 식 에 사용된 무차원 변수는 다, (4)

음과 같다.

 

 


  
 

   

 

 
(5)

여기서 세장비  는 이다 또 무차원화 된 경. ,

계조건과 크랙위치에서의 연속조건은 각각 다음

과 같다.
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(7)

여기서

 


   


(8)

이다 식 의 일반해는 다음과 같다. (4) .

 sinhcoshsin
 cos   ≤ ≤ 

 sinhcoshsin
 cos  ≤ ≤ 

(9)

여기서








 ∓  





(10)

이며, 과 는 각각 다음과 같다.






 



(11)

전단변형에 대해서도 위와 동일한 방법으로 전

개하면 다음과 같이 해를 구할 수 있다.

  sinhcoshsin
 cos   ≤ ≤ 

  sinhcoshsin
 cos  ≤ ≤ 

(12)

여기서

 


  


(13)

크랙 모델링3.

크랙에 의한 추가 에너지는 의 정리Castigliano

에 의하여 다음과 같이 무차원화 된 유연행렬로

표현할 수 있다.
(4)

  




   (14)

여기서  는 푸아송 비이며 사용된 무차원 매개,

변수와 는 각각 다음과 같다.

 

  




 cos
 





 tan
     sin

 





(15)

여기서 무차원 변수  와 세장비  와의 관계는

  


(16)

이 된다 식 에 사용된 무차원 회전 스프링 상. (7)

수는 식 (14)의 역수 즉,    이다 식. (9),

의 미지수들은 식 의 경계조건과 연속(12) (6), (7)

조건을 이용하여 각각 구할 수 있다 또 계의 고.

유진동수는 다음과 같은 고유치의 기본 형태로

변환하여 쉽게 구할 수 있다.

Λ  Λ   (17)

여기서 Λ 는 경계조건을 대입하여 얻은 각각의

식을 행렬형태로 표현한 것이다 또. 는 의 행

렬식을 나타내고 있으며,  는 다음과 같다.

                
T (18)

여기서 위첨자 는 전치를 의미한다T .
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이론해석 결과 및 고찰4.

이 연구에서는 이론해석에서 유도된 운동방정식

을 이용하여 크랙을 가진 티모센코 보의 세장비

및 끝단질량과 크랙의 영향에 따른 보의 좌굴 및

플러터 임계 종동력과 보의 차 모드 고유진동수1

Table 1 Comparison between this study and

reference(           )

Subtangential

coefficient

Flutter critical follower force,



This study Reference(3)

   14.13 14.19

   10.42 10.44

   8.856 8.892

Table 2 Divergence critical follower force of

cracked beams with tip mass(  )

  
Divergence critical

follower force, 

0

0 2.46

0.1 2.82

0.3 4.03

0.3

0.1

0 2.00

0.1 2.29

0.3 3.23

0.5 5.82

0.5

0 2.15

0.1 2.43

0.3 3.37

0.5 5.89

0.7

0 2.23

0.1 2.54

0.3 3.56

0.5 6.36

0.5

0.1

0 1.35

0.1 1.53

0.3 2.09

0.5 3.43

0.6 5.78

0.5

0 1.61

0.1 1.82

0.3 2.45

0.5 3.75

0.6 5.34

0.7

0 1.83

0.1 2.07

0.3 2.81

0.5 4.43

0.6 6.42

변화에 대하여 수치해석하고 고찰 하였다.

먼저 이 연구의 타당성을 검토하기 위하여 Table

1에 크랙이 없는 경우 참고문헌(3)에서 제시한

보의 임계값과 이 연구에서 구한 결과들을 비교

하였다 여기서 볼 수 있는 것처럼 참고문헌의.

결과와 거의 일치하며 따라서 이 연구의 수식전,

개 및 해석결과는 신뢰할 수 있다고 판단된다.

는 세장비가 으로 일정한 경우 크랙Table 2 30

과 경사계수의 영향에 따른 보의 좌굴 임계 종동

력을 나타낸 것이다 좌굴 임계 종동력의 경우.

끝질량 및 그의 관성모멘트에 관계없이 항상 일

정하다 또 경사계수가 클수록 임계값은 커지며. ,

크랙의 크기와 임계값은 서로 반비례적인 경향을

갖는다.

은 세장비와 끝질량이 각각 과 인Table 3 30 0.3

Table 3 Flutter critical follower force of cracked

beams with tip mass(   and

  )

  

Flutter critical follower

force, 

     

0

0.5 15.2 - -

0.6 14.9 8.30 7.91

0.8 14.4 6.13 5.99

1 13.2 4.81 4.96

0.3

0.1

0.5 14.0 - -

0.6 13.7 7.86 7.35

0.8 12.8 5.56 5.36

1 11.5 4.39 4.35

0.5

0.5 16.6 - -

0.6 16.1 9.84 9.29

0.8 14.1 6.53 6.46

1 11.5 5.09 5.22

0.7

0.5 16.4 - -

0.6 15.7 10.1 9.68

0.8 13.4 6.61 6.71

1 10.8 5.07 5.34

0.5

0.1

0.5 12.9 - -

0.5 12.8 8.46 -

0.7 12.9 5.36 4.87

1 12.8 4.11 3.82

0.5

0.5 - - -

0.6 19.5 - -

0.8 17.4 7.90 7.64

1 14.2 5.75 5.83

0.7

0.5 - - -

0.6 - - -

0.8 15.7 8.75 9.04

1 11.8 5.96 6.54
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경우 크랙과 끝질량의 관성모멘트 변화에 따른

보의 플러터 임계 종동력을 나타낸 것이다 좌굴.

임계 종동력과 동일하게 끝질량의 변화에 따른

보의 임계값은 동일하나 관성모멘트의 영향에 따

라서는 변함을 알 수 있다 크랙과 끝질량의 관.

성 모멘트의 영향에 관계없이 경사 계수와 플러

터 임계값은 서로 반비례적이다 또 크랙의 크기.

및 위치가 각각 와 일 때0.5 0.1    에서 경사

계수와 관계없이 거의 일정한 임계값을 갖는 것

은 보의 플러터 임계값 곡선의 꼭지점 부분이기

때문이라 판단된다.
(7)

은 크랙의 크기와 경사계수가 각각Fig. 3 0.5,

0.8인 경우 끝질량과 그의 관성모멘트의 영향에

따른 보의 플러터 임계 종동력을 도시한 것이다.

전반적으로 끝질량의 관성모멘트의 영향에 관계

없이 끝질량이 커질수록 임계값은 커지는 경향을

나타낸다 크랙의 위치가 일 때 끝질량의 크기. 0.5

가 보다 커지면 관성모멘트가 인 경우에0.24 0.5

비하여 일 때 임계값은 더 커지며 크랙의 위0.3 ,

치가 일 때는 을 경계로 같은 경향이 나타0.3 0.16

난다.

는 끝질량의 크기가 일정한 경우 크랙의Fig. 4

위치 및 끝질량의 관성모멘트가 보의 플러터 임

계 종동력에 미치는 영향을 나타낸 것이다 경사.

계수와 관성모멘트의 영향에 관계없이 보의 임계

값은 크랙의 크기가 클수록 낮아짐을 알 수 있

다 경사 계수가 인 경우. 1   의 범위에서

  일 때가   보다 더 큰 임계값을 가

진다 또 는 크랙의 위치변화에 따른 보. Fig. 4(b)
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Fig. 3 Flutter critical follower force versus tip mass

for    ,    and   
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Fig. 4 Effect of crack on flutter critical follower

force of cracked beams(   ,   )
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Fig. 5 Effect of slenderness ratio and tip mass on

natural frequencies of cracked beam(  ,

   ,    ,    and   )
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Fig. 6 Effect of inertia moment of tip mass and

subtangential coefficient on natural frequencies

of cracked beam(   ,    ,   

and   )

의 플러터 임계 종동력을 나타낸 것으로 크랙의

위치가 보의 끝단으로 위치되어 질 때 임계값은

점점 증가되었다 임의의 기점에서 다시 감소되는

경향을 보인다 관성모멘트의 크기가 인 경우. 0.1

는 크랙의 위치가 그리고 관성모멘트가0.46, 0.3,

일 때는 각각 와 를 기점으로 위와 같0.5 0.69 0.79

은 현상이 일어난다.

는 크랙의 크기 및 위치가 각각Fig. 5 0.3, 0.5

이고 경사 계수가 그리고 관성모멘트가0.8, 0.3

으로 일정한 경우 세장비와 끝질량의 변화에 따

른 보의 고유진동수 변화를 나타내었다 종동력.

의 크기는 보의 안정영역인   로 하였다 일.

반적인 결과와 마찬가지로 세장비가 클수록 보의

고유진동수는 점점 커지면서 수렴되며 끝질량과,

고유진동수는 서로 반비례적인 경향을 보인다.

은 크랙의 크기와 위치 및 끝질량이 일정Fig. 6

한 경우 끝질량의 관성모멘트 변화에 따른 고유

진동수 변화를 도시하였다 경사계수와 보의 고.

유진동수는 서로 비례적이며 관성모멘트가 커질,

수록 보의 고유진동수는 점점 작아진다 또 경사.

계수가 클수록 세장비의 영향이 더 작아짐을 알

수 있다.

은 세장비 관성모멘트가 으로 일정Fig. 7 30, 0.3

한 경우 크랙 경사계수 그리고 끝질량의 영향에, ,

따른 보의 고유진동수 변화를 도시한 것이다 크.

랙과 끝질량에 관계없이 보의 고유진동수는 경사

계수와 서로 비례적인 경향을 가지며 끝질량과,

는 반비례적인 경향을 보인다 에서 크랙. Fig. 7(a)
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Fig. 7 Effect of inertia moment of tip mass and

subtangential coefficient on natural frequencies

of cracked beam(   ,    and

  )

의 크기가 커질수록 보의 고유진동수는 점점 감

소하다 다시 증가하는 경향을 보이고 있으며 Fig.

에서 크랙의 크기가 증가할수록 보의 고유진7(b)

동수는 감소한다 경사 계수가 인 경우 크랙의. 0.5

크기가 0.46에서 플러터 불안정이 일어남을 알

수 있다.

결 론5.

이 연구에서는 티모센코 보에 경사 종동력이 작

용하는 경우 보의 세장비 종동력의 경사계수 끝질, ,

량 및 그의 관성모멘트 그리고 크랙이 보의 좌굴,

및 플러터 임계 종동력에 미치는 영향에 대하여 살

펴보았다 크랙이 존재할 때 크랙이 존재하지 않는.
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경우에 비하여 더 작은 종동력 값에서 좌굴 불안정

을 유발하며 플러터 불안정 영역에서는 크랙이 존,

재하는 경우 오히려 더 큰 종동력 값에서 계는 불

안정하게 된다 보의 자유단에 끝질량을 고려하는.

경우 끝질량은 좌굴 및 플러터 임계 종동력에 영향

을 미치지 않지만 관성모멘트는 보의 플러터 임계,

종동력 값을 낮추는 역할을 하기 때문에 보의 안정

성 해석에 있어서 끝질량의 관성모멘트는 반드시

고려해야 한다 또 관성모멘트가 커질수록 최대 임.

계 종동력을 나타내는 크랙의 위치는 외팔보의 고

정단에서부터 멀어진다.
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