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Demension reduction for high-dimensional data via 

mixtures of common factor analyzers - an application 

to tumor classification1)

Jangsun Baek2)

Abstract

Mixtures of factor analyzers (MFA) is useful to model the distribution 
of high-dimensional data on much lower dimensional space where the 
number of observations  is very large relative to their dimension . 
Mixtures of common factor analyzers (MCFA) can reduce further the 
number of parameters in the specification of the component covariance 
matrices as the number of classes is not small. Moreover, the factor 
scores of MCFA can be displayed in low-dimensional space to distinguish 
the groups. We propose the factor scores of MCFA as new 
low-dimensional features for classification of high-dimensional data. 
Compared with the conventional dimension reduction methods such as 
principal component analysis (PCA) and canonical covariates (CV), the 
proposed factor score was shown to have higher correct classification 
rates for three real data sets when it was used in parametric and 
nonparametric classifiers.

Keywords: Canonical covariates; Classification; Common factor loadings; 
Gene expression data; Mixtures of factor analyzers; Principal component 
analysis. 

1. 서론

고차원 변수의 차원축소를 위해서 지금까지 가장 일반적으로 사용되어온 직교변환 

방법은 주성분분석 (PCA)이다. PCA는 총 특징 변동을 가능한 많이 설명할 수 있도

록 소수의 특징변수를 추출하는 방법이다. PCA는 추출되는 성분의 분산을 최대화할 

수 있도록 축차적으로 원래 특징변수들의 직교선형결합을 새로운 특징변수로 추출하
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는 과정이다. 이 절차는  를 -차원 특징변수라 할 때, 다음 식을 만족하는 가중치 

벡터 을 찾는 과정이다.

 arg max
′ 

  

각 단계의 해는 를 표본공분산행렬이라 할 때, 다음의 직교성을 만족해야한다.

′   ≤

해 은 의 번째 고유값 에 대응하는 고유벡터이다. 번째 주성분은 원래 특

징변수들의 선형결합인 이며, 이렇게 추출된 개의 주성분 점수들이 판별분석방

법에 입력되는 새로운 특징변수 값이다. Bicciato et al. (2003)은 유전자 자료에 대하
여 PCA로 차원축소를 하여 암의 표식 유전자를 찾고 분류하였다.

만약 고차원 자료의 각 관측값들이 개의 집단 () 중 어느 집단으로부

터 발생했는지 그 소속이 알려져 있는 경우, 집단간제곱합과 교차곱행렬 ( )과 집단
내제곱합과 교차곱행렬 ( )은 각각 다음과 같이 정의할 수 있다.





  







′

 
 




  






′

이 때 는 번째 집단에 속한 관측값들의 개수이며, 
 는 각각 관측값들의 전체 

평균과 번째 집단에 속한 관측값들의 평균이다. 는 가 번째 집단 에 속해있

는지 아닌지에 따라 1 혹은 0 값을 취한다. 라고 할 때, 차원 관측값 

에 대한 차원 정준변량(canonical covariates: CV) 벡터 는 다음과 같이 정의된다.

  

이 때  …′ 이며,  은 ′′ 비율을 최대화하는 벡터이다. 

 … 에 대하여 는 ′  … 조건하에서 ′′ 를 

최대화하는 벡터이다. 따라서 번째 정준변량 ′ 와 번째 정준변량 ′  사이의 
상관계수가 0 이므로 서로 직교한다. 실제적으로  는 

  의 번째로 큰 고유값

에 대응하는 고유벡터이다. McLachlan (1992)는 CV에 의한 판별에 있어서 분리 양상

에 대하여 자세히 다루고 있다.

본 논문의 제2장에서 공통요인 분석자 혼합모형에 따른 차원축소 방법을 요약하고, 

제3장에서는 실제 유전자 발현자료인 두 가지 백혈병자료와 잡음이 추가된 한 가지 

고차원 화학 성분 자료에 PCA, CV 그리고 요인점수를 모수적 판별분석방법인 LDA
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와 QDA, 그리고 비모수적 판별분석 방법인 국소선형 로지스틱 판별분석에 각각 적용

한 결과를 살펴보겠다. 마지막으로 결론 및 토의를 제4장에 정리한다.

2. 공통요인 분석자 혼합모형 차원축소

 …′을 -차원의 연속형 다변량 특징벡터라고 하자. 분석 자료 관측값들
의 소속집단이 알려져 있지 않은 경우, 즉 몇 개의 집단으로부터 표본자료가 그 구성 

비율이 알려지지 않은 채 관측되었다면 몇 개의 각기 다른 분포들의 혼합분포로 이루

어진 유한혼합모형 (finite mixture model)으로 군집분석을 수행할 수 있으며 

(McLachlan and Peel (2000)), 이러한 접근방법을 모형 기반 군집화 (model based 

clustering) 이라한다. 이 때 혼합분포의 성분 분포로서 주로 정규분포를 이용하며, 그 

경우 정규혼합모형 (Gaussian Mixture Model: GMM)이라 한다. 따라서 GMM에서는 

의 분포함수를 다음과 같이 개의 다변량정규분포들의 혼합분포로 가정한다.   

                              
  



                      (2.1) 

이 때,   는 평균 와 공분산행렬 를 가진 -차원 다변량정규분포 밀도함

수이며, 벡터 는 혼합비율 , 성분평균 , 그리고 성분공분산행렬 의 성분들로 

이루어진 미지의 모수벡터이다   …. 관측표본이 …이라 하면 에 대한 
로그우도함수는 log

  

 log로 유도되며 최우추정량 는 

log  의 해로서 EM (Expectation-Maximization) 알고리즘 (Demster et 
al. (1997))을 이용하여 구해진다. 모수추정 후 관측값에 대한 각 혼합성분의 사후확률
을 추정하여 가장 높은 사후확률 추정값을 제공하는 성분집단에 할당함으로써 군집분

석을 수행할 수 있다.  Banfileld and Raftery (1993)는 GMM을 이용한 군집분석을 제

안했으며, 또한 판별분석과 분포함수추정에도 GMM이 사용되었다 (Fraley and 

Raftery (2004)). 

식 (2.1)의 GMM은 차원 가 클 경우 각 가  개의 모수로 이루어져 

있으므로 매우 모수가 많은 모형이다   …. Banfileld and Raftery (1993)은 모
수의 수를 줄이기 위해 에 대하여 다양한 스펙트럼 분해에 기초한 모형화를 제안하

였다. 그러나 차원 가 표본크기 에 비하여 매우 큰 경우 이러한 분해를 적용한다하
더라도 여전히 성분공분산 행렬의 모형에 대한 적절한 추론이 가능하지 않을 수 있

다. 모수 추정이 가능하더라도 에 비해 가 큰 경우 성분공분산 행렬의 추정치가 비
정칙 (singular)에 가까울 수 있다.

성분공분산 행렬의 모수 수를 줄이기 위하여 Ghahramani and Hinton (1996)과 

McLachlan and Peel (2000) 등은 요인분석자혼합모형(Mixtures of Factor Analyzers: 

MFA)을 제안하였다. MFA는 관측벡터에 대하여 각 성분별로 다음과 같이 요인분석

모형을 가정한다. 
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                         …   …          (2.2)

이 때 는 -차원  의 요인이라고  불리는 비관측 잠재벡터이며 다변량정규

분포 를 따른다. 는 ×차원의 요인적재행렬이다. 오차벡터 는 와 

독립이며 대각행렬 을 공분산행렬로 가지는 를 따른다. MFA에 따르면 성

분공분산 행렬은 ′로 표현된다. 따라서 보다 충분히 작은 를 선택한

다면 MFA의 모수 수는 GMM의 그것보다도 매우 적게 된다. 참고로 MFA의 모수 

수는   이다.

MFA가 GMM에 비해 획기적으로 모수의 수를 줄일 수 있으나 가 매우 크고 또

한 성분 즉 집단의 수  역시 작지 않을 경우 여전히 모수추정에 있어 어려움이 발생
할 수 있다. Baek and McLachlan (2008)은 MFA보다 더 모수의 수를 줄일 수 있는 

공통요인분석자혼합모형 (Mixtures of Common Factor Analyzers: MCFA)을 제안하

였다. MCFA는 각 성분별로 공통의 요인적재 행렬을 가정하며 요인벡터는 서로 다른 

평균과 공분산 행렬을 가진 요인모형을 가정한다. 즉,

                          …   …              (2.3)

이다. 이 때 는 평균이 이고 공분산행렬이 인 다변량정규분포 를 따

른다. 는 ×차원의 공통요인적재행렬이다. 오차벡터 는 와 독립이며 대각행

렬 를 공분산행렬로 가지는 를 따른다. MCFA에 따르면 성분공분산 행렬은 

′로 표현된다. MCFA의 모수 수는 

  이며 MFA의 그것보다 적다. 예를 들어 

   인 경우   에서   로 증가한 경우 MFA의 전체 모수 수는 
 에서  로 약 두 배 증가하지만 MCFA에서는   개에서 

 으로 거의 비슷하다. 

본 연구에서는 고차원 자료의 판별이 목적이므로 훈련자료를 이용하여 MCFA의 모

수들에 대한 최우추정량  i iAiD을 EM 알고리즘에 의해 추정하고, 그렇
게 추정된 모수들을 이용하여 차원 축소된 저차원의 요인점수를 계산하여 새로운 특

징변수로 판별에 사용하는 것을 제안한다. 식 (2.2)의 MFA에서는 모든 집단의 요인

( )들이 동일한 평균 을 갖는다고 가정되었으므로 요인점수들은 각 집단별로 구분

할 수 없다. 반면 식 (2.3)의 MCFA에서는 요인()들은 각 집단별로 각기 다른 평균

()들을 갖기 때문에 집단별로 구분할 수 있어 새로운 판별 특징벡터 변수로 활용할 

수 있다. 만약 관측값 가 번째 집단에 속해있다면    ′  이

므로, 관측값 의 요인점수 벡터의 추정량으로서 ′ 를 사용한다 
(이 때  ′  이며 최우추정량 

 에 대한 유도는 Baek and 

McLachlan (2008) 참조). 
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3. 고차원 자료의 판별분석

고차원 자료의 차원 축소된 새로운 특징변수로서 PCA와 CV 그리고 공통요인 분석

자 혼합모형의 요인점수 등의 판별 성능을 비교하기 위하여 우리는 세 가지 판별분석

방법을 이용하였다. 즉, 모수적 판별분석방법인 선형판별분석 (Linear Discriminant 

Analysis: LDA), 이차판별분석 (Quadratic Discriminant Analysis: QDA)와 비모수적 

판별분석인 국소선형 로지스틱 판별분석(Baek and Son (2006))을 이용하여 두 가지 

유전자 발현자료에 대한 종양을 판별하고, 마지막으로 베트남 자료라고 불리는 고차

원의 화학성분 자료를 판별함으로써 차원축소 방법들의 성능을 비교하였다. 각 차원

축소 방법의 성능은 세 가지 실험자료 모두에 대하여  판별분석방법을 시행했을 때 

교차타당성 (leave-one-out cross validation) 방법에 의한 분류결과에 의하여 판단하

였다.

3.1  ALL-AML 백혈병 유전자발현 자료

첫 번째 분석 자료는 Golub et al. (1999)의 두 가지 (  ) 형태의 백혈병 (ALL: 
acute lymphoblastic leukemia, AML: acute myeloid leukemia) 유전자 발현자료이다. 

이 자료는 72 개의 세포조직 표본으로부터 추출한 7129개의 인간 유전자발현 측정값

으로 이루어져있다. 우리는 Dudoit et al. (2002)에서 적용한 방법과 동일하게 사전처

리를 시행한 후 Nguyen and Rocke (2002)에서와 같이 -통계량에 의해서 유전자들

을 두 집단 간 차이가 많이 나는 순서대로 순위화하여   개의 유전자들을 선택
하였다.

우리는 이렇게 선택된 100개의 유전자 발현값들에 대하여 PCA, MCFA 요인점수들

을 계산하고 이들을 새로운 특징변수로 LDA, QDA, 국소선형 로지스틱 판별기에 입

력하였다. 이 자료의 경우 차원  에 비하여 표본크기가   로서 더 작아 

집단내제곱합과 교차곱행렬 ( )이 비정칙 행렬이 되어 CV를 계산할 수가 없다. 따
라서 이 자료의 경우 PCA와 MCFA 요인점수의 성능만 비교하였다.

<표 1>은  총 72개의 세포조직에 대하여 각각   차원의 PCA와 MCFA 요인
점수를 사용하여 각 판별방법을 시행했을 때 교차타당성 (leave-one-out cross 

validation) 방법에 의한 정분류 결과를 나타내고 있다. 세 가지 판별분석방법 모두    

차원

 축소(q)

차원

축소방법
LDA QDA

국소선형

로지스틱

1
PCA 0.9722 0.9722 0.9722

MCFA 0.9861 0.9861 0.9722

2
PCA 0.9583 0.9722 0.9583

MCFA 0.9722 0.9722 0.9722

<표 1> 차원축소 방법별 ALL-AML 백혈병 유전자 자료의 정분류율
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MCFA 요인점수의 정분류율이 PCA의 그것보다 더 높거나 동일한 결과를 나타낸다. 

참고로 이 자료의 경우 PCA와 MCFA 요인점수 모두   차원의 차원축소된 특징

변수가   차원의 차원축소 특징변수보다 분류 성능이 더 우수하거나 동일하다.

3.2  소아 백혈병 유전자발현 자료

두 번째 분석 자료는 Yeoh et al. (2002)의    가지 형태의 소아 백혈병 유전자 

발현자료이다.  Yeoh et al. (2002)에서는  
과 -통계량 등에 의하여 선택된 유전자 

자료들을 이용하여   개의 세포조직 표본에 대하여 위계적 군집분석을 시행하

였다. 우리는 7 가지 각각의 소아 백혈병 집단마다 가장 큰  
 통계량값을 갖는 20 

개의 유전자들을 추출하였다. 그 중에는 각 소아 백혈병 집단에서 중복되게 선택된 

유전자들이 있으므로 최종적으로   개의 서로 다른 유전자들이 선택되었다. 집

단의 수는    로서 작지 않다.

  우리는 이렇게 선택된   차원의 유전자 발현값에 대하여 PCA, CV, MCFA 
요인점수들을 계산하고 이들을 새로운 특징변수로 LDA, QDA, 국소선형 로지스틱 판

별기에 입력하였다.  <표 2>은  총   개의 세포조직에 대하여 각각 
  차원의 PCA, CV, MCFA 요인점수를 사용하여 각 판별방법을 시행했을 

때 교차타당성 방법에 의한 정분류 결과를 나타내고 있다.   차원에서는 세 가지 
분류방법 모두에서 PCA가 다른 두 가지 차원축소 방법보다 분류능력이 우수하나 다

른 차원에 비하여 가장 낮은 정분류율을 나타낸다.

차원 

축소(q)

차원

축소방법
LDA QDA

국소선형

로지스틱

1

PCA 0.64832 0.63914 0.68502

CV 0.40979 0.40367 0.42813

MCFA 0.54434 0.60856 0.59021

2

PCA 0.77982 0.70031 0.78899

CV 0.63914 0.6422 0.69113

MCFA 0.69113 0.84098 0.79205

3

PCA 0.81346 0.80122 0.78593

CV 0.78899 0.8104 0.77676

MCFA 0.86544 0.94801 0.90214

4

PCA 0.85015 0.8318 0.78899

CV 0.93578 0.92661 0.8685

MCFA 0.89602 0.98165 0.92966

<표 2> 차원축소 방법별 소아백혈병 유전자 자료의 정분류율
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QDA와 국소선형 로지스틱 판별방법의 경우   차원에서 MCFA 요인점수가 

PCA나 CV에 비하여 향상된 성능을 보여주고 있다. PCA는   차원에서 LDA 방

법을 이용할 때 가장 높은 정분류율 0.85015을 달성했으며, CV 역시   차원에서 
LDA 방법을 이용할 때 정분류율이 0.93578 로서 가장 높았다. 그러나 PCA와 CV의 

최고 정분류율은   과   의 MCFA의 요인점수를 QDA에 각각 적용했을 때의 
정분류율 0.94801 과 0.98165 보다 더 낮다.

3.3  베트남 화학성분 농도 자료

세 번째 분석 자료는 Smyth et al. (2006)에서 분석한 소위 베트남 자료이다. 이 자

료는   명의 베트남인들이    가지 집단으로 나누어져있으며 각 사람마다 
머리카락 속에 들어있는 17가지 화학성분의 농도와 고차원 자료의 군집분석을 위하여 

인공적으로 추가된 네 가지 형태의 잡음 변수들로 이루어져있다. 본 연구에서는 

  개의 변수 (17 개 화학성분 농도 변수와 인공적인 50 개 정규 잡음 변수)로 

이루어진 자료를 이용하였다. 이 자료 역시    로서 집단의 수가 작지 않다.

<표 3>은  총   명의 베트남인들에 대하여 각각   차원의 PCA, 
CV, MCFA 요인점수를 사용하여 각 판별방법을 시행했을 때 교차타당성 방법에 의

한 정분류 결과를 나타내고 있다.  차원의 LDA를 제외하고는 세 가지 분류방법 
모두에서 MCFA 요인점수의 분류성능이 가장 우수하고 그 다음이 CV, 그리고  PCA

가 가장 낮았다.

차원

 축소(q)

차원

축소방법
LDA QDA

국소선형

로지스틱

1

PCA 0.4375 0.4911 0.5268

CV 0.6473 0.6205 0.6786

MCFA 0.6250 0.7009 0.6830

2

PCA 0.8036 0.8036 0.7768

CV 0.8839 0.8973 0.8795

MCFA 0.9375 0.9955 0.9955

3

PCA 0.8661 0.8482 0.7813

CV 0.9821 0.9777 0.9152

MCFA 0.9911 1.0000 0.9866

<표 3> 차원축소 방법별 베트남 화학성분 농도 자료의 정분류율

4. 결론 및 토의

유전자 발현자료나 이미지 자료 등 고차원 자료는 종종 특징변수의 수가 표본 크기
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보다 훨씬 더 많은 경우가 대부분이다. 판별분석 방법을 이용하여 이러한 고차원 자

료를 분류하고자 할 때 필연적으로 차원의 저주가 발생하여 이를 극복하여야 한다. 

본 연구에서는 PCA, CV, 공통요인 분석자 혼합모형의 요인점수 등 차원축소 방법을 

고려하였으며, 그것들을 새로운 특징변수로서 모수적 혹은 비모수적 판별분석 방법에 

사용하였을 때 어느 것이 가장 우수한 성능을 가지고 있는지 알아보고자 하였다.  두 

가지 실제 유전자 발현 자료와 잡음이 추가된 한 가지 고차원 화학 성분 자료에 적용

한 결과 공통요인 분석자 혼합모형의 요인점수를 차원 축소된 특징변수로 사용한 경

우 대부분의 차원에서 PCA나 CV보다 향상된 분류 능력을 나타내고 있음을 확인하였

다.

PCA는 성분점수를 추출할 때 집단표지(class label)에 대한 정보를 사용하지 않으

며, CV 역시 집단 내 변동에 비해 집단 간 변동이 크도록 하는 선형 결합을 유도함

으로써 각 집단의 분포 구조를 활용한 판별 정보를 추출하는데 미흡하다. 이 들에 비

해 공통요인 분석자 혼합모형의 요인점수는 각 집단 별 고차원변수 분포를 서로 다른 

평균과 공분산 구조를 갖는 요인분석 모형으로 적합시킴으로써 집단 별로 서로 상이

한 분포 구조를 갖도록 추출된 저차원의 특징변수로서 분류를 위하여 보다 효과적이

다.
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