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요  지 : WKB 방법에 의한 일차원 완경사 파랑식의 해석해를 유도하였고 이는 Porter(2003)의 해와 유사한

형태를 갖는다. 적용적 측면에서 본 해석해는 관련 수치해에 견줄 만큼 해석상의 일반성을 갖는다. 유도과정에서

해면함수로 표현된 굴절 방정식의 해도 얻었다. Bremmer 방법을 이용한 본 해석해에 대한 수치계산 결과를 제

시하였고 이들은 기존 결과와 일치한다.

핵심용어 : 완경사 파랑식, WKB 방법, Bremmer 방법, 해석해, 수치계산

Abstract : An analytical solution of one dimensional mild slope equation is derived by use of the WKB method,

which has a form similar to Porter’s solution(2003). The present solution is so general in the sense of application

that it is comparable to the corresponding numerical solutions. In the derivation we also presented the solution of

refraction equation in terms of surface displacement. Some numerical results of the present solution by use of

Bremmer’s method are presented which agree with existing numerical solutions.

Keywords : mild slope equation, WKB method, Bremmer's method, analytical solution, numerical computation

1. 서 론

해저면이 완만히 변하는 지형 위를 지나는 선형파랑의

변형은 완경사 파랑식(또는 수정 완경사 파랑식)으로 기

술할 수 있다. Booij(1983)에 의하면 완경사 파랑식은 해

저경사 1:3까지 적용할 수 있음을 밝혔으며 일부 항이 추

가된 수정 완경사 파랑식은 보다 급한 경사의 지형으로

적용성이 확장된다(Chamberlain and Porter, 1995). 한편

방조제 단면의 일반적인 경사는 1:5, 일부 방파제의 경우

1:2 경사로 건설되기 때문에 1:3 경사는 비교적 급한 것

임을 알 수 있다. 그리고 완경사 파랑식은 수정 완경사 파

랑식에 비해 다루기 쉽고(Porter, 2003) 1:10의 자연 상태

의 경사를 갖는 지형은 급한 경사로 간주될 수 있어 본

논문에서는 WKB 방법에 따른 일차원 완경사 파랑식의

해석해를 유도하고자 한다. 

완경사 파랑식과 같이 함수를 계수로 갖는 모든 2차 미

분방정식은 일차 미분항이 존재하지 않는 표준형으로 변

형할 수 있고, 이 표준형 미분방정식의 해는 지수함수의

형태로 표현할 수 있다. 만일 계수가 서서히 변하는 함수

이면 해의 지수함수에는 서서히 변하는 이 함수의 형태

가 존재하게 된다. 양자역학의 Schrdinger 방정식은 이 형

태에 속하며, WKB 방법을 사용하면 쉽게 근사해를 구할

수 있기 때문에 1920년대에 집중적인 연구가 이루어졌다

(Holmes, 1995).

완경사 파랑식은 Mei(1989)가 보인 바와 같이 Schrödinger

형태의 미분식으로 변형할 수 있다. 따라서 본 논문에서

는 WKB 방법을 적용하고 해의 유도가 보다 간단한 완

경사 파랑식을 대상으로 하며 구한 해석해에 포함된 물

리적 의미를 분석한 후에 수치계산 결과를 제시하고자 한

다. 여기서 다루고자 하는 문제는 해안선 방향으로는 지

형의 변화율이 없는 즉, Snell 법칙을 적용할 수 있는 지

형을 지나는 사각 입사파랑에 의한 변형에 대한 문제로
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이는 본질적으로는 1차원 문제이다. 

Kajiura(1961)는 WKB 방법을 이용하여 천해파랑 변형

에 대한 직교입사의 1차원 해석해를 구하였고, Mei(1989)는

Kajiura의 해의 유도과정을 재구성하였으며 Meyer(1979)

의 기법에 대해서도 소개하였다. 위의 기존 WKB 연구에

서 해를 구하는 과정은 두 단계로 구분할 수 있다. 첫째

단계에서는 천해 방정식에 지수함수 형태로 가정한 진행

파에 대한 근사해를 대입하여 축차적인 미분식을 얻고 이

를 풀어 해를 구한다. 여기서 구한 해는 반사를 무시한 천

수(또는 굴절)조건을 만족하는 해가 된다. 이로부터 반사

를 허용한 해로 확장하기 위해, 둘째 단계로 WKB의 해

에 존재하는 미지 상수를 함수로 간주하고 연속방정식과

운동방정식에 대입하여 연립 미분방정식을 구성한다. 그리고

연립 미분방정식을 풀기 위해 미지 함수를 perturbation법

으로 전개하여 축차적으로 풀어 해를 구한다.

본 논문은 기존 연구와 달리 완경사 파랑식에 WKB 방

법을 이용하여 모든 수심(kh)조건에 대한 해석해를 구하

고자 한다. 또한 해의 유도에 포함된 가정을 명시하고 관

련된 물리적 의미를 재조명함으로써 파랑변형에 대한 이

해의 폭을 넓히고자 노력하였다. 이를 위해 반사를 무시

한 WKB 해석해와 Snell 법칙과의 관련성 및 지형 변화

에 의한 반사율과 투과율의 의미를 본 해석해를 이용하

여 분석하였다. 그리고 반복적인 형태의 연안사주 지형 위

를 지나는 특정한 주기의 파랑에서 반사율이 급격히 증

가하는 Bragg resonance의 현상에 대한 의미를 재분석하

였으며 적분방정식에 의한 Porter(2003)의 해석해와의 관

계를 기술하였다.

최근 완경사 파랑식에 대한 해석해를 유도하기 위해 축

대칭과 같은 특정한 지형에 대한 연구가 수행되었다(Liu

et al., 2004; 정·서, 2006; Jung and Suh, 2007). 이들

의 해는 2차원 문제로부터 출발하나 지형이 축 대칭이므

로 본질적으로는 1차원 문제라 할 수 있다. 한편 일차원

완경사 파랑식의 경우 본 논문에서는 특정한 지형을 대

상으로 정하지 않기 때문에 본 일차원 해석해는 이에 상

응하는 수치모형의 해와 같이 모든 지형에 대해서 적용

이 가능하다. 본 논문의 해는 파수(k)와 수심(h)의 함수로

나타내지며 파수는 파랑 분산식에서 반복법으로 계산하게

됨으로 수심의 함수이다. 그래서 Mei(1989)가 보인 천해

역에서의 단순한 지형을 제외한 일반적인 지형의 경우에

대한 해를 구하기 위해 수치계산이 필요하다.

제 2절에서는 천해파에 대한 Kajiura의 방법을 임의의

상대수심 kh에 적용할 수 있을 뿐만 아니라 사각입사를

고려할 수 있도록 확장된 해를 구하는 과정을 기술하였

다. WKB 방법의 핵심인 지수함수 형태의 근사해 구성에

Keller(1958)의 방법 대신 수식 유도가 편리한 Bender

and Orszag(1978)의 방법을 사용하였다. 그리고 완경사

파랑식을 연속방정식과 운동방정식으로 분리하기 위해 Lee

et al.(1998)의 방법을 사용하였고 해의 유도과정 중 주요

사항에 대한 물리적 의미를 기술하였다. 제 3절에서는

Booij(1983)의 사면계단 지형과 일정 수심 위에 놓인 일

련의 연안사주 지형에 대한 본 해석해의 수치계산 결과

를 제시하고 그 특성을 분석하였다. 

2. WKB 해석해

완경사 해저면 위를 지나는 파랑의 변형을 지배하는 진

행파 성분만을 고려한 완경사 파랑식은 해면함수 의 식

(1)로 표현된다(Berkhoff, 1972).

(1a)

(1b)

(1c)

여기서 f는 식(1b)로 정의된 진행파 성분의 수심분포 함

수이다. 파수 k는 주기(=2π/ω)와 수심(h)이 주어지면 파

랑 분산식 (1c)에서 계산할 수 있고, C(=ω/k)는 파속, Cg

는 군속도 그리고 g는 중력가속도이다. 그리고 은 수

평좌표계에 대한 2차원 미분연산자이다.

횡방향 수심변화가 없는 경우 해면함수는 

로 분리할 수 있고 이 때 k는 x만의 함수이므로 P역시 x

만의 함수가 된다. 파수벡터의 x, y 성분을 각각 l, m이

라 표기하면 식 (1a)는 다음과 같이 1차원 미분방정식으

로 변형할 수 있다.

(2)

식 (2)에서 이 정의되었고 m은 상수로 입

사각과 수심이 주어지면 계산할 수 있다. 그러므로 주어

진 수심에서 k를 계산하고 계산된 상수 m을 이용하면 모

든 위치에서 l을 구할 수 있다.

2.1 반사를 무시한 WKB 해

식 (2)를 WKB 방법을 적용하기 위한 미분방정식으로
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변형하기 위해 서행 좌표 를 도입한다. 여기서 매

개변수 μ는 완경사 파랑식의 조건인 수심이 완만하게 변

하여 한 파장당 파랑변형의 크기가 작은 조건 즉 μ =

의 의미로 국한할 수 있으나 일반적으로는

임의의 값을 가질 수 있다. 서행 좌표를 사용하여 식 (2)

를 변형하면 식 (3)을 얻을 수 있다.

(3)

최고 차수에 매개변수를 갖는 식 (3)은 WKB 방법을

적용할 수 있는 미분방정식의 형태이다. 식 (3)의 근사해

를 구성하는 방법은 Keller(1958)에 의한 식 (4a)과 Bender

and Orszag(1978)의 식 (4b)를 각각 사용할 수 있다. Keller의

전개는 해면함수를 미지함수인 진폭 A와 위상 S의 곱으

로 구성하여 이 근사해를 미분방정식 (3)에 대입하면 미

분에 의해 생성되는 항이 많아져 유도과정이 복잡해진다. 반

면에 식 (4b)에는 해면 미지함수가 S만으로 표현되어 미

분 시에 수식 전개가 더 용이하게 된다. 따라서 본 연구

에서는 식 (4b)를 근사해로 사용한다.

(4a)

또는

(4b)

식 (4b)에 존재하는 또 다른 매개변수 δ는 식 (4a)에서

와 같이 μ를 사용할 수도 있으나 이는 근사해의 표현을

일반화하기 위한 것이다. 그리고 이는 뒤에 보인 바와 같

이 근사해를 미분방정식에 대입하여 축차적으로 풀 때 결

정된다. 식 (4b)를 식 (3)에 대입하여 정리하면 근사해에

존재하는 지수함수가 미분방정식의 모든 항에 나타나므로

이 방법은 선형 방정식의 근사해를 구하는 데 유용하다. 지

수함수는 항상 0보다 크므로 이를 제거하면 식 (5)가 된다.

(5)

식 (5)로 전개된 선두 항의 비교로부터 매개변수를 포

함하는 항의 크기는 1이 되어야 하므로 δ = iμ를 얻게 된

다. 이를 대입하여 μ의 멱승에 대해 축차적으로 정리하면

식 (6)을 얻을 수 있다.

(6)

...

WKB 이론에서는 식 (6)에 존재하는 첫 식은 해의 위상

에 관련된 eikonal 식, 둘째 식은 해의 크기 변화를 나타

내는 운송식(transport equation)으로 각각 불린다(Bender

and Orszag, 1978). 이를 풀면 식 (7)을 얻을 수 있으며

해에 포함된 미지상수를 감안하면 S
1
의 계산에는 S

0
의 부

호 가운데 +만을 취할 수 있다.

(7)

식 (7)을 식 (4b)로 정의한 해면함수에 대입하여 O(μ
1
)

까지고려한 해는 식 (8)이 된다.

(8)

완경사 파랑식은 2차 미분방정식이므로 해에는 2개의 미

지상수를 포함하게 되고, 식 (8)에 존재하는 미지상수 c
1
, c

2

는 경계조건이 부여되면 계산할 수 있다. 식 (1)에서 시

간의존 성분은 exp(-iωt)로 가정하였기 때문에 여기서 c
1

은 x축의 양의 방향으로, c
2
는 음의 방향으로 각각 진행

하는 파랑의 상수로 이 미지상수를 로 나눈 값이 진

폭이다.

식 (8)의 해는 횡방향의 지형변화가 없는 완경사 지형을

지나는 파랑변형 가운데 반사를 무시한 경우가 된다. 반

사를 무시하면 파랑은 입사조건에 의해서만 결정되므로 식

(8)에 존재하는 미지수는 좌우 각각의 입사조건에 의해서

결정된다. 이러한 조건 아래서 식 (8)이 굴절방정식의 해

와 동일함을 입증하기 위해 식 (8)의 완경사 파랑식의 해

에 매개변수를 μ = 1로 정하고 x축의 양의 방향으로만 진

행하는 파랑만을 고려한다.
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(9a)

식 (9a)에 존재하는 항들은 앞에서 정의된 P = CCg/g,

C = w/k, l = kcosθ이며 파향 θ는 파향선이 x축과 이루는

각이다. 한편 횡방향의 지형변화가 없는 완경사 지형 위

를 지나는 파랑은 반사를 무시하는 경우에는 Snell 법칙

이 성립함으로 식 (9b)을 이용하여 파향과 파고(H)를 계

산할 수 있다(Dean and Dalrymple, 1984).

(9b)

식 (9b)에서 첨자 1, 2는 임의의 두 지점에서 계산한 값을

의미한다.

식 (9a)에서 파랑의 에너지를 계산하기 위해 절대값을

취하면 진폭이 얻어진다. 이를 자승한 값에 군속도 벡터의 x

성분을 곱한 에너지 이송량 은 이

되어 일정함으로 에너지 보존식을 만족한다. 한편 식 (9a)

에서 진폭을 파고로 변환하기 위해 2를 곱한 후 에너지

보존결과를 두 점에서 적용하면 식 (9b)의 둘째 식을 얻

게 된다. 그리고 횡방향의 파수(m = ksinθ)는 일정함으로

파향 계산은 식 (9b)의 첫째 식과 같다.

결국 식 (9a)는 Snell 법칙에 의해 변형된 파랑의 파고

와 파향을 해면함수로 표현한 것이며 서(2007a)는 포물형

근사식을 유도하기 위해 식 (9a)를 사용하였다. 위에 보

인 x축의 양의 방향으로 진행하는 파랑의 식 (9a)가 에너

지 보존식을 만족함과 같이 식 (8)의 우변 둘째 항인 음

의 방향으로 진행하는 파랑도 에너지 보존식을 만족함을

보일 수 있어 이를 중첩한 식 (8)로 주어진 해면함수도 역

시 에너지 보존법칙을 만족한다.

2.2 반사를 고려한 해

파랑의 반사를 무시한 경우의 해인 식 (8)을 반사를 고

려한 해로 확장하기 위한 과정을 기술하기로 한다. 파랑

은 수심이 변함에 따라 일부 에너지가 반사되고 나머지

는 투과되는 변형과정을 겪는다. 수심이 변하는 지역을 지

나는 파랑의 변형은 이 일련의 변형과정이 복합적으로 이

루어져 발생한 최종적인 결과이다.

이 과정을 수식화하기 위해서는 식 (8)에 존재하는 미

지 상수를 미지 함수로 확장하는 것이 필요하며 이를 정

하기 위해 두 개의 식이 요구된다. 기존 연구(Kajiura,

1961)에서는 천해 연속방정식과 운동방정식을 사용하여 미

지 함수에 대한 관계식을 구성하였다. 이는 Bremmer

(1951)의 방법과 유사하며 본 논문에서는 Lee et al.(1998)이

제시한 완경사 파랑식과 관련된 연속방정식과 운동방정식

을 이용한다.

해면에서의 속도포텐셜 과 해면함수 η의 시

간의존 함수 는 선형 동력학 경계조건

으로부터 식 (10)을 만족한다.

 on z = 0 (10)

완경사 파랑식을 해면에서의 시간의존 속도포텐셜로 나

타내기 위하여 식 (2)에 시간성분 -(ig/ω)exp(-iωt)를 곱해

식 (10)을 이용하면 식 (11)을 얻을 수 있다.

(11)

시간 성분을 포함하는 부피 이송량(volume flux)에 비

례하는 를 Lee et al.(1998)와 같이 정의한다. 

(12)

식 (12)의 에 대해 Copeland(1985)는 “물 입자의 속

도(particle velocity)를 수심 적분한 값”으로 표현하여 이

는 천해에서의 부피 이송량임을 밝혔다. 이를 보이기 위

해 변수 P의 천해 근사는 수심 h가 되고 천해에서의 유

속 은 수심의 깊이에 따라 변하지 않고 일정함으

로 결국 식 (12)는 부피 이송량이 된다. 하지만 모든 수

심조건에 대한 해를 구하고자 하는 본 논문의 관점에서

해석할 때 식 (12)는 부피 이송량의 함수라고 표현하는 것

이 적절하다.

완경사 파랑식과 관련된 연속방정식을 얻기 위해 식

(12)를 식 (11)에 대입하여 식 (13a)과 같이 변형한다.

(13a)

그리고 완경사 파랑식과 관련된 운동방정식을 얻기 위

해 식 (12)를 시간 t에 대해 미분한 후 식 (10)을 대입하

면 식 (13b)를 얻을 수 있다.

(13b)

식 (13)에서 시간의존 성분을 분리하면 연속방정식과 운
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동방정식에 해당하는 식으로 분리된 각각의 식 (14)를 얻

는다.

(14a)

(14b)

반사를 무시한 경우 WKB 방법으로 구한 식 (8)에는

미지 상수가 존재한다. 그러나 부분반사를 허용하게 되면

식에 존재하는 미지 상수는 국지적인 반사에 의해 변하

게 됨을 유추할 수 있다. 이를 고려하여 Bremmer(1951)

와 같이 이들을 미지함수 E(x)와 F(x)로 확장한다.

(15)

여기서 위상함수는 를 의미한다. 그리고 식

(14b)와 식 (15)로부터 Q의 성분을 O(μ
0
)까지만 취하면

다음과 같이 된다.

(16)

미지함수 E(x)와 F(x)의 관계식을 얻기 위해 또는 식

(14)에 대입하기 위하여 식 (15)와 (16)를 미분하면 식

(17)을 각각 얻는다.

 

 (17a)

   

    (17b)

식 (17)를 식 (14)에 대입하여 정리하면 연립 미분방정식

(18)를 얻게 된다.

(18)

그리고 식 (18)의 연립 방정식을 풀면 식 (19)를 얻을

수 있다.

(19)

결국 WKB 방법에 의해 반사를 허용하는 파랑변형을 지

배하는 식 (19)는 미지함수가 상호 연계된 비교적 간단한

1차 미분식의 형태를 보인다.

식 (19)의 연립 미분방정식에 천해조건을 적용하면 기

존 연구의 결과와 같게 된다. 이를 보이기 위해 직교입사

에서는 파수의 x성분 l은 파수 k로 바뀌며 변수 P의 천

해 근사는 수심 h가 된다. 그러므로 이러한 조건 아래서는

Pl kh이고 에 대한 미분을 풀어쓰면 식 (19)는 Mei(1989)

제 4장의 식 (5.13)이 된다.

식 (19)에는 매개변수 μ가 존재함으로 이를 축차적으

로 풀기 위해 미지함수들을 식 (20)과 같이 μ에 대해 전

개한다.

(20)

이를 식 (19)에 대입하고 μ의 멱승에 대해 정리하면 식

(21)를 얻을 수 있다.

(21)

식 (21)의 첫째 식을 풀면 O(μ
0
)의 미지함수는 상수인 것

을 알 수 있고 이 상수를 포함하여 상위 차수에 대한 미

지함수 En, Fn는 경계조건으로부터 계산할 수 있다.

2.3 경계조건 

완경사 파랑식 (2) 또는 이를 WKB 방법으로 유도한

연립 1차 미분식 (21)을 풀기 위해 2개의 경계조건이 필

요하다. 본 논문에서는 지형을 3개의 구역으로 나누어 중

간 구역에서는 지형이 변하나 이 외측의 구역에서는 수

심이 일정한 경우로 가정한다. 앞에서 유도한 식은 파랑

이 좌우측의 양방향에서 입사하는 일반적인 경우이나 여

iωη
ω

2

gPl
2

-----------
dQ

dx
-------=

iωQ gP
dη

dx
------=

η x( ) E x( )e
iS x( ) μ⁄

Pl
--------------- F x( )e

iS x( ) μ⁄

Pl
---------------+=

S x( ) l ξd
x

∫=

Q x( ) g Pl

ω
------------ E x( )eiS μ⁄

F x( )eiS μ⁄
–[ ]=

dη

dx
------

μ

2 Pl
------------–

d Plln( )
dx

------------------ Ee
iS μ⁄

Fe
iS μ⁄

+( )=

il

Pl
--------- Ee

iS μ⁄
F– e

iS μ⁄( )+

+
1

Pl
---------

dE

dx
------e

iS μ⁄ dF

dx
------e

iS μ⁄
+⎝ ⎠

⎛ ⎞

dQ

dx
------- g

ω
----

Pl( )1 2⁄

2
----------------

d Plln( )
dx

------------------μ Ee
iS μ⁄

F– e
iS μ⁄( )=

 
g

ω
---- Pl( )1 2⁄ dE

dx
------e

iS μ⁄ dF

dx
------e

iS μ⁄–
–⎝ ⎠

⎛ ⎞+

+
igl

ω
------ Pl( )1 2⁄

Ee
iS μ⁄

Fe
iS μ⁄

+( )

dE

dx
------e

iS μ⁄ dF

dx
------e

iS μ⁄
–

μ

2
---–

d Plln( )
dx

------------------ Ee
iS μ⁄

Fe
iS μ⁄

–( )=

dE

dx
------e

iS μ⁄ dF

dx
------e

i– S μ⁄
+

μ

2
---

d Plln( )
dx

------------------ Ee
iS μ⁄

Fe
iS μ⁄

+( )=

dE

dx
------ μ

2
---

d Plln( )
dx

------------------Fe
2i– S μ⁄

=

dF

dx
------ μ

2
---

d Plln( )
dx

------------------Ee
2iS μ⁄

=

~– x

E E
0

μE
1

μ
2
E
2

....+ + +=

F F
0

μF
1

μ
2
F
2

....+ + +=⎩
⎨
⎧

μ
0
:
dE

0

dx
---------

dF
0

dx
--------- 0= =

μ
0
:

dEn

dx
--------- d

dx
----- Pl( )1 2⁄

ln Fn 1–
e
2iS μ⁄

=

dFn

dx
--------- d

dx
----- Pl( )1 2⁄

ln En 1–
e
2iS μ⁄

 n, 1 2 ..., ,= =

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧



466 서 승 남

기서는 입사파랑은 좌측에만 존재하는 경우로 한정한다.

그래서 좌측의 구역을 입사구역(1 구역), 우측의 구역을

투과구역(2 구역)으로 표기하고 이 구역에서의 수심 h
1
,

h
2
는 일정하고 구역의 경계점 x

1
, x

2
은 수심이 일정한 곳

에 각각 위치한다.

해석에 진행파만을 사용하는 경우 수심이 일정한 구역

1(또는 구역 2)의 어느 점에 경계점 x
1
(또는 x

2
)이 위치하

든 물리적 특성인 반사율과 투과율은 동일해야 한다. 식

(1)의 유도에서는 진행파만을 고려하였기에 이들의 특성

은 경계점의 위치에 따라 변하지 않을 것을 예상할 수 있

다. 이에 대한 검토 즉 경계점 위치에 따른 반사율과 투

과율에 대한 계산의 영향은 해를 구한 뒤에 기술하기로

한다. 한편 억류파(non-propagating waves)를 포함하는

경우에는 억류파의 영향으로 진행파의 크기가 달라져 영

향을 받게 된다(서, 2008).

기존의 연구에서는 경계조건을 분명히 나타내지 않았

기 때문에 WKB 방법으로 해를 구하는 과정이 정연하지

않았다. 그래서 본 논문에서는 경계조건을 명시하고 여기

에 파생된 모든 미지함수를 WKB 방법으로 전개함으로

써 체계적으로 해를 구하고자 한다. 입사 경계점에서 반

사율을 R, 투과 경계점에서 투과율을 T라 표기하여 경계

조건을 해면함수로 표현하면 식 (22)로 나타낼 수 있다

(Porter, 2003).

(22a)

(22b)

여기서 첨자 1과 2는 구역을 의미한다. 입사점에 파봉이

위치하도록 정의된 식 (22)를 미분하여 각 경계점에서의

값을 연관시키면 다음 경계조건을 얻을 수 있다.

 (23a)

 (23b)

여기서 이다. 한편 반사율과 투과율의 관계

식으로 나타내기 위해 식 (23)을 변형하면 식 (24)가 된다.

(24a)

 (24b)

식 (15)에 존재하는 미지함수를 정하기 위해 경계조건

식 (23)과 (24)에 식 (15), (17a) 그리고 (18)를 대입하여

정리하면 식 (25)와 (26)을 얻을 수 있다. 경계점 x
1
에서

는 식 (25)를 얻을 수 있고

(25)

그리고 경계점 x
2
에서는 식 (26)을 얻는다.

(26)

위 식들로부터 반사율은 미지함수 F(x
1
)에 의해, 투과율은 E(x

1
)

에 의해 각각 결정되며 위상함수인 ,

를 각각 의미한다. 식 (25)와 (26)에 미지함수

의 전개식 (20)을 대입하면 μ의 멱승에 대한 축차적인 식

(27)을 얻고 이는 미분방정식 (21)의 경계조건이 된다.

(27)

식 (21)로부터 E
0
와 F

0
는 상수이므로 이와 관련된 식

(27)의 항들의 성립구간은 정의구역 전체로 확장된다.

식 (21)을 x
1
에서 x까지의 구간에 대해 적분하고 x

1
에

대한 경계조건 식 (27)을 이용하면 식 (28)을 얻을 수

있다.

,

n = 1,2,... (28)

식 (28)을 경계점 x
2
에서 계산하고 x

2
에 대한 경계조건 식

(27)을 이용하면 식 (29)를 얻게 된다.

,

n = 1,2,... (29)

그리고 식 (21)과 (27)에서 가 되므로 식 (28)

과 (27)로부터 다음 식이 얻어진다.

, n = 0,1... (30)

마지막으로 반사율 R과 투과율 T도 μ의 멱급수로 다

음과 같이 전개한다.
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(31)

이를 식 (25b)와 (26b)에 대입하고 식 (20)과 (27)을 이

용하여 μ의 멱승에 대해 축차적으로 정리하면 식 (32)를

얻을 수 있다.

(32a)

(32b)

반사율과 투과율에 대한 식 (32)를 계산하기 위해서는

경계점에 관한 식 (29)에 존재하는 적분을 계산하여야 한

다. 이를 위하여 식 (29)의 피적분 함수 가운데 일부인

kernel을 식 전개의 편의를 위해 식 (33)으로 정의한다.

(33)

식 (33)은 지수함수로 표현된 빠른 진동을 나타내는 위상

을 갖는 파형이 서서히 변하는 함수에 의해 변조(modulation)

된 두 부분의 곱이다. 변조함수는 미분 형태로 Pl의 변화

율이 없는 즉 수심이 일정한 지점에서는 그 값이 0이 된

다. 한편 변조부분은 실수이므로 kernel G의 공액함수 G*

는 위상함수에 (-) 부호를 갖게 된다. 그리고 식 (33)을 식

(29)에 대입하고 위에서 구한 경계조건을 이용하면 경계

점에서의 미지함수는 식 (34)가 된다.

, n = 1,2,... (34)

이 순환식 (34)를 사용하여 경계점에서 모든 미지함수

를 계산할 수 있고 이를 식 (32)에 대입하면 μ의 멱승별

반사율과 투과율을 계산할 수 있다. 계산된 차수별 반사

율과 투과율을 식 (31)에 대입하면 최종 반사율과 투과율

이 계산된다. 한편 해면함수를 계산하기 위해서는 식 (29)

와 (28)을 이용하여 적분함으로써 차수별 미지함수를 계

산하고 이를 식 (20)에 대입하면 최종 미지함수가 계산된

다. 그리고 계산된 미지함수를 식 (15)에 대입하면 임의

점에서의 해면함수를 계산할 수 있다.

2.4 선두 투과율과 반사율

본 연구에서 유도된 해는 수렴이 빠르며 이는 다음 절

에서 보이기로 하고 여기서는 해의 선두 항만을 고려하

여 이에 포함된 물리적 의미를 검토하기로 한다. 지점 2

에서의 선두 투과율은 식 (32b)로부터 식 (35)가 되며 선두

반사율은 식 (32a)에서 0으로 주어진다. 여기서 Mei(1989)와

같이 매개변수는 μ = 1로 설정하였고 이 후부터는 이

값을 사용한다.

(35)

식 (35)는 지형이 아주 완만하여 반사가 무시된 경우의 해로

이 경우 지점 2에서 파고를 입사파고로 나눈 투과율은 천수

계수 와 굴절계수 의

곱으로 표현되어서 Snell 법칙으로 구한 파고와 동일하다. 그

리고 지점 2에서의 위상은 파수의 x성분을 입사점(x
1
)에

서 지점 2(x
2
)까지 적분한 값이 된다. 그러나 이는 지형

변화 구역을 고려하지 않은 투과율이므로 지형변화에 의

한 첫 투과율은 O(μ
2
)에서 나타난다.

다음 차수인 O(μ)을 고려하면 투과율은 식 (30)과 (32b)로

부터 0으로 주어지나 식 (34)를 이용한 반사율은 식 (36)

이 된다.

(36)

식 (36)은 Porter(2003)가 유도한 반사율의 선두 항과 동

일하고 이에 대한 물리적 의미는 다음과 같다.

식 (36)의 반사율은 정의구역에 대한 적분이므로 정의

구역을 다수의 미소구간으로 나누어 계산한 구간 반사율

을 더한 값으로 근사할 수 있다. 정의구역 내의 미소구간

[x, x+Δx]에서의 구간 반사율은 식 (33)으로 정의된 피적

분 함수 G*의 구간 평균값에 미소거리 Δx를 곱한 값이

다. 그리고 G*의 평균값은 군속도 성분에 비례하는 Pl의

제곱근에 log를 취한 값의 평균 변화율과 위상의 곱이며

이 때 위상은 입사점(x
1
)에서 평균 변화율의 계산지점(x)

까지 파수 x성분을 적분한 값의 2배가 된다.

군속도 성분의 변화율이 없는 구간 즉 수심의 변화율

이 없는 구간에서는 값이 0이 되어 이 구간은 최종 반사

율에 기여하지 않는다. 한편 구간 반사율은 G*의 절대값
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이 0이 아니라도 여기에 위상이 곱해져 결국 구간 위상

에 의해 반사율 기여도가 변경된다. 그래서 구간 위상이

상이함에 의해 동일한 입사 파랑조건 아래서도 지형의 형

상에 따라 국지 반사율이 증가 또는 감소하며 이들을 합

한 것이 최종 반사율이 된다. 그러므로 반사율은 파랑과

지형의 특성에 따라 달라지며 연안사주(ripple) 지형과 같

이 주기성을 갖는 지형에서는 어느 특정한 주기의 파랑

에서 반사율이 뚜렷이 커지는 Bragg scattering이 발생하

게 된다.

Bragg scattering을 본 해석해와 연관하여 해석하기 위

해 설명이 간단한 입사 경계점이 x
1
=0에 위치하는 직교

입사의 경우를 상정한다. 입사점에서 x까지의 평균 파수

를 ka(≡2π/La)라 하면 구간 반사파의 위상은 2ka(x-x
1
)가

되며 두 점간의 거리의 2배인 2(x-x
1
)가 평균 파장 La의

정수(integer) 배가 되면 입사점에 파봉이 위치한다. 주기

성을 갖는 지형에서 한 주기의 지형에 의한 반사파의 위

상이 파봉이 되면 나머지 지형에서 생성되는 반사파의 위

상도 기준점에서 파봉이 되어 결국 반사율이 증폭되는

Bragg scattering이 발생한다.

이제 입사 경계점의 위치에 따른 반사율과 투과율의 영

향을 검토하기로 한다. 구역 1과 구역 3의 지형상의 경계

점을 에, 구역 2와 구역 3의 지형 경계점은

x=xb(x2≥xb)로 정한다. 그러면 식 (36)의 오른쪽 적분은 위

에 기술한 바와 같이 수심이 일정한 구간에서는 함수 G*

가 0이므로 식 (37)로 변형할 수 있다.

(37)

여기서 l
1
은 수심이 일정한 구역 1에서 파수의 x성분으로

구간[x
1
, 0]에서의 위상 적분은 해석적으로 계산되고 이는

상수이다. 만일 의 경우에는 수심이 일정함으로 β(x)=0이

고 구간 (0, xb)에 존재하면 상한은 x가 된다. 이를 수식

으로 나타내면 식 (38)이 된다.

(38)

식 (38)로부터 x>0이면 입사점으로부터 지형 경계점 0까

지의 위상은 상수인 공통인수를 가진다. 한편 반사율과 투

과율은 크기이므로 이 공통인수의 위상은 반사율 또는 투

과율에 영향을 주지 않는다. 따라서 정의구역의 경계점 위

치설정에 따른 반사율과 투과율은 이들의 위치가 해당 구

역 내 어떤 점에 위치하든지 동일하므로 위치설정에 따

른 반사율과 투과율은 변하지 않는다.

3. 수치계산

본 절에서는 제 2절에서 유도한 해석해를 구체적인 지

형에 적용하여 반사율을 계산하고 이를 기존 결과와 비

교하였다. 앞에서 기술한 바와 같이 μ=1을 사용하고 해

에 포함된 적분은 수치적분으로 계산하였다.

3.1 수치계산 기법

본 해석해는 축차적인 적분식인 식 (28)에서 원하는 차

수까지의 미지 함수를 계산하고 이를 식 (20)에 대입하여

미지 함수 E, F를 구한 뒤 이를 다시 해면함수 식 (15)

에 대입함으로써 얻어진다. 축차적인 미지 함수는 상호 연

계되어 있고 경계조건에서 얻은 초기 값으로부터 순차적

으로 계산할 수 있다. 미분방정식의 해인 식 (28)을 식

(33)으로 정의한 kernel G로 표기하면 식 (39a)가 되고

경계조건과 관련된 식 (27)과 (30)을 묶으면 식 (39b)가

된다.

, n=1,2,... (39a)

(39b)

식 (39)의 적분을 체계적으로 계산하기 위해 식 (38)에 보

인 함수와 같이 βn(x)를 식 (40)으로 정의한다.

(40)

여기서 첨자 *는 공액 복소수(complex conjugate)이다. 식

(39)를 풀어쓰고 식 (40)을 이용하여 정리하면 미지함수들은
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식 (41)과 같은 순환식으로 간단히 나타낼 수 있다.

                                    , n=1,2,... (41)

식 (41)을 경계점 x
1
과 x

2
에서 계산한 값을 이용하면 식

(32)로부터 반사율과 투과율을 계산할 수 있다. 그리고

Fn(x1)은 식 (27)과 (41)로부터 계산한다.

(42a)

      , n=1,2,... (42b)

식 (42)에 존재하는 반사율과 투과율은 복소수이며 이들

의 계산을 위해 식 (40)으로 정의 된 함수가 먼저 계산

되어야 한다.

해저면이 변하는 구간의 시점 x=0와 종점 x=xb에 nl+1

개의 등간격 격자점을 위치시키고 좌우에 nf개의 격자점을 각

각 설정하여 정의구역에서 격자점의 총수는 2nf+nl+1개

로 구성한다. 그리고 점 x=0의 격자번호를 j=0, x=xb를

j=nl로 각각 나타내면 x
1
과 x

2
의 격자번호는 각각 -nf,

nf+nl가 된다. 함수 βn(x)을 계산하기 위해 사다리꼴 적분

식을 사용하면 식 (43)이 된다. 그리고 nf는 1 이상의 값

을 가져야 한다.

, n = 1,2,...

(43)

3.2 에너지 보존식

여기서 다루는 파랑변형에는 마찰에 의한 손실이 없기

때문에 파랑의 에너지를 Ew로 표기하면 에너지 보존식은

으로 주어진다. 식 (42)는 축차적으로 반사

율과 투과율을 구하기 때문에 처음 몇 차수까지 에너지

가 완벽하게는 보존되지 않는다. 에너지 보존식을 경계점

에 대한 값으로 나타내면 에너지 보존식 (44)를 얻는다.

이 식은 수치계산의 검증에 사용하였다.

(44)

3.3 사면계단 지형에 대한 계산결과

Booij(1983)가 수치실험에 사용한 사면계단 지형은 입

사구역의 수심은 0.6 m, 투과지역의 수심은 0.2 m로 고정

되었으나 경사구간의 폭은 변수이다. 사용된 파랑의 주기는

2초로 이 경우의 상대수심 조건은 입사구역 ,

투과지역 로 전이구역에 해당된다.

Booij의 실험에 대한 본 해석해의 반사율과 투과율을 계

산하여 Fig. 1에 나타내었다. 그림에서 횡축은 사면경사, 종

축은 반사율 또는 투과율이고 수심이 일정한 구역에 각
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각 10개 그리고 사면구역에 60개의 격자점을 사용한 결

과이다. 일점 쇄선은 유한차분법에 의한 결과(서, 2007b)

이고 점선은 식 (42)에서 첫 하나의 계산 값을 의미하고

실선은 5번까지 계산한 값을 합산한 것이다. 그림의 해상

도에서는 경사 1:0.4 이하의 모든 계산 값이 일치한다.

경계점 위치에 따른 실험의 결과는 제 2절의 이론과 같

이 경계점의 위치에 관계없이 동일하였다. 식 (42)에서 알

수 있듯이 반사율과 투과율은 동일 차수에서 계산되지 않

기 때문에 식 (44)의 에너지보존 검증은 현재와 이전 값으

로 계산하였다. 소수점 아래 5자리에서 반올림한 에너지보

존 값은 4번째부터 1이 되었고 반사율과 투과율은 3번째 합

산부터 동일하여 본 경우에는 빠른 수렴을 보였다. 

3.4 연안사주 지형에 대한 계산결과

Fig. 2는 Davies and Heathershaw(1984)의 연안사주

실험에 대한 하나의 결과로 일정한 평균수심에 설치된 사

주의 개수는 4개이고 사주의 진폭과 수심의 비는 0.32이

다. 그림의 횡축은 사주 파장의 2배와 파랑의 파장의 비

(2kwave/kripple)로 이 비가 정수이면 상호 간섭에 의한 증폭

(resonant reflection)이 발생하고 종축은 반사율과 투과율

이다.

그림은 수심이 일정한 구역에 각각 10개 그리고 사주

한 파장 당 50개의 격자점을 사용한 결과이다. 일점 쇄선

은 유한차분법에 의한 결과(서, 2007b)이고 점선은 식

(42)에서 첫 하나의 계산 값을 의미하고 실선은 8번까지

계산한 값을 합산한 것이다. 그림의 해상도에서는 유한차

분 결과와 본 결과의 모든 계산 값이 일치한다.

여기서 하나의 계산 값은 반사율의 경우에는 입사 파

랑이 사주의 우측 끝에서 반사되어 좌측으로 진행하여 입

사 경계점을 지난 반사파의 크기의 비를 의미한다. 한편

투과율은 반사를 무시한 투과율에 입사 파랑이 사주를 통

과하여 투과 경계점을 지난 파랑의 투과율을 합한 것이

다. 가장 큰 증폭비를 보이는 구역을 제외하면 이들도 8

번까지 내부 간섭에 의한 변형과 거의 같다.

이 경우 소수점 아래 5째 자리를 기준한 수렴속도는 상

대적으로 늦어 에너지보존 값은 18번째부터 1이 되었고 반

사율과 투과율은 10번째 합산부터 동일한 값을 보인다. 특

히 증폭비가 가장 큰 부근에서 수렴이 늦은 것으로 나타났다.

4. 결 론

수심이 변하는 지역 위를 지나는 파랑의 변형에 대해

WKB 방법으로 구한 반사율(또는 투과율)은 에너지 전파

속도에 비례하는 항의 미분과 위상함수의 곱을 수심변화

구간에 대해 적분한 식으로 구성된다. 따라서 반사율과 투

과율은 수심변화 구역의 지형 특성을 반영하게 되고 또

한 파랑의 주기가 영향을 주기 때문에 파랑특성에 따라

변한다.

WKB 방법에 의한 완경사 파랑식의 해석해는 축차적

으로 표현되어 각 단계의 반사율은 투과지역 지형 경계

점에서 단계 수만큼 반사된 반사율을 의미하고 투과율은

이와 동등한 의미를 갖는 투과율이다. 그러므로 각 단계

의 값들은 전 단계의 값보다 작게 되어 이들의 총합인 최

종 반사율과 투과율은 수렴한다.

일차원 완경사 파랑식에 대한 본 해석해는 임의 지형

에 적용할 수 있어 적용성에서는 수치모형과 동등하다. 한

편 해는 파수의 적분형태로 주어져 임의 지형에서는 수

치적분이 필요하고 본 해의 결과는 기존 결과와 일치한

다. 유사한 Porter(2003)의 해와 비교분석, 2차원 문제에

대한 확장 그리고 보다 적용성이 넓은 수정 완경사 파랑

식에 대한 해석해를 유도하기 위한 연구가 필요하다.
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