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요 지 : 단일 계단지형에 대한 반사파와 투과파의 해를 이용하여 다중 계단지형에서의 파랑변형을 계산할 수

있는 새로운 산란체법의 모형을 구성하였다. 산란체법의 근사해를 보다 정밀한 Kirby and Dalrymple(1983)이 제

시한 EFEM의 해와 비교검증하였다. 진행파만의 근사에서는 산란체법과 EFEM의 해는 동일하다. 계산된 반사율

과 투과율에 대한 위상의 경우 억류파를 포함한 산란체법의 해는 진행파만의 근사해보다 훨씬 우수하다. 억류파

의 영향이 감소할수록 산란체법의 해는 EFEM의 해로 접근한다.

핵심용어 : 파랑변형, 다중 계단지형, 고유함수 전개법, 산란체법, Galerkin방법

Abstract : Based on reflected and transmitted waves by a single step bottom, a new model of scatterer method

is constructed which can be used to calculate wave transformation over a multi-step topography. The approxi-

mate results are tested by comparison with the more accurate results obtained from EFEM presented by Kirby

and Dalrymple(1983). In the case of plane-wave approximation, solutions of the scatterer method and the EFEM are

the same. Results obtained by the scatterer method with non-propagating modes are much better, in terms of phase

for the calculated reflection and transmission coefficients, than those by plane-wave approximation. As the effect of

non-propagating modes decreases, solutions of the scatterer method become closer to those of the EFEM.

Keywords : wave transformation, multi-step topography, eigenfunction expansion method, scatterer method,

Galerkin method

1. 서 론

단일 계단지형은 입사 파랑을 반사파와 투과파로 분리

하는 특성을 갖기 때문에 이를 산란체(scatterer)로 규정할

수 있다. 한편 다중 계단지형은 여러 개의 단일 계단지형

으로 분리할 수 있고 만일 선형 파랑을 대상으로 하는 경

우 이는 다중 계단지형에서 발생하는 파랑변형은 단일 계

단지형의 파랑변형과 연관시킬 수 있음을 암시하므로 본

논문에서는 이 관계를 규명하고자 한다.

두 개 이상의 산란체가 존재하면 산란체간의 상호작용

인 간섭이 존재하고 이로 인해 파랑변형은 복잡하게 된

다. 산란체의 개수가 증가함에 따라 복잡성도 증가하게 되

나 이에 내재된 물리 현상은 두 개의 산란체에 대해

Mei(1989)가 기술한 바와 같기 때문에 비교적 단순하다. 따

라서 본 논문에서는 단일 산란체에 포함된 물리 현상을

바탕으로 다중 산란체에 의한 파랑변형을 해석함으로써 파

랑 변형과정의 이해 폭을 넓히고자 한다.

단일 계단지형의 파랑변형은 1960년대에 집중적으로 이

루어졌다. 계단지형에서는 수심이 구역별로 일정함으로 고

유함수 전개법(EFEM, eigenfunction expansion method)

을 사용할 수 있고 경계면에서 정합조건을 이용하여 연

립방정식을 구성한다. 연립방정식에 포함된 고유함수의 개

수를 증가시키면 엄밀해로 수렴하기 때문에 많은 연구자

의 관심을 끌었다. Lamb(1932)은 천해역에서 진행파만을

이용하여 단일 계단지형에 직교 입사파랑에 의한 반사율

과 투과율을 계산하였고 Takano(1960)는 억류파(evanescent
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wave)를 포함한 해로 확장하였다. 한편 Newman(1965)은

경계면에서 미지유속을 도입하고 정합조건을 이용한 적분

식을 구성하여 직교 입사파랑에 대한 해를 구하였다.

Miles(1967)는 Newman의 적분식에 variational 방법으로

변형한 적분식을 구성하여 사각입사 파랑에 대한 해를 유

도하였다. Evans(1975)는 Miles의 방법을 흐름이 존재하

는 심해역에 적용하여 사각 입사파랑에 대한 해로 확장

하였다.

두 개의 단일 계단지형으로 구성된 Trench에 대한 직

교 입사파랑의 해를 Lee and Ayer(1981)는 transform

방법으로 구하였다. Miles(1982)는 등각사상을 이용하여

정의구역을 직사각형으로 변형하여 직교입사에 대한 해와

variational 방법으로 사각 입사에 대한 해를 구하였다.

Kirby and Dalrymple(1983, 이후 KD로 표기)은 Takano

의 방법을 이용하여 사각 입사파랑의 해를 구하였으며

Galerkin 방법의 하나인 이 방법을 본 논문에서 사용하고

자 한다. 그리고 Kirby et al.(1987)은 KD의 방법을 이

용하여 흐름이 존재하는 Trench에서의 사각 입사파랑의

해로 확장하였다.

임의 형태의 지형을 다중 계단지형으로 모사하고 이 지

형에 대한 해를 구하기 위한 방법이 시도되었다. Galerkin

방법에 의한 EFEM을 다중 계단지형에 적용하면 상당한

크기의 연립방정식을 풀어야하기 때문에 Devillard et al.

(1988)는 2×2의 단위 연립방정식으로 구성되는 Miles(1967)

의 산란행렬을 변형한 변환행렬을 도입하여 축차적으로 파

랑변형의 해를 구하는 기법을 제시하였다. O'Hare and

Davies(1992)는 위의 변환행렬을 이용하여 연안사주 지형

에 대한 직교 입사파랑의 수치해를 구하였다. 연안사주 하

나를 200개의 단일 계단으로 구성하여 연안사주가 2개, 4

개 그리고 10개인 각각의 경우에 대해 직교 입사파랑의

수치해를 구하였고 수리실험의 결과와 수치해는 대체적으

로 일치한다. 한편 Bender and Dean(2003)은 억류파를

포함한 KD 방법을 이용하여 다중 계단지형에 대한 직교

입사파랑의 수치해를 제시하였다.

국내 연구로는 서·김(1992)은 Kirby et al.(1987)의 방

법을 이용하여 흐름이 존재하는 Trench에서의 생성되는

억류파의 영향을 분석하였다. 조·이(1998)은 연안사주와 원

호형 지형을 다중 계단지형으로 모사하여 KD 방법에 의

한 파랑변형의 수치해를 구하였고 4개로 구성된 연안사

주에 대한 수치해는 O’Hare and Davies(1992)의 결과와

유사하다. 한편 이·조(2002)는 진행파와 억류파의 총 에

너지에 대한 식을 제시하였다.

제 2절에서는 다중 계단지형에서 사각 입사파랑에 의

한 파랑변형의 해를 구하는 KD방법을 재정리하여 수식

의 완결성을 꾀하였다. 일정 수심에서 사각 입사파랑에 대

한 경계치 문제의 모든 고유함수를 제시하고 이 가운데

경계조건을 만족하는 고유함수로 속도포텐셜을 전개하였

다. 해석의 편의상 각 구역으로 나누어 해석하는 경우에

필연적인 정합조건의 엄밀한 의미를 재정리하였다. 정의

된 속도포텐셜은 무한급수이나 수치계산을 위해 이를 절

단함으로써 발생하는 오차를 method of weighted residual의

측면에서 해석하였다.

제 3절에서는 단일 계단에 대한 Galerkin 방법에 의한

진행파만의 근사해를 나타내었다. 이 근사해는 해석적으

로 구할 수 있어 해에 포함된 물리적 의미를 해석하기에

용이하고 이는 본 논문 산란체법의 근간이 된다. 제 4절

에서는 단일 산란체의 해를 이용하여 다중 산란체의 간

섭에 의한 파랑변형을 나타내었다. 본 산란체법은 산란체

에 의한 간섭에 대한 물리 현상에 근거하여 다중 산란체

에 의한 반사율과 투과율을 단일 산란체의 반사파와 투

과파의 식으로 나타낸 것이다. 그러므로 산란체법은

Devillard et al.(1988)의 변환행렬과 유사하나 물리 현상

에 기초한 것으로 모든 산란체에 적용할 수 있고 의미가

쉽고 분명하다.

제 5절에서는 다중 계단지형에 대한 수치실험을 통해

진행파만을 대상을 한 산란체법의 해, 억류파를 포함한 산

란체법의 해를 보다 정밀한 KD의 EFEM 해와 비교하였

다. 진행파만을 대상을 한 산란체법의 해는 수식상 진행

파만을 이용한 EFEM 해와 일치하고 이를 수치실험에서

확인하였다. 수치실험은 산란체의 개수가 2개(Trench), 3

개 그리고 20개에 대해 수행하였으며 그 결과를 분석하

였다.

2. 계단형 지형의 파랑변형 해

계단형 지형은 수심이 일정한 구역으로 구분할 수 있

고 임의의 한 구역에서 파랑의 선형 운동은 시간의존 함

수를 분리한 속도 포텐셜 을 이용하여 Laplace 미분식의

해로 나타낼 수 있다. 좌표계의 원점은 정지해면 상에 위

치하며 축은 상향을 양의 방향으로 정한 오른손 좌표계

를 사용한다. 구역 i는 경계선 xi-1과 xi사이에 위치하며

수심은 h로 표기한다.

 (1)∇2
φ̃ φ̃zz+ 0 h– z 0< <,=
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 (2a)

 (2b)

 계단의 직벽에서 (2c)

여기서 각주파수는 로 정의된 주기 Tw의 함

수이며 g는 중력가속도이다. 식 (2)는 경계조건으로 해면

과 해저면에서 각각 정의된다. 그리고 속도포텐셜의 크기

가 한정되어야 하기 때문에 방사조건이 부가된다.

사각입사의 경우 y방향으로 지형의 변화가 없다면 y방

향 함수는 진행파 형태인 e
iby

(b>0)가 되므로 지배방정식

은 식 (3)으로 변형된다.

(3)

여기서 b는 입사구역(i=1)의 진행파 파수 k
1

에 sinθ
1

를 곱

한 값이며 θ
1

는 입사각이다. 식 (3)과 관련된 경계조건은

식 (2)에 를 대입하면 얻어지며 동일한 형

태를 유지한다.

2.1 계단형 지형에서 선형파랑의 해

식 (3)을 지배방정식으로 갖는 수심이 일정한 각 구역

에서는 변수분리법을 이용하여 해를 구할 수 있고 변수

분리법으로 분리한 z관련 미분방정식은 Sturm-Liouville

식임을 보일 수 있다. 그러므로 관련된 고유치(eigenvalue)

는 Sturm-Liouville 이론으로부터 실수이며 파생된 고유

함수들의 정의구역 (0, -h)에 대한 내적(inner product)은

직교성을 갖는다. 또한 이 고유함수들은 일차독립인 무한

차원 공간(space)을 형성할 뿐만 아니라 온전한 집합

(complete set)을 이룬다. 따라서 어떠한 임의함수도 이들

의 일차결합인 다항식으로 나타낼 수 있으며 만일 이 고

유함수들의 일차 결합으로 전개하고자 하는 함수에 불연

속점이 존재하면 이 일의적인 다항식은 이점 좌우극한의

평균값으로 수렴한다(Harberman, 2004).

수심 h인 한 구역에서 사각으로 입사하는 파랑의 운동

을 변수분리법으로 구한 속도포텐셜의 일반해를 Table 1

에 정리하였다. 본 논문에서는 고유치가 0보다 큰 경우에

는 진행파, 0보다 작은 경우에는 억류파로 각각 표현한다. 여

기서 주목해야할 점은 고유치 λ=0의 경우에도 해가 존재

하나(Dean and Dalrymple, 1984) 뒤에 보인 바와 같이

이에 해면 경계조건을 적용하면 trivial solution이 되어 배제

된다. 사각입사의 경우에는 진행파 가운데 인 경우 특이한

파형(mode)이 존재한다. 또한 0<k<b인 경우에는 진행파의

x방향 파수가 허수가 됨으로 이는 억류파의 형태로 전환된

다. 따라서 진행파의 파형은 k와 b의 상대적 크기에 따라 진

동, 선형 또는 억류 형태를 보인다. 한편 직교입사의 경우

(b=0)에는 진행파는 진동형태 파형만이 존재하고 λ=0의 경

우에는 x방향의 고유함수는 1과 x로 바뀐다.

미분방정식 (3)과 상응하는 경계조건식 (2)는 선형이므

로 해는 Table 1에 보인 고유함수들의 일차결합으로 나

타낼 수 있다. 해저 경계조건에 해를 대입하면 Table 1의

z축 고유함수 가운데 첫 항들만 남게 된다. 그리고 해면

경계조건을 대입하면 고유치 λ=0는 trivial solution이 되

어 배제되므로 해는 KD가 제시한 것과 동일한 식 (4)가

된다.

(4)

φ̃z
ω

2

g
------ φ̃– 0   z, 0= =

φ̃z 0   z, h–= =

φ̃x 0=

ω 2π Tw⁄=

0 φ̃xx φ̃yy φ̃zz+ + φxx b
2
φ– φzz+= =

φ̃ φ x z,( )eiby
=

φ

c
1
e

iax
c
2
e

iax–
+( ) k z h+( )cosh

+ d
1
e

anx
d
2
e

anx–

+( )coskn z h+( ) k b≠ 0>,
n 1=

∞

∑

c
1

c
2
x+( ) k z h+( )cosh

+ d
1
e

anx
d
2
e

anx–

+( )coskn z h+( ) k,
n 1=

∞

∑ b=
⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

=

Table 1. Solution set of the velocity potential with an incident angle  for a region in a multi-step topography.

eigenvalue

x-component wave number

eigen functions
x e

iax
, e

-iax
1, x e

iax
, e

-iax

z cosh kz, sinh kz cosh kz, sinh kz cosh kz, sinh kz

dispersion relationship ω
2
=gk tanh kh ω

2
=gk tanh kh ω

2
=gk tanh kh

eigenvalue

x-component wave number b

eigen functions
x e

bnx, e
-bnx e

bx
, e

-bx

z cos k
n
z, sin k

n
z 1, z

dispersion relationship ω
2
=-gk tan k

n
h -

λ k
2

0>=

a k
2

b
2

– 0>= k b 0>= a k
2
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여기서 파수 k와 kn(n=1,2,...)는 Table 1의 파랑 분산식으

로부터 계산한다. 식 (4) 우변에 존재하는 미지 상수들은

다음 절의 정합조건을 이용하여 계산한다.

2.2 정합조건

해석의 편의상 정의구역을 구분하여 구역별로 해를 분

리하여 각각 구하였기 때문에 경계지점에서는 각 구역에서

구한 유속(kinematics)과 압력(dynamics)이 동일해야하는

정합조건을 부여한다. Evans(1975)가 보인 바와 같이 이

조건을 일반화하기 위해 각 구역의 상이한 운동으로 미

지의 경계면 이 형성된다고 간주한다. 미지 경

계면의 도입으로 해면 조건식 (2a)에서와 같이 두 개의 조

건 즉 운동학 정합조건(kinematic matching condition)과

동력학 정합조건(dynamic matching condition)을 부여하

여 경계 좌우의 파랑운동을 매끄럽게 접합한다. 

경계면 위에 존재하는 수입자는 경계면과 같은 운동을

해야함으로 운동학 정합조건은 식 (5a)로 나타낼 수 있다. 여

기서 xi는 지형 경계면의 좌표이다.

(5a)

식 (5a)를 에서 Taylor 전개한 후 경계면의 운동이

작다고 가정하여 선형화하면 식 (5b)가 된다.

(5b)

식 (5b)를 경계면 좌우의 속도포텐셜을 이용하여 나타내

면 식 (6)이 된다. 여기서 첨자는 구역의 번호를 의미한다.

(6)

선형화된 운동학 정합조건은 수심이 상대적으로 낮은 지

점에서부터 해면까지 모든 수층에서 경계면 좌우의 유속이

같아야 함을 의미한다. 식 (6)에 수심이 낮은 구역의 수심을

곱해 적분하면 volume flux 조건으로 바뀐다. 그리고 수심

이 깊은 구역에서는 직벽에 부여된 불투과 조건을 이용하면

이 구역의 수심으로 확장할 수    있다.

경계면에서 압력(P)이 연속이어야 하는 동력학적 조건

은 Bernoulli 식을 이용하여 부여할 수 있다.

(7a)

여기서 이다. 위에서와 같이 x=xi에서 Taylor

전개한 후 선형화하면 식 (7b)를 얻는다.

(7b)

식 (7b)를 경계면 좌우의 속도포텐셜에 적용하면 식 (8)

이 된다.

(8)

선형화된 동역학 정합조건도 수심이 상대적으로 낮은

지점에서부터 해면까지 모든 수층에서 경계면 좌우의 속

도포텐셜이 같아야 함을 의미한다. 수심 방향의 속도포텐

셜의 변화가 거의 없는 천해역에서는 식 (8)은 각 구역의

해면이 연속인 조건과 동일하게 된다.

2.3 미지상수 계산

구역 i에서의 속도포텐셜은 식 (4)에 수심 hi, 파수에 첨

자 i를 붙여 사용하면 식 (9)로 나타낼 수 있다. 여기서

진행파와 관련된 미지상수는 p, 억류파의 미지상수는 s로

각각 표기하였고 억류파에는 수치계산의 안정을 위해 상

수를 곱해 변형하였다. 

(9)

식 (9)의 억류파의 개수는 무한개이나 수치계산에서는

이를 N개로 국한한다. 우변 둘째 식은 파형이 선형인 특

수한 경우로 파랑이 좌측에서 입사할 때는 내부구역과 투

과구역에 존재할 수 있으나 투과구역에서는 방사조건에 의

해 가 된다.

본 논문에서의 입사 파랑은 좌측 또는 우측 한 방향으

로만 진행하는 것으로 가정한다. 만일 입사 파랑이 좌측에서

우측으로 진행하면 좌측 첫 구간에서는 로

각각 정한다. 이 경우 마지막 구역 Nr에서는 우에서 좌로

진행하는 파랑이 존재하지 않기 때문에 

이 된다. 이들을 제외한 모든 구역에서의 , 는 미

지상수로 제 2.2절의 정합조건을 이용하여 계산한다. 따라서

Nr개 구역으로 구성된 계단형 지형에는 (Nr-1)(2+2N)개의

미지상수가 존재한다.
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2.3.1 경계 x=xi에 대한 연립방정식

정합조건은 미지상수에 대한 연립방정식을 생성하게 된

다. 식 (6)과 (8)의 정합조건은 동일한 수층에 대해서 성

립한다. 경계선 상에 N+1개의 수심에서 정합조건이 만족

하도록 연립방정식을 구성하면 Collocation 방법이 된다. 한

편 각각의 고유함수를 곱해 정합조건의 구역에 대해 적

분하는 Galerkin 방법을 사용할 수도 있다. 본 논문에서

는 Galerkin 방법을 사용하며 연립방정식의 행렬 안정성

을 위해 고유함수의 직교성을 최대로 이용하고자 한다. 이

방법 외에도 서론에 기술한 바와 같이 여러 형태의 연립

방정식을 만들 수 있고 이들은 각기 다른 수렴 속도를 갖

게 된다(Kirby et al., 1987).

본 논문의 방법은 KD를 따른 것으로 운동학 정합조건

에는 수심이 깊은 구역의 고유함수를 곱하고 경계 좌우

의 수심이 낮은 값을 적분 하한으로 정하여 해면까지 적

분한다. 그리고 경계의 직벽에 부여된 불투과 경계조건을

이용하면 수심이 깊은 구역에서의 적분 하한은 깊은 수

심으로 확장할 수 있다. 정합조건을 보다 분명하게 나타

내기 위해 두 개의 경우로 나누어 각각의 연립방정식을

나타내었다. 각 경우의 첫째와 둘째 식은 운동학 정합조

건을 셋째와 넷째 식은 동력학 경계조건을 각각 적용한

것이다.

hi<hi+1의 경우

(10)

,

j = 1,2,...,n

의 경우

 
 j = 1,2,...,n

j = 1,2,...,n (11)

식 (10) 또는 식 (11)으로부터 2N+2개의 연립방정식이 만

들어지고 위의 식을 모든 경계면에 적용한다. 그리고 여

기에 식 (9) 또는 이를 x에 대해 미분한 식을 대입하면

미지 상수의 개수만큼의 연립방정식이 구성된다. 이 연립

방정식을 풀면 미지 상수가 정해져 해를 얻게 된다.

2.3.2 투과율과 반사율

계산된 미지 상수로부터 물리적 의미가 있는 투과율 KT

과 반사율 KR을 구할 수 있다. 투과율과 반사율은 진행

파인 투과파고와 반사파고를 입사파고로 각각 나눈 값으

로 정의되고 식 (9)로 표현된 속도포텐셜을 해면함수 η로

나타내면 식 (12)가 된다.

(12)

식 (12)에 절대값을 취하면 진폭을 얻는다.

좌측에서 입사하는 파랑의 경우 반사율과 투과율은 식

(13a), 우측에서 입사하는 경우는 식 (13b)으로 각각 나타

내진다.

(13a)

(13b)

위의 반사율과 투과율은 일반적인 정의를 따른 것이나 본

논문에서는 식 (4)와 같이 정의된 속도포텐셜을 사용하였

기 때문에 해면함수를 사용한 Mei(1989)의 관련 식과는

차이가 있게 된다. 그러므로 속도포텐셜이 정의된 바에 따

라 반사율과 투과율을 표현하는 식에 차이가 있으나 이

들은 물리 변수(physical variable)이므로 동일한 파랑과
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지형조건에서는 속도포텐셜의 정의에 관계없이 항상 같아

야 한다.

계산된 미지상수를 검증하기 위한 한 방법으로 에너지

보존식( )을 이용한다. 이는 반사율과 투과율

의 관계식이 된다.

(14)

여기서 로 정의되며 Cg는 군속도, C는 파속

이다.

3. 단일 계단지형에서 진행파만을 이용한 근사

진행파의 크기는 억류파의 크기보다 일반적으로 크고

진행파만의 근사는 해석적인 방법으로 해를 구할 수 있

어 관련된 물리 현상을 이해하기 쉽다. 경계가 x=xi에 위

치하는 하나의 계단지형에서 진행파만을 이용한 근사식으

로 수심의 형상별 좌우측에서 입사하는 파랑에 대한 해

를 나타내고자 한다. 식 (9)로 표현된 속도포텐셜에서 억

류파를 무시하고 진행파만을 고려한 구역 i에서의 속도포

텐셜은 식 (15)로 가정한다.

,

(15)

수심이 이고 좌측에서 입사하는 경우 미지상

수 는 로, 는 로 각각 변경하고 =0,

입사파와 연관된 =1로 각각 설정한다. 입사파 위상의

기준점은 x = 0으로 정해 기준점에서 입사파형은 파봉이 된

다. 그리고 이후의 입사파 기준점은 x = 0을 사용하고 정

합조건 식 (10)에서부터 연립방정식 (16)을 얻는다.

(16)

여기서 coshkj,0(z+hj)dz이고 실수

이다. 식 (16)를 풀면 해는 식 (17)이 된다.

,

(17)

식 (17)의 반사파 해를 식 (15)에 대입하면 임의점 x에

서 지수함수로 표현된 겉보기 위상은 기준점에서 경계 xi

까지의 거리의 2배에서 기준점에서 x까지 거리를 뺀 값

에 파수 ai,0를 곱한 값 ai,0(2xi-x)으로 물리적 의미와 일

치한다. 이를 겉보기 위상이라 함은 x방향의 파수 ai,0 또

는 ai+1,0가 Table 1에 나타낸 바와 같이 허수가 되는 경

우가 있어 실제 위상은 겉보기 위상에 이를 제외한 부분

의 위상이 포함되기 때문이다.

단일 계단에서 입사구역의 수심이 상대적으로 낮은 본

경우에는 겉보기 위상은 실제 위상과 다를 수 있다. 즉

b(ki,0sinθi)=ki+1,0인 경우에는 전반사가 발생하게 되고 수

심 hi+1이 전반사 수심보다 깊게 되면 에는 억류파

형이 존재한다. 한편 투과파의 해는 구역 에서만 성립

하고 이에 대한 임의점 x에서 겉보기 위상은 ai,0xi+ai+1,0(x-xi)

이 된다. 이 경우 투과파의 실제 위상은 조정된 겉보기 위

상으로 나타나기도 한다. 

식 (16)에서 적분 이고 x방

향의 파수 ai,0=ki,0cosθi가 실수인 경우 이들의 곱은 식

(18)이 된다.

(18)

식 (18)은 구역 i 군속도의 x성분에 비례하며 식 (17)의

분모에 존재하는 이들의 비는 구역 i+1의 군속도 x성분

와 구역 i의 군속도 x성분의 비임을 알 수 있다. 만일 식

(9)의 속도포텐셜을 coshki,0hi, coski,jhi로 해당 항을 나누

어 다시 정의하면 식 (18)에 항은 존재하지 않아 의미가

분명해진다. 한편 군속도는 에너지의 전파속도이므로 이

비율은 각 구역의 에너지가 1인 경우에 에너지 이송량의

비에 대한 함수이다. 식 (17)의 반사파와 투과파 해의 분

모는 에너지가 1인 경우에 에너지 이송량의 비에 조정계

수 (Ii,i/Ii,i+1)
2
를 곱해 1을 더한 동일한 형태를 갖는다.

수심이 이고 우측에서 입사하는 경우 식 (15)의

미지상수 는 로, 는 로 각각 바꾸고 ,

입사파와 관련된 =1로 각각 설정한다. 정합조건 식

(10)에서부터 연립방정식 (19)를 얻고 이를 푼 해는 식

(20)이 된다.
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(19)

,

(20)

동일한 계단 지형에서 수심이 상대적으로 깊은 우측으

로부터 입사하는 파랑의 경우 각 구역의 파수 x성분은 항상

실수이다. 그러므로 이 경우에는 겉보기 위상과 실제 위상은

동일하다. 구역 에서만 성립하는 반사파의 기준점에

대한 위상은 이 되고 구역 에서만 성립

하는 투과파의 기준점에 대한 위상은 

로 주어진다.

그리고 식 (20)으로부터 동일한 b를 갖도록 좌우 입사

파의 입사각을 조율한 경우에는 식 (21)이 성립하며 모든

직교입사는 이 경우에 속한다.

(21)

우측 입사파에 의한 반사파(Ri

−

)는 좌측에서 입사하는 파

랑의 반사파(Ri

+
)와 크기(절대값)는 같으나 기준점에 대한

입사파의 위상 때문에 특수한 경우를 제외하면 이들의 위

상은 다르다. 한편 우측 입사파에 의한 투과파는(Ti

−

) 좌

측 입사파에 의한 투과파(Ti

+
)와 위상은 같고 두 파랑의

크기에는 차이가 있으나 이들의 비율은 군속도 x성분 비

율의 함수이다. 따라서 식 (21)은 물리적으로 매우 중요

한 의미를 갖는다.

수심이 위의 경우와 반대인 경우에 대한 해만

을 제시하면 좌측 입사파에 의한 해는 식 (22a)이고 우측

입사파에 의한 해는 식 (22b)가 된다.

,

(22a)

,

(22b)

식 (22)와 이와 관련된 해인 식 (17)과 식 (20)을 비교하

면 분모와 분자의 조정계수에만 차이가 있다. 본 절에서

제시한 단일 계단지형의 파랑변형 해인 식 (17), (20) 그

리고 (22)는 단일 산란체에서 발생할 수 있는 기본적인 해

가 된다. 다음 절에서는 이 기본해를 이용하여 다중 산란

체에 의한 파랑변형을 구하기로 한다.

4. 다중 계단지형에서 진행파만을 이용한 근사

본 절에서는 제 3절에서 구한 하나의 계단지형에 의한

파랑변형 해를 이용하여 2개 이상의 계단지형으로 구성

된 다중 계단지형에 의한 파랑변형을 기술하기로 한다. 여

기서 입사파랑은 좌측 또는 우측 한 방향에서만 입사하

는 것으로 가정한다. 다중 지형에 의한 파랑변형은 Mei

(1989)가 기술한 바와 같이 내부 구역에서 복합적인 반사

와 투과과정이 발생하여 입사파에 대한 최종 반사파와 투

과파가 형성된다. 관련 파랑변형 과정을 서술적으로 기술

한 기존 문헌과 달리 본 논문에서는 다중 계단지형에서

발생하는 반사파와 투과파를 단일 계단지형의 해에 대한

식으로 나타내고자 한다.

다중 계단지형 가운데 가장 단순한 Trench에 대한 해

를 구하고 보다 복잡한 지형에 대한 해로 확장하고자 한

다. Fig. 1에 Trench 지형에 좌측에서 입사하는 파랑에

의한 반사파와 투과파를 나타내었다. 여기서 xi(i=1,2)는

지형 경계면이 위치하는 좌표이고 3개의 구역이 존재한다.

선형 문제를 다루기 때문에 입사파의 크기가 1인 경우 구

한 해에 실제 크기(AI)를 곱해 얻을 수 있다. 따라서 입

사파의 크기는 1로 설정하고 앞에서 기술한 바와 같이 입

사파의 기준점은 x=0에 위치한다.
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Fig. 1의 Trench 지형에 대한 파랑변형을 Fig. 2와 같

은 3개로 구성된 단일 계단지형에 의한 파랑변형으로 분

리하여 다루고 분리된 각각의 해를 더해 최종 해를 구성

하고자 한다. 첫 그림은 입사파에 의한 경계 x
1
에 의한 반

사파(R
1

+
)와 투과파(T

1

+
)를 나타낸다. 하단의 둘째와 셋째

그림은 내부 구역에서의 반사파와 투과파를 나타내었고 위

첨자는 x축에 대한 파랑의 진행방향, 아래첨자는 해당 경

계의 좌표번호를 각각 의미한다.

좌측에서 입사하는 파랑이 경계 x
1
를 만나면 파랑이 변

형되어 반사파(R
1

+
)와 투과파(T

1

+
)를 생성한다. 반사파와

투과파는 앞 절에서 보인 바와 같이 입사파의 특성과 지

형의 특성의 함수가 된다. 모든 변형과정에는 억류파도 함

께 생성되어 반사파와 투과파에 영향을 미치나 본 절에

서는 편의상 억류파를 무시하고 다음 절에서 이 가운데

일부를 포함하여 비교하고자 한다.

경계 x
1
에서 생성된 반사파는 x축의 음의 방향으로 변

형되지 않고 진행함으로 총 반사파(R)의 일부가 되며 경

계 x
1
을 지난 투과파는 경계 x

2
를 만나서 또 다른 변형을

겪는다. Fig. 2의 하단 우측의 그림이 이를 나타내며 이

때 입사파는 상단 그림의 T
1

+
이다. 단위 크기의 입사파로

부터 생성되는 투과파(T
2

+
)는 x축의 양의 방향으로 변형

되지 않고 계속 진행함으로 총 투과파(T)의 일부(T
1

+
T
2

+
)

가 된다.

한편 경계 x
2
에서 생성된 반사파는 x축의 음의 방향으

로 진행하여 경계 x
1
을 만나 변형된다. 이 때 입사파는

T
1

+
R
2

+
이고 이로부터 생성된 투과파(T

1

+
R
2

+
T
1

-
)는 총 반사

파의 일부가 되고 반사파(T
1

+
R
2

+
R
1

-
)은 경계 x

2
쪽으로 진

행하여 입사파로 작용하게 된다. 이러한 과정은 내부 구

역에서 형성된 입사파의 크기가 0이 될 때까지 반복된다. 이

반복적인 파랑변형 과정을 Table 2에 순서적으로 정리하

였다.

경계 x
1
에서는 반사파와 투과파의 합이 총 반사파가 되

며 이는 Table 2의 반사파를 합산하면 식 (23a)가 된다.

(23a)

한편 경계 x
2
를 투과한 모든 파랑의 합이 총 투과파가 되

며 식 (23b)로 표현된다.

  (23b)
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Fig. 1. Propagation of water waves over a trench.

Fig. 2. Subdivision of wave transformation over a trench into

those over different single steps.

Table 2. Wave transformation process over a trench for an incident wave from left

No
incident waves

reflected waves transmitted waves bnd
p
1

+ Dir

1 1 → R
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+ x
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2 T
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+
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식 (23)에서 알 수 있듯이 총 반사파와 총 투과파는 기

하급수(geometric series)이고 그 비율 은 일반적으

로 1보다 작아 수렴함으로 간단한 식으로 표현된다. 그리

고 식 (23)에 제 3절에서 구한 단일 계단지형의 해를 대

입하면 Trench 지형에 의한 파랑변형을 구성하는 총 반

사파와 총 투과파를 구할 수 있다. 위의 식 (23)은 제 2

절의 진행파만을 이용하여 구한 4개의 연립방정식의 해

와 동일함을 밝힌다.

위의 방법을 확장하기로 한다. 우선 4개의 구역으로 구성

된 다중 계단지형의 파랑변형은 우측 마지막 구역과 나머지

구역으로 나누어 생각한다. 나머지 구역은 3개의 구역으로

구성되며 이를 하나의 산란체(scatterer)로 간주하여 좌측에

서 입사하는 파랑에 의한 반사파(Rs

+
)와 투과파(Ts

+
)는 식

(23)과 동일한 식 (24a)이 된다. 한편 이 산란체에 우측으로

부터 입사하는 파랑에 의한 반사파(Rs

-
)와 투과파(Ts

-
)는 위

와 같은 계산법을 사용하여 구하면 식 (24b)가 된다.

(24a)

(24b)

이제 4개 구역의 다중 계단지형의 파랑변형을 위의 산

란체와 마지막 구역의 단일 계단으로 구성된 두개의 산

란체에 대한 식으로 표현하고자 한다. 그러면 이 경우 좌

측 입사파에 의한 파랑 변형은 식 (25)로 표현할 수 있다.

(25)

만일 5개 이상의 구역으로 구성된 다중 계단지형에 의

한 파랑변형은 위의 경우와 같이 두 개의 산란체로 간주

하여 이전에서 구한 값을 이용하여 같은 방법으로 계산

할 수 있다. 본 논문에서는 앞에 기술한 방법 즉 다중 계

단지형을 두 개의 산란체로 간주하여 단계적으로 파랑변

형을 계산하는 방법을 산란체법(Scatterer method; SM)이

라고 표현하고자 한다.

다중 계단지형이 Nr개 구역으로 구성되면 여기에는 Nr-

1개의 단일 계단(또는 산란체)이 존재한다. 식 (25)를 이

경우로 확장한 산란체법에 의한 해는 식 (26)이 된다.

(26a)

,

                                                     i≥ 2 (26b)

여기서 이다. 산란체법을 이용하여

파랑변형을 계산하기 위해서는 모든 단일 계단의 좌우측

에서 입사하는 단위 크기의 입사파에 대한 반사파와 투

과파를 제 3절의 식을 이용하여 먼저 계산해야 한다. 이

계산된 값과 식 (26)을 이용하여 축차적으로 계산하면 좌

측 입사파에 대한 파랑변형(진행파에 의한 근사)을 계산

할 수 있다.

5. 수치실험

본 절에서는 본 논문에서 제시한 제 4절의 다중 산란

체법에 의한 파랑변형의 해를 계산하여 이를 제 2절에 기

술한 보다 엄밀한 EFEM의 해와 비교하였다. 기존 결과

와 비교를 위해 수치실험의 대상은 산란체가 두 개 이하

인 경우에는 KD의 수치실험을 대상으로 정하였다. 3개 이

상의 산란체에 대해서는 2개의 실험을 수행하였고 그 가

운데 하나는 Bender and Dean(2003)의 실험이다.

진행파만을 이용하여 제 2절과 같이 연립방정식으로 푼

근사해(Plane-Wave solution)는 진행파만을 이용하여 제

4절의 산란체법으로 구한 해와 동일하며 이는 두 해의 수

식이 같기 때문이다. 따라서 아래의 모든 실험결과에서 진

행파만을 이용하여 산란체법으로 구한 해는 Plane-Wave

해와 같기 때문에 그림에서 생략하였다.

본 실험결과에서 알 수 있듯이 진행파만에 의한 산란

체법의 해는 EFEM의 해와 경우에 따라 차이가 발생한

다. 그래서 진행파에 억류파를 포함한 산란체법(SM)의 해

도 나타내었다. 억류파 개수는 10개를 기준 개수로 사용

하였고 이는 반사율과 투과율을 도시하기에 충분히 정밀

한 것으로 나타났기 때문이다. 그리고 모든 수치실험의 결

과는 관련된 기존 결과와 동일하며 에너지 보존식 (14)을

만족한다.

Fig. 3은 KD의 Fig. 4에 대한 실험 결과로 ,

이고 폭(W)과 입사구역 수심(h
1
)의 비가 10인

대칭 Trench에서 입사각 45
o
의 파랑이 좌측으로부터 입

사하는 경우에 대해 계산한 반사율(KT)와 투과율(KT)이다.

위 실험은 입사구역의 수심이 상대적으로 낮기 때문에
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제 3절에 기술한 바와 같이 k
1,0

h
1
가 0.792보다 작으면 구

역 2의 진행파 파수는 허수가 되어 억류파형을 보인다. 그

리고 수심 비 h
2
/h

1
가 상대적으로 작아 EFEM의 결과(실

선)와 진행파만의 근사해(점선)에는 작지만 차이를 보인

다. 이 차이를 줄이기 위해 제 4절의 산란체법을 사용하

였고 각 산란체에는 EFEM과 같이 10개의 억류파를 포

함한 결과(일점 쇄선)는 EFEM 결과와 그림의 해상도에

서는 차이를 보이지 않는다.

산란체에 억류파를 포함하는 경우는 연립방정식을 풀

어야 하기 때문에 EFEM에 의한 해를 구하는 정도의 노

력이 든다. 이 경우 산란체법의 연립방정식은 EFEM에 비

해 작지만 우측에서 입사하는 파랑에 대한 반사파고와 투

과파고가 필요함으로 계산상의 이득은 크지 않다고 할 수

있다. 그러나 산란체법은 산란체간의 상호 간섭에 기초한

것이기 때문에 파랑변형에 내포된 물리 현상을 분명하게

이해할 수 있는 장점이 있다.

Fig. 4은 KD의 Fig. 2에 대한 실험 결과로 h
3
/h

1
=1,

h
2
/h

1
=7.625이고 W/h

1
= 5.28인 대칭 Trench에서 입사각

0
o
의 파랑이 좌측으로부터 입사하는 경우에 대해 계산한

반사율과 투과율이다.

이 실험은 Fig. 3의 실험에 비해 폭이 좁고 Trench 수

심이 깊어 억류파의 영향이 상대적으로 강하다. 그래서 진

행파만의 근사해는 EFEM의 해와는 위상에서 큰 차이를

보이고 억류파를 포함한 산란체법은 위상은 거의 같으나

크기에서 상당한 차이를 보인다. 이 결과로부터 또는 제

4절로부터 산란체법에 포함된 가정으로부터 산란체간의 상

호 간섭을 완벽하게 재현하지 못함을 알 수 있다.

Fig. 5는 Fig. 4의 차이를 줄이기 위해 Trench 수심을

조금 낮춘 h
2
/h

1
=4를 제외한 모든 조건이 Fig. 4와 같은

경우에 대한 결과이다. Fig. 5를 Fig. 4와 비교할 때 지

형조건이 바뀌었기 때문에 반사율과 투과율이 서로 다르

게 되나 EFEM의 해와 산란체법의 해 사이의 상대적인

차이는 현저하게 감소함을 발견할 수 있다. 즉 Fig. 5에

서는 Trench 폭에 대한 수심이 비가 커져 억류파의 영향

이 상대적으로 감소하기 때문이다. 위 두 Trench에 대한

실험으로부터 억류파를 포함한 산란체법 역시 근사해이기

때문에 산란체의 상호 간섭을 완벽하게 재현하지는 못하

나 Trench 폭에 대한 수심이 비가 대략 2배 정도로 큰

경우 EFEM의 해와 일치한다.

Fig. 6는 3개의 산란체에 대한 실험에 대한 결과이다.

본 실험의 지형조건은 Fig. 5의 조건과 유사하나 우측에

산란체 하나가 더해진 경우이다; h
3
/h

1
=1, h

2
/h

1
=4, h

3
/

h
1
=2, x

1
/h

1
=0, x

2
/h

1
=5.28, x

3
/h

1
=9. 파랑의 입사조건은

좌측 그림에서는 직교입사이고 우측은 45
o
로 입사한 결과

Fig. 3. Reflection and transmission coefficients for a symmet-

ric trench; h
3
/h

1
=1, h

2
/h

1
=3, W/h

1
=10 and incidence

angle 45°.

Fig. 4. Reflection and transmission coefficients for a symmet-

ric trench; h
3
/h

1
=1, h

2
/h

1
=7.625, W/h

1
=5.28 and inci-

dence angle 0°.
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이다.

본 실험에서 억류파를 포함한 산란체법은 처음 3구역

으로 구성된 하나의 산란체와 마지막 산란체 두 개에 대

해 제 4절의 방법을 사용하였다. 이는 Fig. 5의 결과에서

알 수 있듯이 단일 계단의 산란체에 대한 해를 조합하면

상호 간섭을 완벽하게 재현할 수 없고 본 수치모형은 좌

우측에서 입사하는 EFEM의 해를 구할 수 있도록 작성

되었기 때문에 2개의 산란체로 구성된 처음 산란체에 대

해 좌우측에서 입사하는 파랑(b가 동일하도록 입사각이 조

정된)의 해를 이용하였다.

Fig. 6에 도시된 EFEM의 결과와 SM의 결과는 동일함

을 보인다. 그러나 Fig. 5의 지형에 단일 계단이 추가된

Fig. 6의 좌측 그림은 Fig. 5의 결과와 확연히 다르다. 또

한 동일한 지형에서 입사 파랑이 다른 Fig. 6의 좌우측 결

과는 현저하게 다르다. 그러므로 반사율과 투과율은 지형

조건과 파랑조건에 따라 변함을 알 수 있다.

마지막 실험은 Bender and Dean(2003)의 Fig. 6에 대

한 것이다. 이 실험의 목적은 대칭 사면 Trench(h
3
/h

1
=1,

h
2
/h

1
=2, W/h

1
=15)의 각 단일 계산을 10개의 동일한 높이

(Δh)를 갖는 다중 계단으로 모사하여 다중 계단의 동일한

폭(ΔW)을 조정함으로 주어진 경사의 사면 Trench와 같은

효과를 나타내고자 하였다. 이를 부연 설명하면 다중 계

단의 폭을 줄이면 평균 사면의 경사가 줄어들어 주어진

평균 경사를 나타내는 다중 계단의 일련의 해를 얻고 이

들이 계단 Trench의 해에 수렴하는 정도를 보이고자 한

것이다. 본 실험은 이 가운데 Δh/h
1
=0.1, ΔW/h

1
=0.1에 대

한 것으로 다중 계단에 의한 평균 경사는 1:1이다.

본 다중 계단지형에는 총 20개의 경계면이 존재하고 왼

Fig. 5. Reflection and transmission coefficients for a symmet-

ric trench; h
3
/h

1
=1, h

2
/h

1
=4, W/h

1
=5.28 and incidence

angle 0°.

Fig. 6. Reflection and transmission coefficients for three scatterers; h
3
/h

1
=1, h

2
/h

1
=4, h

3
/h

1
=2, x

1
/h

1
=0, x

2
/h

1
=5.28, x

3
/h

1
=9.
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쪽 사면과 오른쪽 사면을 모사한 경계의 위치와 각 구역

의 수심은 식 (27)로 각각 정하였다.

(27)

 

Fig. 7에서 푸른색 실선은 좌측에서 직교 입사하는 파

랑이 직벽 Trench에 의한 반사율과 투과율로 좌우 그림

에서 이들은 동일하다. 그리고 그 밖의 선들은 경사 1:1

인 사면 Trench를 다중 계단지형으로 모사하여 구한 결

과이다. 그림의 점선은 Plane-wave 근사해로 좌우 그림에

서 동일한 값을 가지며 다중 계단지형에 대한 EFEM 해

와 산란체법의 해는 그림의 해상도에서는 일치한다. 그러

나 EFEM 해인 검은 색 실선은 본 다중 계단지형의 억

류파 개수에 대한 영향을 나타내기 위하여 좌측 그림은

1개의 억류파를 우측은 10개의 억류파를 이용한 결과이

다. k
1,0

h
1
의 값이 증가함에 따라 두 결과가 약간의 차이

를 보임은 앞에 기술된 바와 같이 인접 계단의 폭과 수

심과의 비율에 영향을 받기 때문이다. 즉 인접 구역의 수

심차이가 비교적 작고 계단 폭도 작은 본 경우에서는 억

류파의 영향을 고려하기 위해 개수를 늘여야 한다.

위 실험과 기존 결과를 종합하여 다중 계단지형에서 억

류파의 영향을 분석하고자 한다. 본 수치실험에서 억류파

의 영향은 인접 계단의 수심차와 폭의 비에 연관된 것을

보였다. 변형행렬법을 사용한 Devillard et al.(1988)은 억

류파의 영향이 무시될 조건으로 계단 폭이 수심에 비해

충분히 커야함을 보였다. 한편 O'Hare and Davies(1992)

는 수심차가 작은 경우 폭이 좁아도 성립한다고 기술하

였고 KD의 방법을 연안사주에 적용한 수치실험 결과를

분석한 조·이(1998)는 O’Hare and Davies의 분석이 올바

르다고 평가하였다.

수심차가 작은 경우의 극한은 인접 구역의 수심이 같

은 경우로 이 때 억류파는 존재하지 않게 된다. 따라서 수

심이 같은 지역을 두 개의 구역으로 나눈 경우에는 폭이

좁더라도 경계부근에 억류파가 존재하지 않음을 유추할 수

있다. 만일 수심차가 작은 경우에는 식 (9)의 억류파 미

지상수는 작은 값을 가질 것으로 예상되며 이는 연립방

정식의 해이므로 지형과 파랑의 특성을 반영하게 된다. 그

러나 폭이 함께 작은 이 경우에는 식 (9)로부터 억류파의

영향을 무시할 수 없게 된다. 따라서 억류파의 영향은 수

심차와 계단 폭의 함수로 나타나게 되며 Devillard et al.

은 항상 성립하는 일반적인 조건을 나타낸 것이다.

6. 결 론

본 논문에서는 입사 파랑을 반사파와 투과파로 분리하

xi

h
1

-----
0.1 i 1–( ) 0.45–      i 1 … 10, ,=,

0.1 i 11–( ) 14.55+  i 11 … 20, ,=,⎩
⎨
⎧

=

hi

h
1

-----
0.1 i 1–( ) 1+      i 1 … 11, ,=,

0.1– i 11–( ) 2+  i 12 … 21, ,=,⎩
⎨
⎧

=

Fig. 7. Reflection and transmission coefficients for a stepped trench and a multi-step topography which mimics a sloping trench with

slope of 1:1.
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는 모든 물체 또는 지형을 산란체로 규정하고 단일 산란

체에 대한 반사파와 투과파를 이용하여 다중 계단지형의

반사파와 투과파에 대한 식을 제시하였다. 본 논문의 산

란체법은 산란체 간에 존재하는 상호간섭 현상에 기초하

여 그 의미가 분명하고 적용성이 넓다. 그러나 보다 정밀

하게 파랑변형을 계산할 수 있는 Kirby and Dalrymple

(1983)의 EFEM에서 구성되는 연립방정식의 일부만을 풀

기 때문에 근사해에 속한다.

기존 수치실험을 포함하여 다수의 실험에 대한 산란체

법의 해를 나타내었고 EFEM의 결과와 비교하였다. 진행

파만을 고려한 근사해는 산란체법과 EFEM의 해가 동일

하며 이는 수식과 수치실험에서도 입증되었다. 또한 검증

대상이 된 EFEM에 대한 유도와 내재된 가정을 재정리

하여 수식 전개의 엄밀성을 꾀하였다.

임의의 지형을 다중 계단지형으로 모사하고 이에 대한

파랑변형의 계산을 위해 Devillard et al.(1988)이 제시한

변환행렬법은 또 다른 좋은 해석방법으로 평가할 수 있

다. 따라서 본 산란체법과 변환행렬법과의 관계에 대한 연

구가 필요하다.
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