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Abstract 

An efficient domain/boundary decomposition method is applied for heat transfer problems with non-linear 
thermal radiation boundaries. The whole domain of solids or structures is considered as a set of subdomains, 
an interface, and radiation interfaces. In a variational formulation, simple penalty functions are introduced to 
connect an interface or radiation interfaces with neighboring subdomains that satisfy continuity conditions. As 
a result, non-linear finite element computations due to the thermal radiation boundaries can be localized 
within a few subdomains or radiation interfaces. Therefore, by setting up suitable solution algorithms for the 
governing finite element equations, the computational efficiency can be improved considerably. Through a set 
of numerical examples, these distinguishing characteristics of the present method are investigated in detail. 

1. 서 론 

가혹한 열 환경에 놓인 구조물 또는 고체 재료

는 강성과 강도의 저하, 열팽창에 의한 형상 변화 
등의 특징을 보인다. 이런 현상은 구조/재료의 수
명을 크게 단축시킬 수 있으므로, 일반적인 기계 
장치에 대한 열 제어의 기본 개념은 주어진 열기

계학적 환경에서 모든 구성 부품을 규정 온도 범
위에서 작동하게 하는 것이다. 따라서 열 제어는 
기계 장치의 안전과 보호를 위한 구조 설계 과정

에서 필수적인 요소이다. 이를 위해서 전체 또는 

서브 시스템 차원에서 정확하고 효율적인 열 해석 
및 구조 해석을 수행하여야 한다. 

구조물 또는 고체의 열 해석은 에너지 보존 법
칙에서 도출된 열전달(열전도) 경계치 문제를 푸
는 것이다. 다양한 경계 조건을 처리하기 위해서 
Taylor 급수 근사에 근거한 유한차분법이 주로 적
용되며, 컴퓨터 소프트웨어로서 SINDA, TAS 등이 
사용된다.(1) 또한, NASTRAN, ABAQUS 등 유한요

소법에 근거한 대부분의 구조 해석 소프트웨어도 
다양한 구조 또는 고체 요소에 대한 해석 기능을 
갖고 있다.(2) 재료 물성치의 온도 의존성이 큰 경
우, 전제 영역에 대한 비선형성을 고려한다. 
그러나 열전달 문제에서 매우 중요한 접촉 또는 

복사 경계 조건의 경우, 영역 기준이 아닌 경계면 
기준으로 비선형성을 야기한다.(3,4) 따라서 시간 증
분 또는 반복 해법 단계에서 전체 영역을 기준으

로 직접 수식과 행렬을 처리하면, 자연히 해석의 
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효율성이 크게 떨어지게 된다. 이와 같은 문제점

을 근본적으로 해결하기 위한 개념은 비선형 경계

면 또는 그 인근 영역을 나머지 영역에서 완전 분
할한 후, 각종 계산을 독립적으로 수행하는 것이

다.(5,6) 예를 들어, 전체 영역을 부영역(subdomain), 
공유면(interface) 및 경계 공유면(boundary interface) 
단위로 분할하여, 접촉 또는 복사 관련 계산을 해
당 경계 공유면에 국한시키는 방식이다. 이와 같
은 해석 환경이 구현되면, 계산의 효율성을 대폭 
향상시킬 수 있다. 그러나 기존 문헌들의 연구 결
과는 주로 구조 해석을 위한 영역 분리법에 제한

되어 있다.(7~10) 
본 논문에서는 영역 및 열복사 경계면의 완전 

분할을 통한 유한요소 열전달 해석의 효율성 향상

에 대하여 검토하였다. 영역/경계 분할 개념을 적
용한 변분 정식화 과정에서 부영역과 공유면 또는 
복사 공유면 결합을 위한 등식 구속 조건에 벌칙 
함수를 이용하였다.(5,6) 유한요소 근사에 의하여 지
배 방정식을 유도한 후, 구하는 온도 해의 순서에 
따라 네 종류의 해석 알고리듬을 제시하였다. 해
석 환경의 효율성을 정량적으로 비교하기 위하여, 
각각의 알고리듬에 대한 실제 계산 소요량을 산출

하였다. 마지막으로 기본적인 수치 예제를 해석함

으로써, 본 기법의 주요 특성들을 확인하였다. 
 

2. 영역/경계 분할법 

2.1 변분 정식화 및 유한요소 근사 
Fig. 1의 개념도와 같이, 전체 영역을 NS개의 부

영역 ( )kΩ , 공유면 IΓ , 복사 공유면 ( )
R
k −Γ 의 집합으

로 생각한다. ( )
T
kΓ , ( )

H
kΓ , ( )

I
k +Γ , ( )

R
k +Γ 는 각각 온도 경

계면, 열유량 경계면(열복사 없음), 공유면 인접면, 
복사 공유면 인접면이다. 기본 변수는 부영역 온

도 ( )kθ+ , 공유면 온도 ϕ+ , 복사 공유면 온도 ( )
R+

kψ 이

며, 아래 첨자 +는 초기 온도부터의 변화량을 의

미한다. 
고체로 구성된 부영역에서 만족하는 열전도 방

정식의 미분 형태는 다음과 같다. 
 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,

k k k k k k k
v ij j i

c rρ θ κ θ ρ+ += +&  (1) 

 
여기서 ρ 는 밀도, vc 는 비열, ijκ 는 열전도 계수, r

는 열원 세기이다. 아래 첨자 i, j는 좌표 성분이며, 
콤마(,)는 편미분을 의미한다. 

 
 

Fig. 1 Schematic of subdomain, interface, and radiation 
interface 

 
 
공유면과 복사 공유면의 온도 변화에 대한 연속 

조건을 만족하기 위한 열유량의 벌칙 함수 표현은 
다음과 같다. 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )
I I TI
k k k kq q ε θ ϕ+ −

+ += − = −  (2) 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
R R TR R
k k k k kq q ε θ ψ+ −

+ += − = −  (3) 

여기서 아래 첨자 T는 온도, I는 공유면, R은 복사

에 관련된 양을 의미하며, ε은 벌칙 상수이다. 
변분 정식화에 필요한 시험 함수로서 ( )kδθ+ , δϕ+ , 

( )
R+

kδψ 를 도입하면, 전체 영역에 대한 지배 방정식

의 변분 형태(variational form)를 유도할 수 있다. 

 ( ) ( )
T T TI TR

1 1
0

S SN N
k k

k k
δ δ δ δ

= =

Π = Π + Π + Π =∑ ∑  (4) 
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( )
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R
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T

( ) ( ) ( )
, ,
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TR R

d

d

d

d

d

d

k

k

k

k

k

k

k k k k k
v

k k k
ij j i

k k

k k

k kk

k k kk

c V

V

r V

q S

S

S

δ ρ θ δθ

κ θ δθ

ρ δθ

δθ

ε θ ϕ δθ

ε θ ψ δθ

+

+

+ +Ω

+ +Ω

+Ω

+Γ

+ + +Γ

+ + +Γ

Π =

+

−

+

+ −

+ −

∫
∫
∫
∫

∫
∫

&

 (5) 

 ( )( )
I

( ) ( )
TI TI

1
d

S

k

N
k k

k
Sδ ε ϕ θ δϕ

− + + +Γ
=

Π = −∑ ∫  (6) 

 
( )
( )

( )
R

( )
R1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
TR TR R R

( ) ( ) ( ) ( )
R R R R

d

d

k

k

k k k k k

k k k k

S

h S

δ ε ψ θ δψ

ψ θ δψ

− + + +Γ
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Π = −
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∫
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여기서 열복사 계수 hR은 표면 방사율 및 형태 계
수에 의존하는 상수 ζ, Stefan-Boltzmann 상수 σ, 
열원의 절대 온도 Rθ 로 표현된다. 

 ( )( )( ) ( ) ( )2 ( )2 ( ) ( )
R R R R R

k k k k k kh ζ σ ψ θ ψ θ= + +  (8) 

유한요소법을 적용하여 온도 및 온도 구배를 공
간에 대하여 이산화한 후, 변분 형태의 식 (4)~(7)
를 근사하면 다음 식을 얻는다. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T T TI TR

k t t k k t t k t t k t t k t t k+Δ +Δ +Δ +Δ + +Δ ++ − + + =M K r p p 0&θ θ  (9) 

 ( )
TI

1

SN
t t k

k

+Δ −

=

=∑ p 0  (10) 

 ( ) ( )

TR R

t t k t t k+Δ − +Δ+ =p q 0%  (11) 

여기서 왼쪽 위 첨자 t t+ Δ 는 적용 시각을 의미한

다. 또한, θ는 부영역 온도 벡터, TM 는 열용량 행
렬, TK 는 열전도 행렬, Tr 는 외부 열원과 경계면

을 통한 열유량 벡터이다. 또한, 공유면과 복사 공
유면에 관련된 벌칙 벡터, 비선형성을 갖는 열복

사 벡터는 다음과 같이 표현된다. 
 ( ) ( ) ( ) ( )

TI TI1 TI2

t t k k t t k k t t+Δ + +Δ +Δ= −p P Pθ ϕ  (12) 

 ( ) ( ) ( ) ( )

TI TI2 TI4

t t k k T t t k k t t+Δ − +Δ +Δ= − +p P Pθ ϕ  (13) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

TR TR1 TR2 R

t t k k t t k k t t k+Δ + +Δ +Δ= −p P Pθ ψ  (14) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

TR TR2 TR4 R

t t k k T t t k k t t k+Δ − +Δ +Δ= − +p P Pθ ψ  (15) 

 ( ) ( ) ( ) ( )

R R1 R R2

t t k t t k t t k t t k+Δ +Δ +Δ +Δ= −q Q q%% %ψ  (16) 

여기서 ϕ는 공유면 온도 벡터, Rψ 는 복사 공유면 

온도 벡터이며, ( )% 는 비선형 항을 의미한다. 

마지막으로 온도 벡터 t t+Δ θ를 시간 영역에 대해 
이산화하고 식 (9)~(11)을 정리하면, 블록 행렬 형
태의 연립 방정식이 유도된다. 

 

(1) (1) (1)
T TI2 TR2

( ) ( ) ( )
T TI2 TR2
( )(1)

TI2 TI2 TI
(1) (1)
TR2 TR

( ) ( )
TR2 TR

(1)

( )

(1
R

ˆ

ˆ
ˆ

S S S

S

S S

S

N N N

N TT

T t t

N T Nt t

t t

Nt t

t t

t t

+Δ

+Δ

+Δ

+Δ

+Δ

+Δ

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

×

K 0 P P 0

0 K P 0 0 P
P P K 0 0
P 0 0 K 0

0 P 0 0 K

L L
M O M M M O M

L

L L
%L L

M O M M M O M
%L L

M
θ

θ
ϕ

ψ

(1)
T

( )
T

) (1)
R2

( ) ( )
R R2

ˆ

ˆ S

S S

t t

Nt t

t t

Nt t Nt t

+Δ

+Δ

+Δ

+Δ +Δ

⎧ ⎫⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

f

f
0
q

q

M

%
M M

%ψ

 (17) 

여기서 ( )$ 는 비정상(unsteady) 효과 등이 포함된 
유효(effective) 강성 행렬 및 하중 벡터를 뜻한다. 

2.2 해석 알고리듬 및 총 연산 횟수 
최종적으로 유도된 연립 방정식 (17)은 비선형 

항을 포함하고 있으므로, Newton 반복법 등 적절

한 반복 해법을 통하여 효율적인 해석 알고리듬을 
설정하여야 한다. 이 과정에서 가장 유의해야 할 
점은 복사 공유면에 대한 ( )

TR
kK% , ( )

R2
kq% 에 모든 비선형

성이 국한되어 있는 블록 행렬의 형태이다. 이와 
같은 연립 방정식의 해를 직접 구하는 경우, 논리

적으로 해석의 높은 효율성을 기대할 수 없다. 
이에 대한 근본적인 해결 방안은 블록 행렬 형

태의 연립 방정식을 완전 분해하는 것이다. 공유

면과 복사 공유면의 구속 조건을 식 (12)~(15)의 
벌칙 행렬로 처리한 결과 모든 유효 강성 행렬이 
양 정치(positive definite) 성질을 갖게 되며, 역행렬 
등의 연산이 매우 용이하다. 따라서 블록 행렬을 
적절히 분해함으로써 모든 행렬 조립과 수치 계산

을 부영역, 공유면, 복사 공유면 차원에서 효율적

으로 진행할 수 있다. 
본 논문에서는 열복사에 관련된 비선형 행렬을 

고려하여, 네 종류의 해석 알고리듬을 구성하였다. 
먼저 영역과 복사 경계면을 모두 독립적으로 분할

한 경우(영역/경계 분할), 구하는 해의 순서에 따
라 ψ-ϕ-θ, ϕ-ψ-θ라 명명하였다. 예를 들어, 해석 알
고리듬 ψ-ϕ-θ에서는 순차적으로 복사 공유면 온도 

Rψ , 공유면 온도 ϕ , 부영역 온도 θ를 구한다. 반
면, 해석 알고리듬 ψ-θ는 영역을 부영역으로 분할

하지 않고 복사 경계면만 분할하는 경우이다(경계 
분할). 마지막으로 해석 알고리듬 ϕ-θ는 복사 경
계면을 별로 분할하지 않고 영역만 분할하는 경우

이다(영역 분할). 
실제 해석의 효율성을 정량적으로 비교하기 위

하여 각각의 해석 알고리듬에서 소요되는 총 연산 
횟수 FLOPs(floating-point operations)를 Table 1에 정
리하였다. FULL은 영역/경계 분할법을 적용하지 
않은 경우이다. 선형화된 연립 방정식 해법으로는 
가우스 소거법에 근거한 LU 분해법을 이용하였다. 
따라서 일반 행렬로 저장된 연립 방정식의 연산 
횟수는 삼각 분해 단계 1( )f D 와 대입 단계 2 ( )f D
로 구분된다. 마찬가지로 대역(banded) 행렬의 경
우, 삼각 분해 단계 3 ( , )f D B 와 대입 단계 4 ( , )f D B
로 구분된다. 여기서 D는 해당 행렬의 총 자유도, 
B는 대역폭의 크기를 의미한다. 또한, 비선형 해
석을 위한 반복 해법에서의 총 반복 횟수를 NIT로 
표기하였다. FULL의 FLOPs를 예로 들면, 삼각 분
해에서 3 ( , )ITN f D Bθ θ× , 대입에서 4 ( , )ITN f D Bθ θ× 의 
많은 계산량이 소요됨을 예측할 수 있다. 
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Table 1 FLOPs for solution algorithms 

 
 

3. 해석 결과 및 고찰 

영역/경계 분할법의 정확성 및 효율성을 검토하

기 위하여 두 종류의 간단한 수치 예제에 대한 해
석을 수행하였다. 
 

이차원 원공 모델 
Fig. 2와 같이, 원공에서 복사 경계면을 갖는 복

합재료 적층판의 열전달 문제를 해석하였다. 복합

재료 물성 값은 ρ = 1,560 kg/m3, cv = 679 J/kg·K, κ1 = 
48.1 W/m·K, κ2 = 0.93 W/m·K, 적층 순서 [0/±45/90]S, 
적층판 크기 16×16×0.01 m, 원공 반경 2 m이다. 또
한, 적층판 초기 온도는 300 K, 식 (8)의 복사 열
원 온도 Rθ 는 400 K이다. 상하 경계면은 단열되어 
있으며, 좌우 경계면의 온도는 일정하다. 
영역/경계 분할 효과를 자세히 검토하기 위해서 

네 종류의 유한요소 모델을 선택하였다. 기준 모
델 FULL은 129,600개(반경 방향 180개, 원주 방향 
720개)의 사각형 요소를 사용하였다. SUB4, SUB5, 
SUB8은 각각 4개, 5개, 8개의 부영역으로 전체 영
역을 분할한 모델이다. SUB5, SUB8의 내부 부영역 
Ω(1)~Ω(4)는 반경 방향으로 80개 요소를 갖는다. 모
든 공유면 절점은 인접 부영역 절점과 일치한다. 
먼저 유한요소 해의 정확성을 검증할 목적으로, 

벌칙 상수에 따른 모델 SUB8의 오차 분석 결과를 
Fig. 3에 제시하였다. 벌칙 지수 αTI, αTR은 열전도 
행렬의 대각 성분 중 최대 값을 기준으로 하여 벌
칙 상수 εTI, εTR를 표준화한 값이다. 
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αε = × K  (18) 
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αε = × K  (19) 
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Fig. 2 Domain/boundary decomposition models for 2D 
heat transfer problems 
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Fig. 3 Error norm vs. penalty index (SUB8) 
 
또한 공유면과 복사 공유면에서 온도 해의 오차 
놈(norm)을 다음과 같이 정의하였다. 
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그래프에서 넓은 범위에 걸쳐 안정적인 해를 제공

하며, 지수에 비례하여 오차가 감소함을 알 수 있
다. 이후 해석은 αTI = αTR = 10으로 고정하였다. 
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Fig. 4 Time response of temperature change (SUB8) 
 

영역/경계 분할 모델 SUB8의 공유면에 놓여 있
는 절점 (x, y) = (4, 0)에서의 온도 이력을 Fig. 4에 도
시하였다. 복사 경계면에서의 열 유입에 따라 점
진적으로 온도가 상승하는 경향을 보인다. Fig. 3의 
결과와 같이, 벌칙 지수 αTI = 10에서 공유면 온도 
해는 10-7 정도의 매우 작은 오차를 갖는다. 따라

서 FULL과 SUB8의 온도 곡선에서 가시적인 차이

는 발생하지 않는다. 
다음으로 영역/경계 분할을 적용한 해석 모델의 

효율성을 정량적으로 분석하였다. Fig. 5~7은 SUB4, 
SUB5, SUB8에 대하여 반복 계산 횟수 NIT의 변화

에 따른 효율성 향상 결과이다. 영역 분할을 하지 
않은 FULL의 FLOPs를 기준 값인 100%로 하였다. 
전반적으로 반복 횟수가 증가할수록 효율성이 향
상되며, 이는 반복 계산 단계 이전의 초기 계산량 
비율이 상대적으로 줄어들기 때문이다. 영역과 경
계를 모두 분할한 해석 알고리듬 ψ-ϕ-θ가 가장 좋
은 효율성을 제공하였다. SUB8의 경우는 FLOPs가 
0.966%까지 감소하였으며, 이를 환산하면 효율성

이 103배 증가함을 의미한다. 복사 경계면만 분할

한 해석 알고리듬 ψ-θ도 효율성이 크게 향상되었

다. 그러나 영역만을 분할한 해석 알고리듬 ϕ-θ는 
부영역의 크기나 형상에 따라 효율성이 좌우됨을 
알 수 있다. 특히, SUB4는 모든 부영역이 복사 경
계면을 가지므로 효율성이 오히려 악화된다. 반면, 
SUB5와 SUB8 계산량은 각각 33.1%, 36.5% 감소

하였는데, 이는 복사 경계면을 갖는 내부 4개 부
영역의 분할 상태가 비교적 양호하기 때문이다. 

Table 2는 NIT = 20,000일 때 영역/경계 분할 모델 
SUB4의 FLOPs 산출 내역이다. 부영역, 공유면, 복
사 공유면의 요소 수, 강성 행렬 크기, 반복 연산 
횟수 등에 관한 정보를 정리하였다. 각 해석 알고

리듬별로 많은 계산량이 소요되는 계산 단계와 영
역 등을 구체적으로 파악할 수 있다. 일반적으로 
복사 공유면에 관련된 행렬 크기가 작을수록 비선

형 반복 계산에 대한 부담이 경감되며, 해석의 효
율성이 크게 향상된다. 
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Fig. 5 FLOPs vs. number of iterations (SUB4) 
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Fig. 6 FLOPs vs. number of iterations (SUB5) 
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Fig. 7 FLOPs vs. number of iterations (SUB8) 
 
영역 분할에 의한 부영역 크기가 해석 효율성에 

미치는 영향을 Fig. 8~9에 제시하였다. NIT = 20,000
일 때 SUB5와 SUB8에 대한 결과이며, 부영역 비
율 Ω(1)/ Ω(5)는 내부 부영역 Ω(1)(~Ω(4))과 외부 부영

역 Ω(5)(~Ω(8))의 반경 방향 요소 수 비율이다. 부영

역 크기의 변화에 따른 해당 강성 행렬 대역폭의 
변화도 함께 도시하였다. 해석 알고리듬 ψ-ϕ-θ, ψ-
θ의 경우, 부영역 크기가 FLOPs에 미치는 영향은 
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Table 2 Details of FLOPs for solution algorithms (SUB4) 

D.O.F H.B.W Decomp. Substi. Decomp. Substi. Total Percent.

FULL Ω 129,600 130,320 365 20,000 20,000 345,640,604.4 2,844,809.4 348,485,413.8 100.000

Ω(1) 32,400 32,761 290 1 20,543 2,729.5 581,589.4 584,319.0 0.168

Ω(2) 32,400 32,761 290 1 20,543 2,729.5 581,589.4 584,319.0 0.168

Ω(3) 32,400 32,761 290 1 20,543 2,729.5 581,589.4 584,319.0 0.168

Ω(4) 32,400 32,761 290 1 20,543 2,729.5 581,589.4 584,319.0 0.168

ΓI 720 724 1 20,724 126.5 16,287.0 16,413.5 0.005

ΓR 720 724 20,000 20,000 2,530,018.0 15,718.0 2,545,736.0 0.731

Total 131,040 ㅡ ㅡ ㅡ ㅡ 2,541,062.6 2,358,362.8 4,899,425.4 1.406

Ω(1) 32,400 32,761 290 1 20,543 2,729.5 581,589.4 584,319.0 0.168

Ω(2) 32,400 32,761 290 1 20,543 2,729.5 581,589.4 584,319.0 0.168

Ω(3) 32,400 32,761 290 1 20,543 2,729.5 581,589.4 584,319.0 0.168

Ω(4) 32,400 32,761 290 1 20,543 2,729.5 581,589.4 584,319.0 0.168

ΓI 720 724 20,000 20,000 2,530,018.0 15,718.0 2,545,736.0 0.731

ΓR
(1) 180 181 20,000 7,260,000 39,530.4 356,110.3 395,640.7 0.114

ΓR
(2) 180 181 20,000 7,260,000 39,530.4 356,110.3 395,640.7 0.114

ΓR
(3) 180 181 20,000 7,260,000 39,530.4 356,110.3 395,640.7 0.114

ΓR
(4) 180 181 20,000 7,260,000 39,530.4 356,110.3 395,640.7 0.114

Total 131,040 ㅡ ㅡ ㅡ ㅡ 2,699,057.7 3,766,516.8 6,465,574.5 1.855

Ω 129,600 130,320 365 1 20,720 17,282.0 2,947,222.5 2,964,504.6 0.851

ΓR 720 720 20,000 20,000 2,488,315.2 15,544.8 2,503,860.0 0.718

Total 130,320 ㅡ ㅡ ㅡ ㅡ 2,505,597.2 2,962,767.3 5,468,364.6 1.569

Ω(1) 32,400 32,761 290 20,000 7,260,000 54,590,481.6 205,536,647.6 260,127,129.2 74.645

Ω(2) 32,400 32,761 290 20,000 7,260,000 54,590,481.6 205,536,647.6 260,127,129.2 74.645

Ω(3) 32,400 32,761 290 20,000 7,260,000 54,590,481.6 205,536,647.6 260,127,129.2 74.645

Ω(4) 32,400 32,761 290 20,000 7,260,000 54,590,481.6 205,536,647.6 260,127,129.2 74.645

ΓI 720 724 20,000 20,000 2,530,018.0 15,718.0 2,545,736.0 0.731

Total 130,320 ㅡ ㅡ ㅡ ㅡ 220,891,944.4 822,162,308.4 1,043,054,252.8 299.311

Total MFLOPsNo. of CalculationsMatrix Size
Elements

ϕ−θ

ϕ−ψ−θ

Algor.

ψ−θ

ψ−ϕ−θ

Ω/ΓI/ΓR
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Fig. 8 FLOPs vs. subdomain ratio (SUB5) 
 
매우 작다. SUB5에 대한 ϕ-ψ-θ의 경우, 내부 부영

역이 작을수록 FLOPs가 약간 감소하는데, 공유면 
절점 수 축소에 따라 공유면 단위의 계산량이 감소 
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Fig. 9 FLOPs vs. subdomain ratio (SUB8) 

 
하기 때문이다. 영역만 분할한 알고리듬 ϕ-θ는 내

부 부영역이 작아질수록 계산량이 급격히 감소하

며, 영역/경계를 분할한 ϕ-ψ-θ 결과에 근접하였다. 
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Fig. 10 Domain/boundary decomposition models for 3D 

heat transfer problems 
 

삼차원 직육면체 모델 
Fig. 10과 같이 삼차원 직육면체 형상을 갖는 단

순 복사 모델에 대한 효율성 해석을 수행하였다. 
전체 영역을 2개의 부영역(8절점 육면체 요소, 400
×100×10개), 공유면(4절점 사변형 요소, 100×10
개), 복사 공유면(4절점 사변형 요소, 100×10개)으
로 분할한 상태이다. 

Fig. 11은 부영역의 크기(길이 방향 요소 수) 비
율이 Ω(1)/Ω(2)

 = 5:5인 경우, 반복 계산 횟수에 따른 
효율성 변화를 도시한 결과이다. 전반적으로 반복 
계산 횟수가 증가할수록 소요 계산량은 감소하며, 
NIT = 2,000 이상에서 일정 수준으로 수렴하는 경향

을 보였다. NIT = 20,000의 경우, ψ-ϕ-θ, ϕ-ψ-θ, ψ-θ의 
FLOPs는 각각 0.376% 1.269%, 0.368% 수준으로 감
소하였다. 이는 해석의 효율성이 각각 266배, 79배, 
272배 향상됨을 뜻한다. 반면, 해석 알고리듬 ϕ-θ
는 비선형 계산을 수행하는 부영역 행렬 대역폭이 
상대적으로 크기 때문에, FULL보다 FLOPs가 증가

하였다. 3.1절에서의 이차원 열전달 문제와 비교하

여, 삼차원 문제의 계산량 감소 효과가 다소 크게 
나타났다. 이는 삼차원 문제에서 영역/경계를 분할

하지 않은 FULL의 절대 계산량이 매우 커지기 때
문이다. 

NIT = 20,000일 때, 부영역의 크기 비율 Ω(1)/Ω(2)의 
변화에 따른 FLOPs 결과를 Fig. 12에 도시하였다. 
예측한 바와 같이, 복사 경계면을 포함한 부영역 
Ω(1)의 크기가 작아질수록 해석 알고리듬 ϕ-θ의 계
산량은 급격하게 감소하며, ϕ-ψ-θ의 결과에 근접함

을 알 수 있다. 비선형 복사 경계면을 완전 분할

하는 나머지 세 알고리듬에서는 부영역 크기 변화

의 영향이 거의 나타나지 않았다. 이는 열복사 현
상에서 기인하는 비선형 계산이 주로 복사 공유면

에 국한되기 때문이다. 
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Fig. 11  FLOPs vs. number of iterations (3D) 
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Fig. 12  FLOPs vs. subdomain ratio (3D) 
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Fig. 13  FLOPs vs. number of radiation elements (3D) 

 
마지막으로 Ω(1)/Ω(2)

 = 1:9, NIT = 20,000에서 복사 
경계면의 크기(폭 방향 요소 수)에 따른 FLOPs 결
과를 Fig. 13에 도시하였다. 경계를 분할하는 알고

리듬 ψ-ϕ-θ, ϕ-ψ-θ, ψ-θ의 경우, 설정된 복사 경계
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면의 크기가 작아질수록 계산의 효율성이 증가하

였다. 이는 복사 경계면에 관련된 비선형 행렬의 
크기가 상대적으로 감소하기 때문이다. 반면, 영역 
분할법에 의한 알고리듬 ϕ-θ는 복사 경계면의 크
기에 영향을 받지 않았다. 이는 이미 분할된 부영

역에 복사 경계면이 할당되는 방식이므로, 복사가 
실제 발생하는 경계면의 요소 수에 상관없이 각종 
비선형 반복 계산이 진행되기 때문이다. 

4. 결 론 

본 논문에서는 영역 및 복사 경계면의 완전 분
할을 통한 유한요소 열전달 해석의 효율성 향상을 
검토하였다. 공유면과 복사 공유면에서 온도 연속 
조건을 간단한 벌칙 함수로서 처리함으로써, 전체 
영역을 부영역, 공유면, 복사 공유면으로 분할하여 
모델링할 수 있다. 유한요소 근사에 의한 지배 방
정식은 블록 행렬 형태로 유도되므로, 비선형 항
들을 고려하여 이를 분해함으로써 적절한 해석 알
고리듬을 설정하였다. 
영역/경계 분할에 의한 계산량 절감 효과는 해

석 알고리듬, 영역 및 경계를 분할하는 방식, 유효 
강성 행렬의 크기, 비선형 경계면의 분포, 반복 계
산 횟수 등에 따라 많은 영향을 받는다. 기본적인 
수치 예제들을 해석한 결과, 이차원 문제의 경우 
0.966%, 삼차원 문제의 경우 0.368% 수준까지 총 
연산 횟수가 감소함을 확인하였다. 이를 환산하면, 
계산의 효율성이 각각 103배, 273배 향상됨을 의미

한다. 본 영역/경계 분할법은 열접촉과 같은 다른 
비선형 경계 문제에도 직접 적용이 가능하며, 매
우 효율성 높은 열기계학적 연계 해석 환경을 제
공할 수 있다. 
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