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Abstract 

Computation of moving interface by the level set method typically requires the reinitialization of level set 
function. An inaccurate estimation of level set function φ results in incorrect free-surface capturing and thus 
errors such as mass gain/loss. Therefore, an accurate and robust reinitialization process is essential to the 
simulation of free-surface flows. In the present paper, we pursue further development of the reinitialization 
process, which evaluates level set function directly using a normal vector on the interface without solving the 
re-distancing equation of hyperbolic type. The Taylor-Galerkin approximation and P1P1 splitting/SUPG 
(Streamline Upwind Petrov-Galerkin) FEM are adopted to discretize advection equation of the level set 
function and the incompressible Navier-Stokes equation, respectively. Advection equation and re-initialization 
process of free surface capturing are validated with benchmark problems, i.e., a broken dam flow and time-
reversed single vortex flow. The simulation results are in good agreement with the existing results. 

 

1. 서 론 

우리 주변의 일상생활에서 액상과 기상의 상호

작용에 의한 2 상유동은 쉽게 접할 수 있으며 연
료 분사, 잉크젯 프린팅, 선박 수력학, 점탄성 자
유표면 유동 등과 같은 광범위한 분야에서 적용되

고 있다. 이러한 복잡한 상경계면에서의 2 상유동

을 해석하는 수치해석 방법으로는 크게 상경계면

을  추적(tracking)하는  방법과  상경계면을  포착 

(capturing)하는 방식으로 나눌 수 있다. 이 중에서 
상경계면을 포착하는 가장 대표적인 방법으로는 
Level Set(LS) 방법(1,2)과 Volume-of-Fluid(VOF) 방법(3)

이 있다. VOF 방법은 비압축성 2 상유동의 모사에 
광범위하게 사용되어 왔으며, 상경계면은 각 셀에

서 0 과 1 사이의 값을 가지는 유체의 체적분율

(volume fraction)로 정의된 함수에 의해 주어진다. 
VOF 방법은 체적분율로부터 상경계면을 표현하게 
되며 체적분율을 국부속도(local velocity)로 이송시

킴으로써 상경계면을 전진시킨다. VOF 방법은 자
연적으로 체적을 잘 보존시키는 장점이 있는 반면

에 함수가 불연속적이기 때문에 상경계면의 곡률

이나 법선 벡터를 정확하게 계산하기 어렵다는 단
점을 가지고 있다. 또한 VOF 방법은 공간상에서 
불연속적인 VOF 함수에 관한 이송방정식을 이산
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화해야 하므로 구해진 VOF 함수로부터 계면에서

의 형상을 예측해야 하는 추가적인 과정을 필요로 
한다. 이에 비해 LS 방법은 2 상유동에서 존재하

는 불연속적인 계면을 임의의 지점에서 상경계면

까지의 최단거리로 정의된 연속함수 φ(LS function)
를 이용하여 내재적으로 찾기 때문에 상경계면을 
쉽고 효율적으로 찾을 수 있을 뿐만 아니라, 기포

의 결합/분리(merging/breaking) 및 3 차원으로의 확
장 등에 있어서 추가적인 문제점이 나타나지 않는 
장점을 가진다. 그러나 LS 방법은 격자가 성긴

(coarse) 경우 질량보존 문제가 커지는 단점을 가
지고 있다.(5) 그리고, LS 방법은 LS 함수를 이송한 
후에는 LS 함수가 상경계면으로부터 최단거리를 
유지하기 위하여 추가적인 재초기화 과정을 필요

로 한다. 이를 위하여 대부분 비선형 쌍곡선형 미
분방정식을 풀게 되며 이 편미분 방정식에는 표면

적분항이 포함된다. 이 적분항에는 경계조건이 포
함되며 물리적으로 타당한 경계조건을 부여해야 
한다. 그러나, 부적절한 경계조건을 부여한 경우에

는 유동이 불안정해지며 비물리적인 현상을 초래

할 수 있다. 따라서, 쌍곡선형 미분방정식을 푸는 
대신에 경계조건을 필요로 하지 않는 새로운 직접

접근법(Direct approach method)을 제안하였다. 직접

접근법은 각 셀에서의 법선벡터(normal vector), 그
리고 계면과 셀 모서리가 만나는 점의 내적을 이
용하여 각 노드에서의 φ 값을 재초기화 하므로, 
기존의 편미분방정식을 푸는 방법과는 달리, 타당

한 경계조건의 부여라는 부담에서 자유로운 장점

이 있다. 본 연구에서는 4 단계 분리 유한요소법

(fractional four–step FEM)(6)과 LS 방법을 결합하였

으며 직접접근법(direct approach method)을 이용하

여 LS 함수를 재초기화 하였다. 
 

 

2. 수치해석 방법 

2.1 지배 방정식 
기체-액체의 2 상유동에 대한 지배방정식은 비

정상, 비압축성 유체에 대한 Navier-Stokes 방정식

이며 다음과 같다: 
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여기서 ui 는 속도벡터이며, gi 는 i 방향으로의 중
력가속도, φ는 기상에서는 음수를 액상에서는 양수

를 나타내는 LS 함수를 나타낸다. 식 (1)은 4 단계 
분리 유한요소법을 이용하여 이산화하였다. LS 함
수 φ는 LS 함수의 정의에 의하여 음수에서 양수

로 부호가 바뀌는 부분에서 물성치가 급격하게 변
한다. 따라서 상경계면에서 유체 물성치가 급격하

게 변화하는 것을 막기 위해서 일정한 완충영역

(smooth zone)을 주게 되는데 일반적으로 많이 사
용하는 1.5 xε = Δ [Δx 는 유한요소의 특성길이]로 
주었으며 다음과 같이 물성치의 변화가 부드럽게 
변화하도록 하였다. 
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이 Heaviside 함수를 통하여 물성치는 다음과 같이 
계산된다. 
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( ) ( )

( ) ( )
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   (3) 

 
여기서 하첨자 g 는 기체를 l 은 액체를 나타낸다. 
 

2.2 LS 함수의 이송방정식 
LS 함수의 이송방정식은 아래와 같은 편미분방

정식 형태로 표시된다. 
 

0i
i

u
t x
φ φ∂ ∂
+ =

∂ ∂
    (4) 

 
여기서 ui 는 속도벡터로 식 (1)을 푼 결과로 주어

지며 이산화는 Taylor-Galerkin 방법을 사용하였다. 
 

2.3 LS 함수의 재초기화 

식 (4)로부터 구한 φ는 일반적으로 재초기화  
기법이 적용되지 않으면 공간상의 임의의 노드에

서 φ 값은 초기의 함수 값과는 달리 상경계면까지

의 최단거리를 나타내지 않게 되므로 재초기화 되
어야 한다. Fig. 1 에서 상경계면과 셀 모서리의 교
점 xs 는 주변에서의 φ 값을 이용한 선형보간법을 
통해 다음과 같이 구할 수 있다.(7) 
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Fig. 1 Schematic representation of the intersection of                                  
interface and cell face 

 
 
 

1
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−
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Fig. 1 과 같이 xs 와 상경계면에서의 법선벡터 n

을 이용하면 각 노드에서의 φ 값은 다음과 같은 
절차에 의해 재초기화된다(8): 
 

1) Set |φ| = 임의의 큰 값 
2) 각 노드에서 상경계면이 위치한 요소에 내린 

수선의 발이 그 요소 내에 위치한 경우에는 φ 값
을 다음과 같이 구한다. 
 

( )
( )

( )

min , ( )
sd

dφ φ

= ⋅ −

=

x n x x

x
   (6) 

 
여기서 n 은 상경계면에서 액상을 향한 법선벡터, 
d(x)는 노드 x(x, y)에서 상경계면까지의 최단거리

를 나타낸다. 
 

3) 각 노드에서 상경계면이 위치한 요소에 내린 
수선의 발이 그 요소 내에 위치하지 않은 경우에

는 식 (6)에서 구한 값과 비교하여 다음과 같이 φ 
값을 구한다. 
 

( )min , sφ φ= −x x    (7) 

 
 4) 이전 시간단계에서의 φ의 부호로부터 재초기

화된 φ의 부호를 결정한다. 

 
Fig. 2 Schematic for a 2-D broken dam problem 

 

 
(a) t* = 1.310 

 

 
(b) t* = 3.144 

 

 
(c) t* = 4.324 

 

 
(d) t* = 8.123 

 
Fig. 3 Temporal variation of free surface configur-

ation for the 2-D broken dam problem 
 

3. 수치해석 결과 

3.1 2 차원 댐 붕괴 문제 
개발된 직접접근법의 검증을 위해서 2 차원 댐 

붕괴 문제를 해석하였다. 수력학적 평형 상태에 
있는 사각 물 기둥이 댐이 제거되면서 중력의 영
향으로 붕괴되기 시작하여 자유표면은 전진하는 
물결 파를 형성한다. 물의 밀도와 점성계수는 각
각 1000 [kg/m3]과 1 × 10-3 [㎏/m⋅s]이며 공기의 밀도

와 점성계수는 각각 1 [㎏/m3]과 1 × 10-5 [㎏/m⋅s]이
다. 중력 가속도 g = 9.8 [m/s2]이다. 계산 영역은  
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Fig. 4  (a) The position of the water surge front and 

(b) the height of the remaining water column 
as a function of non-dimensional time in the 
2-D broken dam problem 
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Fig. 5  Mass errors of 2-D broken dam with non-
dimensional time 

Fig. 2 에서처럼 5a × 1.25a 이며 정사각 물기둥(a × a, 
a = 0.05715 m)은 Martin & Moyce(9)의 실험조건과 
같다. Fig. 3 은 200 × 50 균일한 사각형 격자를 사
용하여 얻어진 시간에 따른 자유표면 형상을 나타

내며, 시간은 * /t a g= 로 무차원화 하였다. 물 기
둥은 오른쪽 상단 자유표면에서부터 붕괴되기 시
작하여 시간이 지남에 따라 밑면을 흘러 오른쪽 
방향으로 전진함을 볼 수 있다. Fig. 4 는 시간의 
경과에 따른 자유 표면의 선단 위치 및 왼쪽 벽에

서의 물기둥 높이를 나타내며 각 위치는 최초 물 
기둥의 높이 a 로 무차원화 하였다. Fig. 4 에서 볼 
수 있듯이 기존의 실험결과인 Martin & Moyce 의 
결과와 잘 일치하고 있음을 알 수 있다. Fig. 5 는 
시간에 따른 질량보존 오차를 나타내며, 기존의 
Yue 등(10)의 결과와 비교해 볼 때 질량보존에도 
큰 문제가 없음을 확인할 수 있다. 
 

3.2 Time-reversed single vortex flow 
엄밀해가 주어진 주기적인 유동장을 이용하여 

한 주기(T)가 지난 후에 와류가 원래의 형태를 어

느 정도 유지하고 있는지, 즉 얼마나 질량보존이 

되고 있는가를 측정하였으며 이때 주어진 주기적

인 속도장은 다음과 같다: 
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2sin cos( ) sin ( ) cos( / )

u x y y t T

v x x y t T

π π π π

π π π π

= × × ×

= − × × ×
 (8) 

 

Table 1은 time-reversed single vortex 유동에서 다

양한 재초기화 방법을 사용했을 때, 한 주기 후의 

φ 값과 엄밀해와의 차이를 나타낸다. 오차는 상경

계면 주위에서의 LS 함수 분포가 중요하기 때문

에 φ 값의 절대치가 ε (1.5 × Δ x)보다 작은 점들

만을 고려하여 계산하였으며, 오차는 다음과 같이 
정의된다.(4) 
 

( )2
Num Exact

Error
M

φ ε

φ φ
<

−

=
∑

  (9) 

 
여기서 M 은 φ의 절대치가 ε 보다 작은 절점의 
개수를  나타낸다 .  직접접근법은  3 차  정확도

ENO(Essentially-Non-Oscillatory), CSUPG(Consistent 
Streamline Upwind Petrov-Galerkin)와 거의 비슷한 
정확도를 주며, TG(Taylor-Glaerkin)는 다른 방법들

에 비해서 좀 더 높은 정확도를, 그리고 SUPG 
(Streamline Upwind Petrov-Galerkin)는 상대적으로 
오차가 큰 것을 알 수 있다. 직접접근법은 각 셀 
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Table 1 Error of level set function in a time-reversed 
single vortex flow 

Grid resolution 
Method 64 × 64 128 × 128 

SUPG(4) 1.50E-02 7.98 E-03 

CSUPG(4) 1.07 E-02 5.06 E-03 

3rd ENO(4) 9.02 E-03 4.55 E-03 

TG(11) 7.90 E-03 3.50 E-03 

Present study 9.60 E-03 5.11 E-03 
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(b) t = T 

 
Fig. 6 Advection of LS function in time reversed 

single vortex flow (128 × 128 grid) 
 
에서의 상경계면이 지나는 점을 현재는 선형보간

법을 이용하여 구하였으나, 고차의 보간법을 사용

하였을 경우에 좀 더 고차의 정확도를 얻을 수 있
을  것으로  판단된다 . Fig. 6 은  128 × 128 격  

 
 

Fig. 7 Schematic for a three-dimensional broken dam 
problem 

 
자계에서 time reversed single vortex 유동을 TG 및 
직접접근법을 이용하여 재초기화하였을 때, 각각 t 
= T/2, T 에서의 상경계면의 모양을 나타낸다. 두 
방법 모두 한 주기 이후에 비교적 원형 모습을 잘 
유지하고 있는 것을 볼 수 있으며, TG 방법에 비
해 직접접근법은 상경계면이 날카로운 부분(sharp 
interface)에서 좀 더 큰 질량손실을 보이는 반면에, 
원형 형상을 좀 더 잘 유지하고 있는 것을 확인할 
수 있다. TG 방법을 사용하여 재초기화 과정에 대
한 미분방정식을 이산화하는 경우에는 다음과 같
은 경계조건을 포함하게 된다: 
 

( ) B.C.T
e e

i j
i j

w C C d w d
x xΩ Ω

φ Ω φ Ω
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂

= ∇ ⋅∇ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫

      (10) 
 
여기서 C는 단위 벡터로 상경계면 선상에서 수직 

방향으로 멀어지는 방향을 향하며 B.C.T은 경계에 

대한 적분항으로 다음과 같이 나타낼 수 있다: 

 
,B.C.T = i i j jwC n C dφ Γ∫     (11) 

 
직접접근법을 사용하였을 경우에는 이러한 경계

조건에서 자유로울 수 있으며, 따라서 유동이 복
잡한 경우에는 직접접근법이 쌍곡선형 편미분방정

식을 푸는 TG 방법에 비해 좀 더 안정적인 해를 
가져다 주는 것으로 판단된다. 
 

3.3 3 차원 댐 붕괴 문제 
직접접근법을 3 차원 문제에 대하여 검증하기 

위해서 3 차원 댐 붕괴 문제에 적용하였다. Fig. 7
에서 보는 바와 같이 계산영역의 크기는 x, y, z 
각 방향으로 5a × 1.25a × a 이며, 200 × 40 × 50 육
면체 균일 격자계를 사용하였다(10). 모든 경계는 

벽으로 처리하였으며, 벽에서의 접선 방향으로는  
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(e) t* = 3.275           (f) t* = 3.93 

 
Fig. 8 Free surface configuration as time goes by 
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Fig. 9 The position of the water surge front as a 
function of non-dimensional time in the 3-D 
broken dam problem 

 
 
 

미끄럼 조건을 주었다. Fig. 8 은 시간 경과에 따 

른 자유표면의 전진을 나타내며, Fig. 9 와 10 은 

각각 시간에 따른 자유 표면의 선단 위치 및 왼쪽 
벽에서의 물기둥 높이를 나타낸다. 시간은 2 차원  
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Fig. 10  The position of the water height of the 
remaining water column as a function of 
non-dimensional time in the 3-D broken 
dam problem 
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Fig. 11  Mass errors of 3-D broken dam with non-
dimensional time 

 
 
댐 붕괴 문제에서와 같은 방식으로 무차원화 하였

으며, 기존의 실험결과인 Martin & Moyce 의 결과

와 잘 일치하고 있음을 알 수 있다. Fig. 11 은 시 
간에 따른 질량보존 오차를 나타내며, 최대오차는 
약 2.3%이다. 비교적 질량보존이 잘 되고 있음을 
확인할 수 있다. 

4. 결 론 

본 연구에서는 LS 방법의 재초기화 과정을 해
석하기 위하여 기존의 편미분방정식을 푸는 대신

에 각 셀에서의 법선벡터, 그리고 상경계면과 셀 
모서리의 교점을 이용하는 직접접근법을 사용하였

다. 재초기화 과정을 직접접근법으로 해석한 경우
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에 기존의 편미분방정식으로 푸는 경우에 비해서 
질량보존을 크게 훼손시키지 않으면서도 좀 더 안
정적인 해를 얻을 수 있었으며 또한 물리적으로 
타당한 경계조건을 부여해야 하는 부담에서도 좀 
더 자유로울 수 있었다. 다만, 상경계면이 셀과 만
나는 교점을 구하는 방식에서 좀 더 고차의 정확

도를 가지는 보간법(12)을 선택할 필요가 있을 것
으로 판단된다. 
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