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Abstract 

 

It is very well known that the natural frequency of an oscillating body on the free surface 

is determinable only after the added mass is given. However, it is hard to find analytical 

investigations in which actually the natural frequency is obtained. Difficulties arise from the 

fact that in order to determine the natural frequency we need to compute the added mass 

at least for a range of frequencies, and to solve an equation where the frequency is a 

variable. In this study, first, a formula is obtained for the added mass, and then an 

equation for finding the natural frequency is defined and solved by Newton`s iteration. It is 

confirmed that the formula shows a good agreement with the results given by Ursell(1949), 

and the value of natural frequency is reduced by 21.5% compared to the pre-natural 

frequency, which is obtained without considering the effect of added mass.  

 

※Keywords: Natural frequency(고유진동수), Heaving circular cylinder(상하동요하는 원주), 

Added mass(부가질량), Newton`s iteration(Newton 의 반복법) 

 

1. 서론 

 

자유수면 상에서 상하동요하는 2차원 원주의 

부가질량에 대한 연구는 Ursell(1949) 이래로 

Hwang and Kim(1973), Rhee and Hwang(1978) 

등의 많은 연구자들에 의해 이루어져 왔다.  

 

접수일: 2008 년 5 월 14 일, 승인일: 2008 년 7 월 24 일 

교신저자: sjoonlee@cnu.ac.kr, 010-9480-9459 

Ursell 의 방법을 사용하여 부가질량을 얻는 

경우, 속도포텐셜에 포함된 미정계수들을 얻기 

위해서는 수치적인 방법을 사용하여 선형 

연립방정식을 풀어야 하므로 통상 부가질량은 

도표 또는 표의 형태로 주어진다.  

한편 고유진동수는 복원력계수를 물체의 질량과 

부가질량의 합으로 주어지는 가상질량으로 나누어 

얻을 수 있는데, 부가질량이 진동수의 함수이므로 

결국은 고유진동수를 정의하는 식은 진동수를 
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변수로 하는 방정식이 되어 고유진동수를 얻기 

위해서는 이 방정식의 해를 구해야 한다. 물론 

실험으로 고유진동수를 정하는 것은 그리 어려운 

일이 아니지만, 본 논문에서는 이론적으로 

고유진동수를 구하는 방법을 기술하고자 하였으며, 

먼저 상하동요하는 2차원 원주에 대해 

고유진동수를 구하는 방법을 확립함으로써 차후 

선박의 6-자유도 동요에 대한 고유진동수를 

구하는 방법의 지침으로 삼고자 한다. 특히 3차원 

물체의 부가질량은 대부분 수치적인 방법으로 

얻어지고 있으므로, 여기서는 수치적인 방법에 

과도하게 의존하지 않는 근사적인 방법을 

확립하는 것을 목표로 하였다.  

 

2. 문제의 정식화와 근사해  

 

2.1 Ursell 의 방법; 2 항-근사 

좌표계는 Ursell(1949)을 따라 Fig. 1 과 같이 

y 축이 연직 하방을 향하는 좌수 직각 좌표계로 

잡고, 반경 a 인 원주는 평형 상태에서 하반부가 

유체와 접촉하고 있으며, 따라서 원점은 원주의 

중심과 일치한다고 가정한다. 또 ( , )r θ 는 

극좌표계이며, θ 는 y -축으로부터 잰 각이다. 

Ursell(1949)은 상하동요하는 2차원 원주에 

대한 문제를 생각하면서 이상유체의 

비회전성유동을 가정하고 속도포텐셜 φ 를 

도입하였는데, φ 는 진행파를 나타내는 부분과 

물체 근처에서의 국부교란 유동을 나타내는 두 

부분의 합으로 보았다. 또한 유동의 대칭성을 

가정할 수 있으므로 Fig. 1에 보인 바와 같이 제 1 

사분면만 고려하기로 한다.  

그의 식을 다음에 보이는데, 본 논문에서는 

부가질량에 대한 근사식을 얻고자 하고 있으므로 

국부교란 유동을 나타내는 부분에 대해 2항-

근사를 하기로 한다 

 
2 2

2 2 2 2
1 1

cos sinc j j s j j
j j

p R t q R t
gb
πσ φ σ σ

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= Φ + + Φ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  (1) 

 

여기서 σ 는 상하동요의 진동수, g 는 중력가속 

 

Fig. 1 Co-ordinate system 

 

도, b 는 물체로부터 상당히 떨어진 곳에서 물체

의 운동에 의해 생성, 전파되는 진행파, 즉 방사파

의 진폭으로 미지량이며, cΦ , sΦ 는 진행파, 2 jR

는 국부교란 유동을 나타내는 항으로 각각 다음과 

같이 주어진다.  

 
2

cos ,   Ky
c e Kx K

g
σπ −Φ = =          (2) 

 

2 2
0

cos sinsinKy kx
s

k ky K kye Kx e dk
k K

π
∞

− −−
Φ = −

+∫
   (3) 

 

2
2 2 2 1

cos2 cos(2 1)
2 1

j
j j j

j K jR a
r j r

θ θ
−

⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟−⎝ ⎠

    (4) 

 

따라서 식 (1)에는 다섯 개의 미지량, b와 미정계

수 2p , 4p , 2q , 4q 가 포함되어 있으며, 이들을 

구하기 위해 물체 표면 상의 경계조건을 만족시켜

야 한다.  

원주의 상하동요는 다음 식으로 주어지며,  
 

cos( )y l tσ ε= +           (5) 

 

여기서 l은 상하동요의 진폭, ε 은 상하동요와 방

사파의 위상차로 역시 미지량이며, 결국 미지량은 

여섯 개임을 알 수 있다.  

 

2.2 물체 경계조건의 만족 

앞 절에서 논의한 여섯 개의 미지량을 결정하기 
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위해 물체 표면 상에서의 경계조건을 Fig. 1 에 보

인 바와 같이 1P , 2P , 3P 의 세 점에서 만족시키기

로 한다. 물체 표면 상에서의 경계조건은 다음과 

같이 주어지므로,  

 

cos sin( )cos ,   on dy l t r a
r dt
φ θ σ σ ε θ∂
= = − + =

∂
   (6) 

 

먼저 점 1P에서 경계조건을 만족시키면 다음을 얻

는다.  

sin ,b A
l

πξ ε= cosb B
l

πξ ε=          (7) 

 

여기서 Kaξ = 로 무차원량이며, A , B는 각각 다

음 식으로 주어진다.  
 

( ) ( )2 42 4A e p pξπξ ξ ξ−= + + + +     (8) 

 

( ) ( )2 4( ) 1 2 4B e Ei q qξξ ξ ξ ξ−= − + + + +   (9) 

 
여기서 Ei 는 지수적분(exponential integral)이다

(부록 참조). 또한 식 (7)에서 ε 을 소거하여 다음

을 얻는다.   

2 2

b
l A B

πξ
=

+
          (10) 

 

A , B는 미정계수만의 함수로 주어지므로 미정계

수를 구하면 식 (10)으로부터 b 를 얻고, 이를 식 

(7)에 대입하여 ε 을 얻을 수 있다. 따라서 경계조

건을 점 1P 에서 만족시키는 것은 미정계수와 두 

개의 미지량 b , ε 을 분리하는(decouple) 역할을 

하므로, 근사해를 얻을 때 매우 중요한 역할을 하

고 있음을 알 수 있다.  

점 2P 에서의 경계조건으로부터 다음을 얻는데, 

2 4 12 2 ,p pα β+ =  
2 4 12 2q qα γ+ =      (11) 

 

여기서 α , 1β , 1γ 은 각각 다음 식으로 주어진다.  
 

2(1 2)α ξ= + +            (12) 

( ){ }'
1 cos ' sin ' ,   ' / 2e eξ ξβ πξ ξ ξ ξ ξ− −= − − + =  (13) 

 

( )
( )( )

'
1 1 2

2 1

( ) { cos ' sin ' ( )

    cos ' sin ' } 1 2

e Ei e ci si

ci si

ξ ξγ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ π

− −= − + + +

+ − − − + −
 (14) 

 
여기서 1ci , 2ci , 1si , 2si 는 다음 식으로 정의되

는 코싸인적분(cosine integral) ci 와 싸인적분 

(sine integral) si 의 실수부와 허수부이다(부록  

참조).  

1 2( ' ') ,ci i ci iciξ ξ+ = + 1 2( ' ')si i si isiξ ξ+ = + (15) 

 

점 3P 에서의 경계조건으로부터 다음을 얻으며, 

2 4 22 4 ,p p β− =  
2 4 22 4q q γ− =       (16) 

 

여기서 2β , 2γ 는 각각 다음 식으로 주어진다.  

 

2 sinβ πξ ξ=           (17) 

{ }2 cos 1 sin ( ) cos ( )ci siγ πξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= − − + −  (18) 

 

식 (11), (16)은 네 개의 미정계수에 대한 1 차 연

립방정식이므로 다음과 같이 쉽게 해를 구할 수 

있다.  

2 2 2 21 1
1

( ) (2 ,  2 ),  p q β αβ γ αγ= + +
Δ

   (19) 

 

4 4 2 21 1
1

( ) ( ,  ),   =4+2,  p q β β γ γ α= − − Δ
Δ

 (20) 

 

식 (19), (20)으로 주어지는 미정계수를 사용하여 

b와 ε 을 얻고, 또 유동장 내부의 임의의 점에서 

속도포텐셜을 계산할 수 있다.  

Ursell(1949)은 식 (1)에서 6항을 취하였고, 그 

계수들을 결정하는데, 경계조건을 10점에서 적용

하여 최소자승법을 사용한 반면, 본 논문에서는 2

항-근사를 사용하였고, 경계조건도 3점에서 만족
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시킨 차이점에 유의한다. 

2.3 압력적분과 부가질량 

앞 절에서 얻은 속도포텐셜을 이용하여 먼저 물

체 표면 상의 압력을 얻고, 이 압력의 연직방향 

성분을 적분하여 부가질량을 얻을 수 있다. 먼저 

Bernoulli 방정식으로부터 동압(dynamic pressure) 

p를 다음과 같이 얻으며,  

 

1p
t
φ

ρ
∂

= −
∂

           (21) 

 

여기서 ρ 는 유체의 밀도이다. 따라서 물체 표면

에서의 압력 Bp 의 연직방향 성분을 적분하여 연

직방향으로 작용하는 힘 yF 를 다음과 같이 얻는

다.  

 

( )
/2

0

2
2 cos cos siny B

gab
F a p d M t N t

π ρ
θ θ σ σ

π
= − = −∫ (22) 

 

여기서 M , N 은 각각 다음 식으로 주어진다.  

 

( ) 1

4
2

1 1 1 cos sin ( )
2 2

1       
3 4 15

EM e si M

qq

ξ π πξ ξ ξ
ξ ξ

π ξ

− ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

(23) 

 

4
3 2

1 1sin
6 3 4 15

pN e f pξ ξ ππ ξ ξ
ξ

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ℜ + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (24) 

 
단 E 와 1M 은 다음과 같고,  

 
2

3ln ,   Euler 
4

E C Cξξ ξ ξ= + + + − = 상수=0.5772  (25) 

 

( ){ } ( )
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2 3 2 3 4
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4 3

7 2 3

3
2 3 4 4

4 6

1 11 9  9 9
6 20
1 1 1      3 (2 )
7 2 3 2 2 12

1 1      + 9 6
16 6 8

M E f f

f f f

f f
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ξ ξ ξξ ξ π

ξξ ξ ξ ξ ξ

= − − + ℜ − + − ℜ

⎛ ⎞
− ℜ + + + − ℑ + − ℑ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ + − ℑ − − ℑ⎜ ⎟
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 (26) 

( ; 1; )nf n n iξ=Φ +          (27) 

 

여기서ℜ 과 ℑ는 각각 그 뒤에 나오는 함수의 실

수부와 허수부를 뜻하며, Φ 는 축중초월기하함수

(degenerated hypergeometric function)이다(부록 

참조, Abramowitz & Stegun, 1965). 진행파에 상

응하는 부분을 적분하는 데는 sinμ θ= 의 치환을 

이용하고, 또 지수함수에 대해서는 다음 근사를 

사용하였으며,  

 
21cos 2(1 )

2
e e eξ μξ θ ξ ξ μ− −− −= ≅ +       (28) 

 
 

같은 맥락에서 코싸인적분과 싸인적분에 대해서도

다음과 같은 근사를 사용하였다.  

 
2

( ) ln ,
4
zci z C z≅ + −  3

( )
2 18

zsi z zπ
≅ − + −  (29) 

 
아울러 적분 과정에서 나타나는 다음 함수에 대해

서도 다음과 같은 근사를 사용하였다.  

 
2

21 1 ,
2
μμ− ≅ −   1cot

3
μθ

μ
≅ −     (30) 

 
 

이와 같은 근사는 수직 방향 힘의 주요 부분이 

μ 즉 θ 가 작을 때의 값들에 의해 주어질 것이라

는 물리적 통찰에 상응한다.  

식 (22)로 주어지는 연직방향의 힘을 상하동요

의 가속도 성분과 속도 성분으로 다음과 같이 분

해할 수 있는데,  

 
2

2y aF m
d y dyd
dt dt

= − −          (31) 

 

여기서 am 는 부가질량, d 는 조파감쇠이다. yF

와 가속도를 (cos ,  sin )t tσ σ -평면 상에서 고려하

기로 하면, 음의 가속도 방향의 단위벡터 ê는 식 

(7)과 식 (10)으로부터 다음과 같이 얻는다.  
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2 2

( , )
ˆ ( cos , sin )

B A
e

A B
ε ε

−
= − =

+
   (32) 

 

 

따라서 부가질량은 다음과 같으며,  

 

2 2 2

22
ˆ ( , ) 2a

gab MB NA
m e M N a

l A B

ρ
ρ

πσ

+
= − =

+
 (33) 

 

원주의 질량 2 / 2m aρπ= 이므로, 부가질량계수 

aC 를 다음과 같이 얻는다.  

 

2 2

4a
a

MB NA
C

A B

m
m π

+
=

+
=       (34) 

 
 

3. 계산 결과와 검토 

 

3.1 부가질량계수  

앞 장에서 얻은 결과들을 이용하여 부가질량계

수를 얻을 수 있고, Fig. 2에 그 결과를 보였다. 

Ursell(1949)이 얻은 8개의 ξ 값에 대한 결과를 

Table 1에 보였으며, Fig. 2에도 표시하였다.  

전반적으로 Ursell의 값보다 약간 작은 값을 주

고 있는 것을 확인할 수 있으며, 0ξ →  그리고 

 

 

 
Fig. 2 Heave added mass coefficient of 2-

dimensional circular cylinder  

Table 1 Heave added mass coefficient of 

Ursell(1949) 
/ξ π 0 1/6 1/4 1/2 2/3 3/4 1 5/4 3/2

( )aC ξ ∞ 0.780.730.830.91 0.94 1.01 1.06 1.09

 

 

ξ → ∞ 인 두 경우에 대한 부가질량계수의 극

한값을 구하면 다음과 같다. 먼저 0ξ → 인 경우

에는 다음을 얻으므로,  

 

( )4,  1 2 ,  ln ,  A B M Nπξ ξ π→ → − → → (35) 

 
다음 결과를 얻는다.  

 

              
1 2 1

lnaC π ξ

+
→            (36) 

 

이 결과는 Wehausen & Laitone(1960)이 얻은 보

다 엄밀한 극한해인 다음 결과와 비교하면 

 

2

8 1
lnaC π ξ

→              (37) 

 
 

약 5% 적은 값을 주고 있음을 확인할 수 있다. 

국부교란 유동을 2항으로 근사한 결과임을 생각하

면 매우 만족스러운 것으로 보인다. 

한편 ξ → ∞ 인 경우에는 다음을 얻으므로,  

 

2

2

2

( , ) (sin , cos )
2

( , ) ( cos , sin )
8

A B

M N

π
ξ ξ ξ

π
ξ ξ ξ

→ −

→ −

   (38) 

 

다음 결과를 얻는다.  

 

1aC →              (39) 

 

이 결과는 엄밀해와 정확히 일치한다.  
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3.2 2 차원 원주의 고유진동수  

2차원 원주의 고유진동수는 물론 부가질량을 알

아야 결정되는데, 먼저 부가질량의 영향을 고려하

지 않았을 때의 고유진동수, 즉 원고유진동수

(pre-natural frequency) 0ω 는 다음과 같이 정의

할 수 있다.  

 

2

2
0

2 4

/ 2

ga g

a a

ρ
ω

πρ π
= =        (40) 

 
 

따라서 0ω 에 상응하는 무차원 파수 0ξ 는 다음과 

같고,  
2
0

0
4a

g

ω
ξ

π
= =            (41) 

 
 

이 값은 Fig. 2에도 표시하였다. 부가질량을 고려

한 경우의 고유진동수 nω 은 다음과 같이 정의할 

수 있으므로,  

 
2

2 02

1 ( )a n
n

a C

ga

m m

ωρ
ω

ω
= =

+ +
    (42) 

 
 

이에 상응하는 무차원 파수 nξ 은 다음 식으로부

터 얻을 수 있다.  

 

0
2

1 ( )a

n
n

nC

a

g

ξω
ξ

ξ+
= =       (43) 

 
 

식 (43)으로부터 nξ 을 얻기 위해서 Newton 의 반

복법(Newton`s iteration method)를 사용하기로 하

고, 영(zero)의 값을 구하고자 하는 방정식을 다음

과 같이 정의하면 

 

{ } 0( ) 1 ( )af Cξ ξ ξ ξ= + −      (44) 

 

반복자(iterator)는 다음 식으로 주어진다.  

1

( )
,   0,1, 2,

'( )
j

j j

j

f
j

f

ξ
ξ ξ

ξ+
= − = L   (45) 

 

이 식에 따르면 
adC

dξ
를 구해야 하는데, 이 값은  

수치적으로 얻을 수 있으므로, 식 (45)를 사용하 

여 다음 결과를 얻을 수 있다.  

 

0 00.616 ,   0.785n nξ ξ ω ω= =     (46) 

 

따라서 부가질량을 고려하면 2 차원 원주의 

고유진동수는 원고유진동수 0ω 보다 21.5%정도 

감소함을 알 수 있다.  

 

4. 결론과 향후 과제  

 

본 논문에서는 상하동요하는 2차원 원주의 

고유진동수를 예측하기 위해 Ursell(1949)의 

방법을 사용하되, 국부교란 유동을 나타내는데 

2항-근사를 도입하여 계산의 정확도는 

떨어지지만 닫힌 형태(closed form)로 주어지는 

부가질량계수를 얻었으며, 이를 이용하여 

고유진동수를 구하였다.  

진동수 또는 파수가 매우 작거나 매우 큰 두 

가지 극한의 경우에 부가질량계수는 보다 엄밀한 

해석의 결과와 잘 일치하는 결과를 보여 주었고, 

2항-근사의 결과는 Ursell(1949)의 해보다 약간 

작은 값을 주는 것을 확인하였으며, 전반적으로 

만족할 만한 결과를 얻었다.  

2차원 원주의 원고유진동수에 상응하는 무차원 

파수는 4 / π 인데, 부가질량을 고려한 

고유진동수에 상응하는 무차원 파수는 38.4% 

감소하고, 고유진동수는 21.5% 감소하는 결과를 

얻었다. 이에 대한 실험적 확인은 향후 과제로 

진행될 것이다.  
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부  록 

 

지수적분, 싸인적분, 코싸인적분, 

축중초월기하함수에 대해 본 논문에서 사용된 

형태를 정리하여 혼동을 피하고자 하였다.  

먼저 지수적분은 실수 자변수에 대해 다음과 

같은 정의를 사용하였고 그 변화를 Fig. 3에 

보였다 

1

( ) ln | | ,  0
!

k

k

x
Ei x x C x

k k

∞

=

= + + ≠∑  (A1) 

 
 
 

다음으로 자변수가 복소수인 싸인적분과 코싸인적

분을 다음과 같이 정의하였으며, 그 변화를  Fig. 

4에 보였다 

 

  
Fig. 3 Exponential integral  

 

Fig. 4 Sine integral & cosine integral 

 

2 1

0

( )
( )

2 (2 1)!(2 1)

k k

k

z
si z

k k

π +∞

=

−
= − +

+ +
∑   (A2) 

 

2

1

( )
( ) ln ,  z 0

(2 )!2

k k

k

z
ci z z C

k k

∞

=

−
= + + ≠∑ (A3) 

 

또한 축중초월함수는 다음과 같이 정의된다.  
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( 1) 2!

j j j z
j n z z
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