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Abstract 

Quartz crystal oscillator is frequently used in measuring a very small amount of mass attached to or 
adsorbed on the surface of an electrode on the quartz plate. The physical principle is that the resonance 
frequency of the shear vibration of the quartz caused by an applied electric field is a function of the mass. 
Recently, effort has been tried to measure physical properties of viscoelastic fluids, such as viscosity and 
shear modulus. This paper presents useful formula that can be used in estimating the properties of viscoelastic 
fluids. Important finding in this analysis is that the formula can produce multiple values for the physical 
properties of the viscoelastic materials. 

기호설명  

 
B  : 서셉턴스(susceptance) 
C , mC  : 등가전기회로의 커패시턴스(capacitance) 

0C   : 수정진동자의 정적 커패시턴스 

66c   : 수정진동자의 전단 탄성계수 

66c = 2
66 26 22/c c ε+  

66c% = 66 Qc iωη+  

2D   : 전기변위 벡터 성분 

26e   : 수정진동자의 피에조 전기상(piezoelectric  
constant) 

0f , 0Lf : 공진주파수  

1f , 2f  : 서셉턴스의 최대 최소시의 주파수 
G , maxG  : 컨덕턴스(conductance) 

Lh   : 점탄성 유체의 두께 

Qh   : 수정진동자의 두께 

I   : 전류 
K   : 상수 

Lk = /L Lω ρ μ%  

Qk   : 복소파수 

L , mL  : 등가전기회로의 인덕턴스(inductance) 
R , mR  : 등가전기회로의 저항 
Q   : 표면전하 

eq , Lq , LRq , LIq , LQ  : 상수 
r   : 반경방향 좌표 

er   : 수정진동자의 반경 

Lr   : 점탐성 유체의 반경 
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t   : 시간 

12T   : 응력텐서의 전단응력 성분 
u   : 수정진동자의 x -방향 변위 
v   : 점탄성 유체의 x -방향 변위 
x   : 수정진동자의 진동방향 좌표 
y   : 축방향 좌표 
Y , 0Y , mY  : 어드미턴스(admittance) 

mZ   : 임피던스(impedance) 
 
그리스문자 

12fΔ   : 밴드 폭 

0LfΔ   : 공진주파수의 변화량 

22ε   : 수정진동자의 유전율 
φ   : 포텐셜 

0̂φ   : 외부에서 가한 AC 전위의 진폭  

γ   : 상수 

Lη  : 점탄성 유체의 점성계수 

Qη   : 수정진동자의 점성계수 

μ   : 상수 

Lμ   : 점탄성 유체의 전단 탄성계수 

Lμ% = L Liμ ωη+    

1Π , 2Π  : 무차원 파라미터 
θ   : 상수 

eρ   : 전극의 면적 밀도 

Lρ   : 점탄성 유체의 밀도 

Qρ   : 수정진동자의 밀도 

ω   : 외부에서 가한 AC 전위의 각속도  
ξ   : 점성계수의 비 
ψ , Lψ , Qψ  : 상수 

1. 서 론 

수정진동자(quartz crystal oscillator 혹은 quartz 
crystal microbalance)는 수백 마이크로미터 정도 두
께의 수정 판(수 밀리미터의 직경) 양 쪽 면에 전
극을 부착하고 전극에 교류를 가하였을 때 수정의 
물질적 특성에 기인하여 발생되는 고유진동의 특
성을 전기적으로 측정함으로써 전극 표면에 부착
한 미세 물질을 검출하기 위한 목적으로 개발되어 
왔다. 처음에는 기체나 진공 중에 포함된 미세 입
자나 물질의 흡착에 적용되었으나 이 후 액체 중
에서도 사용되기에 이르렀다. 수정 판의 진동모드

는 판에 수직인 방향의 진동과 평행 방향의 진동
으로 대별할 수 있으나 주로 평행 방향의 진동모
드(TSM; thickness shear mode, or TSV; thickness shear 
vibration)가 이용되고 있다.  
수정진동자의 가장 큰 특징은 진동자의 고유진

동수 변화가 전극에 부착된 질량에 매우 민감하다
는 점이다. 따라서 질량이 매우 작은 물질을 검출
할 때 효과적이다. 가장 단순한 경우로서 전극 위
에 매우 얇은 두께로 단단한 물질이 고르게 도포
된 경우, 질량변화와 고유진동수와의 관계는 
Sauerbrey(1)가 처음 이론해석을 통해 제안하였다. 
이 후 Kanazawa & Gordon(2)은 액체 중에서의 흡착
에 관한 문제를 해석하고 액체의 점성계수와 진동
자의 고유진동수와의 관계를 확인할 수 있는 공식
을 제안한 바 있다. Martin 등(3)은 수정진동자의 전
극 표면이 액체 중에 잠긴 경우에 있어서 추가적
으로 전극 표면에 얇은 막의 물질이 도포된 경우
에 대해 해석을 수행하고 계산 공식을 제시하였다. 
수정진동자의 이론적 해석은 주로 전기회로와의 
유사성에서 출발하여 수행되어 온 것이 사실이다. 
그러나 Reed 등(4)은 그 진동특성을 역학적인 관점
에서 다루었으며 더불어 점탄성 유체가 전극 표면
에 접촉된 경우에 대해서 해석을 수행하였다. 이 
후의 연구성과에 따르면, 경우에 따라서 수정 판
의 진동 크기가 판의 위치에 따라서 달리 나타난
다는 사실이 밝혀졌다. 일반적으로 이러한 경우는 
판의 중심에서 진폭이 가장 크며 가장자리로 갈수
록 작아지는 특징을 보이고 있다. 많은 연구자들
이 이에 관한 연구를 수행하였으며(5~7) 현재는 진
폭의 반경방향 분포가 가우스 분포함수에 가깝다
는 사실이 인정되고 있으나 아직도 추가적인 연구
가 필요한 분야이다. 전극의 일부에만 물질이 부
착된 경우에는 부착된 부분의 수정만이 진동을 한
다는 에너지 트랩(energy trapping) 현상도 보고되고 
있다.(8) 
수정진동자의 응용은 현재 매우 다양한 분야에

서 시도되고 있다. 대표적인 예로서, 각종 화학적 
반응을 통해 나타나는 질량변화라든지 물질의 표
면흡착 여부나 그 정도의 확인 등은 이미 오래 전
부터 시도되어 오고 있다. 수정진동자를 사용하여 
점탄성 유체의 점성계수나 탄성계수와 같은 물성
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치를 측정하고자 하는 아이디어는 단백질과 같은 
바이오 물질의 검출에 응용될 수 있기 때문에(9,10) 
Reed 등(4)의 이론해석 이후 활발히 진행되어 오고 
있다.(11~13) 그러나, 점탄성 유체를 대상으로 한 응
용에 있어서, 전극 자체의 관성효과, 수정 물질 자
체의 점성효과, 에너지 트랩효과, 부착 물질
(overlayer)의 두께 효과 등을 동시에 고려한 연구
는 아직 보고되어 있지 않다.        
본 연구는 이러한 관점에서 위의 효과를 동시에 

고려한 경우에 있어서 수정진동자의 진동특성(구
체적으로는, 공진 주파수와 이 때의 컨덕턴스, 
conductance)과 점탄성 유체의 물성치와의 관계를 
밝히고 이를 관련 응용분야에서 활용할 수 있게 
하는 목적으로 수행되었다. 연구진행 결과는 의외
로 응용에 있어서의 한계점을 발견하였으며 이를 
본 논문에서 보고하고자 한다. 수정진동자의 진동 
특성과 물질특성에 관한 가장 기본적인 내용은 예
로서 Zelenka 의 저서(14)를 통해 배울 수 있다. 
Buttry and Ward(15)는 그 당시까지의 수정진동자에 
관한 연구성과와 응용에 대해 광범위하게 리뷰한 
바 있다. 

2. 지배방정식과 해 

수정진동자의 진동에 관한 물리적 해석은 예로
서 Reed 등(4)에 의해 수행된 바 있으나 본 연구에
서는 이를 확장하여 변위의 반경방향 분포까지 고
려한 수식을 제시하고자 하므로 구체적인 유도과
정을 포함시켜 논하고자 한다. 수정진동자를 원형
판으로 가정하고 두께를 Qh 라 한다. 진동자의 양 

쪽 면에 부착된 전극은 매우 얇아 그 두께를 무시
하며, 반경은 er 로 표시한다. 전극의 한 쪽 면에는 

점탄성 유체가 동심원형으로 부착되어 있으며 그 
반경을 Lr , 두께를 Lh 이라 한다. 축대칭의 해를 

가정하고 이에 따라 좌표계 ( , )r y 를 사용한다; Fig. 

1 참조. 이 때 상하 전극에 AC 전위를 가하면 수
정은 전단변형을 일으키며 진동한다. 전단변형의 
방향은 수정물질의 특성에 의해 이미 결정되어 있
으며, 그 방향의 좌표로서 x 를 사용하도록 한다. 
그러면 전단응력 성분 12T  및 전기변위 벡터 성분  

2D 와 전단변형률과의 관계는 아래와 같다. (4)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1 Sketch of the quartz having electrodes on both 
sides and an viscoelastic overlayer attached on 
the upper electrode surface 
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12 66 26Q
u uT c e
y t y y

φη∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
   (1) 

2 26 22
uD e
y y

φε∂ ∂
= −

∂ ∂
    (2) 

여기서, 66c 는 전단 탄성계수, 26e 는 피에조 전기 

상수(piezoelectric constant), 22ε 는 유전률 (dielectric 

constant), Qη 는 점성계수, u는 x -방향 변위, 그리

고 φ 는 전기 포텐셜로서, 모두 수정의 운동 및 

전기관련 변수 혹은 상수들이다. 위 식에서 하첨
자들은 수정의 물질특성과 관련한 방향을 의미하
며, 예로서 참고문헌(14)를 통해 확인할 수 있다. 

위 식들을 운동방정식 2 2
12 / /QT y u tρ∂ ∂ = ∂ ∂ 및 전기

변위 관계식 2 / 0D y∂ ∂ = 에 대입하면 
2 3 2 2

66 262 2 2 2Q Q
u u uc e

y t y y t
φη ρ∂ ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (3) 

2 2

26 222 2 0ue
y y

φε∂ ∂
− =

∂ ∂
   (4) 

을 얻을 수 있다. 여기서, t는 시간, Qρ 는 수정의 

밀도이다. 지배방정식 (3)과 (4)는 선형이므로 그 
해로서 변수분리 형태를 가정할 수 있다. 변위의 
r -방향 분포를 고려하여 위 방정식 시스템의 해
를 아래와 같이 가정한다.  

iˆ( , , ) ( ) ( ) tu r y t p r u y e ω=    (5) 

{ 26 22 ˆ( , , ) ( / ) ( ) ( )r y t e p r u yφ ε=     

} i
0̂( ) (2 / ) ( ) t

Qp r E h y F r e ωφ⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦   (6) 

여기서, ω 는 외부 AC 전위의 각속도이며, 0̂φ 는 

전위 진폭이다; 즉 상하부 전극에서 0̂
i te ωφ φ= m 의 

전위가 각각 가해지고 있다. E 는 미지의 상수, 
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( )F r 은 미지의 함수이다. 식 (6) 우변의 괄호 내 

두 번째 항은 전극 표면에서의 전위가 공간적으로 
일정한 분포를 가져야 한다는 경계조건을 만족시
키기 위해서 추가한 것이다. 변위의 r -방향 분포
를 나타내는 함수 ( )p r 은 그 동안의 실험결과를 

통해 잘 맞는 것으로 밝혀진 가우스 분포함수 
2 2( ) exp( / )ep r r r= − 을 적용한다.(5,6,13) 그러면 식 (4)

는 자동적으로 만족되며 운동방정식 (3)은 
2

2
66 2

ˆ ˆ 0Q
uc u

y
ω ρ∂

+ =
∂

%     (7) 

이 된다. 여기서, 상수 66c% 는 다음과 같이 정의되

었다: 66 66 i Qc c ωη= +% ; 2
66 66 26 22/c c e ε= + . 위 방정식

의 해는 미지의 상수 A , B 를 사용하여 아래와 
같이 둘 수 있다. 

ˆ exp(i ) exp( i )Q Qu A k y B k y= + −   (8) 

여기서 Qk 는 복소 파수(complex wave number)로서 

66/Q Qk cω ρ= % 이다.  

위와 유사하게 전극에 부착된 유체층에 대해서
도 운동방정식을 세운다. 우선, 응력-변형율 관계

는 2
12 / /L LT v y v t yμ η= ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂  이다. 여기서 v 는 

x -방향 변위, Lμ 은 전단 탄성계수, 그리고 Lη 은 

점성계수로서 모두 유체층의 변수 혹은 상수들이
다. 운동방정식은  

2
12

2L
T v
y t

ρ
∂ ∂

=
∂ ∂

    (9) 

가 된다. 여기서 Lρ 는 유체층의 밀도이다. 이 방

정식의 해도 앞과 유사하게 아래와 같은 변수분리 
형태를 허용한다. 

iˆ( , , ) ( ) ( ) tv r y t p r v y e ω=    (10) 

그러면 식 (9)는  
2

2
2

ˆ ˆ 0L L
v v

y
μ ω ρ∂

+ =
∂

%     (11) 

이 된다. 여기서, iL L Lμ μ ωη= +% 이다. 이 방정식의 

해도 미지의 상수 C , D 를 사용하여 (8)과 유사
한 형태로 놓을 수 있다:  

ˆ exp(i ) exp( i )L Lv C k y D k y= + −   (12) 

여기서 Lk 는 /L L Lk ω ρ μ= % 이다.  

 위에서 제시한 해들은 5 개의 미지수 A , B , 

C , D , 및 E와 1 개의 미지 방정식 ( )F r 을 포함

한다. 이들을 구하기 위해 경계조건을 적용한다. 
경계조건으로서는, 첫 째 수정판 위의 전극과 유
체층 사이 경계( 0y = )에서 점착조건(no-slip 

condition) u v= 을 적용한다. 두 번째로, 유체층의 
바깥 쪽 면( Ly h= )에서는 0 의 전단응력 즉 

ˆ / 0v y∂ ∂ = 의 조건을 부여한다. 세 번째 경계조건

은 유체층과 접촉한 상부 전극 표면( 0y = )의 전

위가 0̂
i te ωφ φ= − 이 되어야 한다는 조건이다. 마찬

가지로 하부 전극 표면( Qy h= − )에서의 조건은 

i
0̂

te ωφ φ= 로 지정할 수 있다. 다음으로, 상하부 전

극의 관성효과를 고려한 운동방정식을 나머지 두 
개의 경계조건으로 설정한다. 즉, 상부 전극에서는 

( ) ( )
2

12 12 20 0 0
d d de L er r r

eQ L
Q

uT r r T r r r r
t

ρ
⎛ ⎞∂

− + = ⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  at 0y =  

을, 하부 전극에서는 

( )
2

12 20 0
d de er r

eQ
Q

uT r r r r
t

ρ
⎛ ⎞∂

= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫ ∫   at Qy h= −  

을 경계조건으로 설정한다. 여기서 eρ 는 전극의 면

적 밀도이다. 전극은 가능하면 얇게 도포하여 관성
의 효과도 없게 하고 전극 자체의 변형이 영향을 미
치지 않도록 하는 것이 유리할 것이다. 그러나, 제작
상의 문제 혹은 다른 이유로 하여 전극을 다소 두껍
게 하는 경우에도 전극 자체의 변형을 무시할 수 있
다면 위 식은 적용될 수 있다. 예로서, 직경 

5.5ed = mm, 두께 0.01eh = mm, 밀도 10.5eρ = g/cm3

의 전극에 있어서 그 두께는 수정진동자의 대표적 
두께 0.1-0.2mm 에 비해 5-10%에 지나지 않지만 질
량은 2.5mg 에 이르며 이는 실제 측정대상 점탄성 
유체의 대표적 질량 0.01-0.1mg 에 비하면 무척 많은 
양이다. 따라서 전극의 변형효과를 무시하며 그 질
량효과만을 고려한 본 해석이 유효하다.  

 위 경계조건들은 6 개의 연립방정식을 구성하며 
이를 풀면 미지의 상수들을 구할 수 있다. 본 해
석에서 가장 핵심인 상수는 E 로서 그 결과는 다
음과 같다.  

( )( )
2

0
2 2

ˆ 2(1 cos ) 2 sin2
1 cos sin cot( / 2) 2

Q e Q L Q

Q e Q e Q Q Q Q e Q L

K q q
E

h P q q K Q

ψ ψ ψφ
ψ ψ ψ ψ ψ ψ

⎡ ⎤− − + +⎣ ⎦=
− + − − +

 

     (13) 
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여기서 각종 상수들은 아래와 같이 정의되었다. 
2 2cos ( )sinL L Q Q e Q QQ q q Kψ ψ ψ ψ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦  

2
2 26

22 66

e
K

cε
=  

e
e

Q Q

q
h
ρ
ρ

= ,  
66

tanL L L
L

Q

k
q

k c
γ μ ψ

=
%

 

Q Q Qk hψ = ,  L L Lk hψ =  

2

2

( )
( )

L L

e e

r P r
r P r

γ = ,  2 0

2( ) ( ) d
r

P r p r r r
r

= ∫  

2K 과 Lq 의 식에서 66c% 의 영향은 무시되었다. 

( )p r 은 가우스 분포함수를 가정하였으므로 
2 2[1 exp( / )] /[1 exp( 1)]L er rγ = − − − − 이 된다. 이 식으로

부터 γ 는 부하의 크기 Lr 과 더불어 증가하며 전

극과 동일한 크기에서 1이 됨을 알 수 있다.  

3. 진동특성과 유체 물성치의 관계 

서론에서도 제시한 바와 같이 본 연구의 목적은 
수정진동자의 진동특성과 점탄성 유체의 물성치의 
관계를 밝히는 일이다. 실험적으로 진동특성은 전
기적으로 측정되므로 주어진 수정진동자의 기계-
전기적 시스템의 등가회로를 확인할 필요가 있다. 
왜냐하면 이로부터 공진주파수 등을 결정할 수 있
기 때문이다. 진동특성에는 구체적으로 수정이 공
진하는 때의 공진주파수와 이 때의 컨덕턴스 및 
주파수 변화에 따라 얻어지는 주파수 밴드 폭
(band width) 등이 포함된다. 
어드미턴스(admittance) Y 는 전극에 가해진 외
부 전위 진폭에 대한 전류 진폭의 비로 정의된다. 
여기서 전류는 표면전하 

20
2 derQ D r rπ=∫  

의 시간미분과 같다. 앞에서 제시한 2D 의 식을 

대입하고 미분하면 22 0i ( 2 / )e e QI A P E hωε φ= − +
)

의 

전류 식을 얻는다. 여기서 eP는 ( )eP r 를 의미한다. 

식 (13)의 E 를 대입하면 아래와 같은 Y 의 식을 
얻을 수 있다.   

0
0

i 1 ˆ2
Q eh P

Y C Eω
φ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (14) 

여기서 0 22 /e QC A hε= 는 수정의 정적 커패시턴스

(static capacitance)이다. 한편 어드미턴스는 실수부 
즉 컨덕턴스(conductance) G 와 허수부 즉 서셉턴
스(susceptance) B로 구성된다; iY G B= + .  
공진 주파수는 여러가지 관점에서 정의할 수 있
으나 본 연구에서는  컨덕턴스 G가 최대가 되는 
때의 주파수로 정의한다. 만약 유체층이 없다면 

0Lq = 이 되고, 2 1K  및 1eq 의 조건 하에서 

공진 주파수는 아래 공식에 의해 구할 수 있다. 

( )( )2 2 2
0 0 1 4 / 2 1 4 2r e e ef f K q q K qπ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦  (15) 

여기서 ( ) 1

0 662 /r Q Qf h cρ
−

= 이다. 위 식에서 확인

할 수 있는 바와 같이, 수정 물질의 점성은 공진 
주파수에 거의 영향을 미치지 않는다. 한편 전극
의 관성 증가는 eq 를 증가시키므로 공진 주파수

를 낮추는 역할을 한다.  
이제 등가 R-L-C 전기회로를 구성하는 저항 R , 인
덕턴스 L  및 커패시턴스 C를 구한다(Fig. 2 참조). 우
선, 식 (14)의 어드미턴스는 아래와 같이 쓸 수 있다.  

0 mY Y Y= +  

여기서 0 0iY Cω= 는 정적 커패시턴스 0C 에 의한 

어드미턴스이고, 0 0̂i /(2 )m Q eY C h P Eω φ= − 는 동적 분
지(motional branch; Fig. 2의 우측)에 의한 어드미턴
스이다. 동적 분지의 임피던스 mZ 는 mY 의 역으
로서 식 (13)을 대입하면 아래 결과를 얻는다. 

2 2 2 2

2
0

tan cot 2 cot

i 2tan 2
e Q Q e Q L Q Q e Q

m
e Q L

q q K q q K
Z

C K q q

ϕ ψ ψ ϕ ψ ψ ψ ψ

ω ϕ ψ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤+ − − + − −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

     (16) 

 

 

 

 

 

 
Fig. 2 Equivalent R-L-C circuit for the mechanical-

electrical resonance system of the quartz crystal 
microbalance having an overlayer 

0C
mR

mC

mL
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여기서 / 2Qϕ ψ= 이다. 
보통, 전극 위에 부하가놓인 경우의 공진 주파수 

0Lf 는 부하가 전혀 없는 경우의 공진 주파수 0f
에 매우 가깝다. 따라서 아래와 같은 근사가 가능
하다.  

2 2

4
tan Q

Q

ψ
ϕ

π ψ
=

−
, 

2 2

tan
2

Q
Q

Q

π ψ
ψ

ψ
−

=
−

 

또한 Qψ 는 아래와 같이 근사화 할 수 있다. 

(1 i )Q Q Qk hψ ψ ξ= = −  

여기서 66/Q Qh cψ ω ρ= 는 Qψ 의 실수부를 나타내

고, ξ− 는 Qψ 의 실수부에 대한 허수부의 비를 나

타낸다: 66/(2 )Q cξ ωη= . 이 ξ 는 Martin 등(3)이 사

용한 것의 반에 해당한다. 1ξ 을 가정하면 임피

던스의 식 (16)은 따라서 아래와 같이 된다.  

( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2
2

0

1 8 1 4 2 2i
8im e LR LIZ K q q q

c K
π ψ ψ ξψ ψ

ω
⎡ ⎤= − − + + + +⎣ ⎦

     (17) 

여기서 LRq 과 LIq− 는 각각 Lq 의 실수부와 허수부

를 나타낸다; iL LR LIq q q= − . 한편, 주어진 임피던

스 mZ 은 저항 mR , 커패시턴스 mC  및 인덕턴스 

mL 이 직렬 연결에 의해 얻어지는 것으로 가정할 

수 있다; i 1/(i )m m m mZ R L Cω ω= + + . 따라서 다음을 

얻게 된다.  

2
0 08

LI
m

q
R

C K f
πξ +

=           (18a) 

2 2
2 2

0 0

1 (1 8 / ) 2 /
32m LRL K q

C K f
π π⎡ ⎤= − +⎣ ⎦       (18b) 

2
0

2 2

8
8m

C K
C

Kπ
=

−
.          (18c) 

위 식들은 Martin 등(3)이 유도한 식들과 일치한다.   
부하가 있는 경우의 공진 주파수는 위에서 구한 
등가회로 상의 저항, 커패시턴스, 및 인덕턴스로부
터 아래와 같이 구할 수 있다.   

0 0
1 1

2
LR

L
m m

q
f f

L C ππ
⎡ ⎤= = −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

따라서, 공진 주파수의 변화량 0 0 0L Lf f fΔ = − 은 

0 0 /L LRf q f πΔ = −      (19) 

f1

G

Δf12

f

Gmax

f2

f0L

Δf0L

G, B
B

f0

 
Fig. 3 Sketch illustrating definition of maxG , 0LfΔ  

and 12fΔ  
가 되어, 공진 주파수 변화량은 오직 Lq 의 실수

부에만 의존한다는 사실을 알 수 있다.  
한편, R-L-C 회로이론에 의하면, maxG 은 다음과 

같이 주어진다. 
2

0 0
max

81

m LI

C K f
G

R qπξ
= =

+
.   (20) 

그리고, max 12 0 /( )L mG f f QRΔ = 의 관계식을 얻게 된

다. 여기서, 2 /m mQ L Rπ= 는 소위 Q-인자(Q-factor)

이며, 12 2 1f f fΔ = − 는 밴드 폭(band width), 그리고 

1f 과 2f 는 각각 서셉턴스가 최대 및 최소가 되는 

때의 진동수이다(Fig. 3 참조). 그러면 다음 식을 
얻을 수 있다. 

2 2
22 0

max 12
161

2
e

m Q

K A f
G f

L h
ε

π π
Δ = =   (21) 

 
이것은 수정의 정적 커패시턴스의 크기에 해당하
는 max 12G fΔ 가 점탄성 유체의 물성치와 무관함을 

의미한다. 나아가 부하가 없다면 저항 mR 과 점성

계수의 비 ξ 의 관계를 잇는 아래 근사식을 유도

할 수 있다.   

2
0 0

8
mK C f Rξ

π
=     (22) 

식 (19)와 (20)으로부터 점탄성 유체의 물성치를 
반영하는 두 개의 중요 파라미터는 0LfΔ 와 maxG

임을 알 수 있다. 전자는 LRq− 에 따라 선형적으로 

증가하고 후자는 LIq 에 따라 감소한다. 한편, Lq
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은 다음 식으로 결정된다.  

66

tan
exp(i / 2) tan[ exp( i / 2)]L L L

L
Q

k
q M N

k c
γ μ ψ

θ θ= = −
%

     (23) 

여기서 상수 M , N은 

66

L

Q

M
c

γ ρ μ

ρ
= , 

66

/

/
L L

Q Q

h
N

h c

π ρ μ

ρ
=   (24) 

이며, μ , θ 는 다음과 같다: 2 2
0( )L Lμ μ ω η= + ,  

1
0tan ( / )L Lθ ω η μ−=  (단, θ 의 범위는 0 / 2θ π≤ ≤ ). 

여기서 0 02 fω π= 이다. 

전단탄성계수 Lμ 와 점성계수 Lη 가 알려진 어

떠한 점탄성 유체가 주어졌을 때 우선 식 (23)과 
(24)로부터 Lq 이 결정되며, 이어서 식 (19), (20)을 

통해 0LfΔ 와 maxG 이 결정된다. 즉 이와 같은 문제

설정에서는 모든 변수들이 유일하게 결정된다. 그
러나 역으로 0LfΔ 와 maxG 이 실험적으로 측정된 

경우 이를 사용하여 물성치를 구하려고 하는 문제
설정에서는 파라미터 값에 따라 해가 유일하게 구
해지지 않는 문제가 발생하며 이를 다음 절에서 
밝히고자 한다. 

4. 파라미터 해석 

이 절에서는 점탄성 유체의 두께 Lh 과 물성치 

Lμ  및 Lη 의 파라미터 변화가 Lq 에 미치는 영향

에 대해 분석하고, 나아가 Lq 이 주어졌을 때 역

으로 물성치를 구하는 문제에 대해 고찰하고자 한
다. 먼저 Lh , Lμ  및 Lη 이 극단적으로 크거나 작

은 경우부터 분석하고 이를 바탕으로 일반적인 경
우에 대해 확대해석하고자 한다. 이를 위해 무차

원 파라미터 1 66 /( )L Qh c h μΠ = 과 2 0 /L Lω η μΠ =

를 도입한다. 전자는 Lh 이 주된 파라미터로, 후자

는 Lμ 과 Lη 이 주된 파라미터로 참여한다. 이에 

따라, 매우 얇은 유체층은 1 0Π → , 매우 두꺼운 

유체층은 1Π →∞ 의 조건에 해당한다. 또한 강체

와 같이 점성에 비해 전단탄성이 매우 큰 물질은 

2 0Π → , 그리고 물과 같이 순수한 뉴턴 유체에 

가까운 경우에는 2Π →∞ 의 조건이 된다. 나아가 

본 연구에서는 (1)Oγ =  및 L Qρ ρ 의 조건을 가

정한다.  

한편 이 절에서는 구체적인 예를 제시하는데, 

여기서 제시한 수치해석 결과들은 아래 조건에서 

구한 것들이다. 우선 수정의 관련 파라미터들은 

다음과 같다. 

11 2
66 2.947 10 dyn/cmc = ×  

14
22 40 10 F/cmε −= ×  

32.651 g/cmQρ =  

0.0205449cmQh =  
2 37.74 10K −= ×  

전극은 은으로 만들어졌으며,  

30nmeh =   
5 210.5 3 10 g/cmeρ
−= × ×  

의 물성치를 가정한다. 이로부터 0.00594eq = 을 

얻고 이어서 0 8,114 kHzrf = 을 얻는다. 나아가 식 

(15)에 의해 0 7,998 kHzf = 을 구할 수 있다. 

 

4.1 매우 얇은 고체 혹은 액체층 

부하가 필름과 같이 매우 얇은 경우( 1 0Π → ), 

0N → 이며, 식 (23)으로부터 아래 근사식을 얻는
다. 

L L
LR Lc

Q Q

h
q q

h
ρ

πγ
ρ

= =    (25) 

또한, 이를 식 (19)에 대입하면  

0 0
L L

L
Q Q

h
f f

h
ρ

γ
ρ

Δ = −     (26) 

을 얻는다. 이 식은 Sauerbrey 의 공식과 일치한다 
(Ward and Delawski(5) 참조). 단, 여기서는 반경방향
의 진폭 변화를 고려한 파라미터 γ 이 추가로 고

려되었으므로 더욱 일반적이다. 식 (26)에 따르면 
부하의 점성계수나 탄성계수 그 어느 것도 공진주
파수 변화 0LfΔ 에 영향을 미치지 않는다. 또한 

0LfΔ 는 γ 에 비례한다. 앞서 2 절에서 제시한 바와 

같이 γ 는 전극의 반경 er 와 부하의 반경 Lr 이 동 
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q L
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Fig.  4  An example of LRq  versus Lμ  at 0Lη =   
(solid overlayer) 

 

Fig.  5  example of Lq  versus Lμ  at 0.1Lη =  [dyn 

s/cm2] 
 
일할 때는 1 이고 /L er r 이 감소할수록 그 값이 감

소하므로 공진주파수의 변화량도 줄어든다.   

4.2 매우 두꺼운 강체층 

부하가 매우 두꺼운 강체로 이루어진 경우에는 

1Π →∞ , 2 0Π → 으로부터 N →∞  및 0θ → 을 

알 수 있고 이로부터 근사식 

tanLRq M N=           (27a) 

0LIq =            (27b) 

를 얻게 된다. 식 (27a)를 보면, 탄젠트 함수의 특
성에 따라, 주어진 LRq 에 대해 무수히 많은 Lμ 가 

존재함을 예측할 수 있다. Fig. 4 는 한 예를 보주

고 있다. 이 경우, 탄젠트 함수가 무한대과 되는 
가장 큰 Lμ 의 값은 

2
66

2

4 L L
Lc

Q Q

h c
h
ρ

μ
ρ

=  

임을 보여줄 수 있다. 이보다 큰 Lμ 에서는 그림상에서 

이해할 수 있는 바와 같이 Lμ →∞ 시 

0.0154LR Lcq q→ = 의 점근적 거동을 보인다. 그러나 매

우 두꺼운 탄성체를 대상으로 하여 수정진동자를 사용하
여 물성치를 측정하는 일은 거의 없을 것으로 생각된다.  
 

4.3 매우 두꺼운 뉴턴 유체층 
매우 두꺼운 뉴턴 유체의 경우에는 1Π →∞ , 

2Π →∞ 에 의해 N →∞  및 / 2θ π→ 의 점근적 

값을 보인다. 나아가 0Lμ = 이므로 0 Lμ ω η= 을 알 

수 있으며, 점도가 매우 높은 유체의 경우
( Lη →∞ ), LRq 은 식 (25)와 같이 되며 LIq 는 

0LIq → 이 된다. 따라서 이 경우도 Lq 은 유체의 

점성계수와 무관하며 오직 유체 질량에만 의존한
다. 다른 한편, 액체의 점성이 매우 낮은 경우
( 0Lη → )에는, 다음 결과를 유도할 수 있다. 

0

66

/ 2L L
LR LI

Q

q q
c

ρ ω η
γ

ρ
= − →    (28) 

따라서 Lq 은 Lη 에 비례한다. 낮은 점도의 경우 

공진 주파수 변화량 0LfΔ 은 아래 식으로 결정된다. 

3 / 2
0 0

66

L L
L

Q

f f
c

ρ η
γ

πρ
Δ = −    (29) 

이 결과는 파라미터 γ 만 제외하면 Kanazawa and 

Gordon(2)이 유도한 결과와 같다.  
수치해석에 의하면 매우 두꺼운 뉴턴 유체의 경
우, Lη 의 증가와 더불어 LRq 은 단조 증가하는 양

상을, LIq− 는 증가 후 감소하는 양상을 보인다. 
 

4.4 점탄성 유체층 

임의의 물성치를 가진 점탄성 유체가 임의의 두
께로 전극에 도포된 일반적으로 경우를 고려한다. 
이같이 일반적인 경우는 수치해석에 의해 파라미
터의 영향을 확인할 수밖에 없다. Fig. 5는 0.1Lη =  



수정진동자를 사용한 점탄성 유체의 점성계수와 전단 탄성계수측정에 관한 이론해석 
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Fig. 6 An example of determining Lμ  and Lη  from 
the required values of maxG  and fΔ . The solid 
and dashed contour lines correspond to 

max 0.0015[S]G =  and 500[Hz]fΔ = − , 
respectively 

 
[dyn s/cm2]에서 Lμ 의 변화에 따른 Lq 의 변화를 

그린 것이다. 그림으로부터 Lq 은 Lμ 의 변화와 더

불어 진동하는 양상을 확인할 수 있다. 이러한 진
동 양상은 낮은 점성계수에서 더욱 심화된다. 진
동 폭은 Lμ 이 감소할수록 줄어든다. 여기서도 동

일한 Lq 을 가져다 주는 복 수의 파라미터 세트 

( , )L Lμ η 를 확인할 수 있다.  Fig. 6 는 ( , )L Lμ η  평

면 상에서 이를 보여주는 하나의 예이다. 그림에
서 실선은 max 0.0015[S]G = 의 등고선을, 쇄선은 

500[Hz]fΔ = − 의 등고선을 나타내는데, 그림에서 

작은 원으로 표시한 바와 같이 두 곡선의 교점에 
해당하는 ( , )L Lμ η 가 3 개 존재함을 알 수 있다. 

그림 상에서는 3 개밖에 보이지 않지만 ( , )L Lμ η 좌

표의 원점으로 접근함에 따라 교점은 실제로 무수
히 많다.  
이처럼 같은 Lq 에 대해 복수의 ( , )L Lμ η 이 존재

한다는 것은 실제적으로 중요한 의미를 지닌다. 
왜냐하면, 실험에서 측정한 데이터로 직접 계산되
는 양은 Lq 이며 ( , )L Lμ η 이 아니라서 실험결과로

부터 점탄성 유체의 점성계수와 전단 탄성계수를 
유일하게 결정할 수 없기 때문이다. 이 경우에는 
다른 파라미터(예를 들면 점탄성 유체의 두께)를 
변화시키면서 실험하고 그 데이터들로부터 물성치
들을 유일하게 결정할 수 있을 것인지에 대한 연
구가 필요할 것으로 예상된다.  

5. 결 론 

전기 및 역학적인 관점에서 수정진동자에 관한
이론해석을 수행하였다. 이론해석에서는 전극의 
관성효과, 수정의 감쇄효과, 유체층의 크기 효과, 
두께 효과를 동시에 고려하였으며, 본 해석으로부
터 다음과 같은 결론을 도출할 수 있었다. 

(1) 매우 얇은 고체 혹은 유체층의 경우, Sauerb- 
rey 의 공식을 확인할 수 있었으며, 더불어 부하의 
사이즈가 커지면 공진 주파수 변화량도 증가한다. 
또한 이 경우 물성치는 공진 주파수 변화에 영향
을 미치지 않는다. 

(2) 매우 두꺼운 뉴턴 유체층의 경우, 점도가 매
우 높으면 공진 주파수 변화량은 유체 물성치와 
무관하다.  

(3) 매우 두꺼운 뉴턴 유체층의 경우, 점도가 매

우 낮으면 공진 주파수 변화량은 Lη 에 비례한

다. 또한 이 경우 Kanazawa and Gordon (1985)이 유
도한 공식을 확인할 수 있었다. 

(4) 일반적인 점탄성 유체의 경우, 주어진 공진 
주파수와 최대 컨덕턴스를 주는 물성치는 유일하
게 결정되지 않으며 복수의 해가 존재함을 확인할 
수 있었다.  
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