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웨이블릿 및 시스템 분할을 이용한 특이섭동 선형 시스템 해석 

Wavelet-based Analysis for Singularly Perturbed Linear Systems Via 

Decomposition Method 
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Abstract : A Haar wavelet based numerical method for solving singularly perturbed linear time invariant system is presented in this 

paper. The reduced pure slow and pure fast subsystems are obtained by decoupling the singularly perturbed system and differential 

matrix equations are converted into algebraic Sylvester matrix equations via Haar wavelet technique. The operational matrix of 

integration and its inverse matrix are utilized to reduce the computational time to the solution of algebraic matrix equations. Finally a 

numerical example is given to demonstrate the validity and applicability of the proposed method. 
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I. 서론 

기계적 요소와 전기적 요소가 결합된 시스템이나 매우 작

은 시상수로 인한 와류(parasitic) 파라미터 등에 의해 차수가 

증가된 시스템은 느린 응답과 빠른 응답이 동시에 존재하는 

다중 시간 척도(multi time scale) 동적 특성을 갖는다. 특이 섭

동 동적 시스템은 수학적 관점 뿐만 아니라 공학적으로도 주

요 관심 대상으로서 특이 섭동(singular perturbation) 이론을 이

용하여 해석하거나 제어기 설계에 관한 연구가 매우 활발히 

진행되고 있다[1]. 최근 Haar 웨이블릿을 이용하여 특이섭동 

선형 시불변 시스템의 최적제어 문제를 다룬 연구가 보고되

었다[2]. 이 방법은 준 정상 상태화된 느린 시스템과 빠른 시

스템에서의 해를 각각 Haar 웨이블릿을 이용하여 구한 후 이

들을 이용해서 전체 근사 최적 제어를 구하는 합성 제어 기

법을 사용하였는데 여기서 척도를 크게 하면 Haar 웨이블릿

에 의해 구성된 행렬방정식의 차수가 매우 커지는데 행렬방

정식 구조상 이 고차의 행렬방정식을 분할하여 해를 구하기

가 매우 어렵다. 

공학 분야에서 퓨리에 변환, 단기 퓨리에 변환(short time 

fourier transform)과 같이 직교 기저 함수는 매우 중요한 역할

을 한다. 직교 기저 함수들로 이루어진 함수 공간 내에서 임

의의 함수를 이들 직교 기저 함수로 표현하면 각 기저 함수

에 대응되는 계수를 내적에 의해 유일하게 구할 수 있다. 수

학적 해석 방법론 중의 하나인 웨이블릿도 직교 기저 또는 

정규 직교 기저 함수를 바탕으로 순수 수학 뿐만 아니라 공

학과 경제학 등에서 활발히 응용되고 있다. 창문함수를 이용

하는 단기 퓨리에 변환과 유사하게 웨이블릿은 모 웨이블릿

(mother wavelet)을 척도(scale)및 이동(shift)하여 주어진 함수를 

단기 퓨리에 변환보다 시간과 주파수 영역 양쪽에서 국부성

(localization)을 더 잘 나타낼 수 있다. 그리고 웨이블릿으로 

어떤 함수를 표현하는데 있어서 적은 수의 계수로도 충분하

다는 특징을 갖는다[3]. 

동적 시스템 문제를 포함하여 미분 방정식이나 편미분 방

정식의 해를 구하는데 웨이블릿을 이용한 많은 연구 결과가 

보고되고 있다[4-9]. Haar 함수로 구성된 Haar 웨이블릿은[10] 

직교 웨이블릿 중에서 가장 간단한 형태로서 이를 선형 미분 

방정식으로 표현된 동적 시스템에 적용할 수 있는 계기는 

Haar 직교 기저 함수들의 적분 함수를 쉽게 구할 수 있고 또

한 직교 기저 함수와 적분 함수들을 이산화한 Haar 함수 행

렬 및 적분 연산 행렬들 각각에 대해 재귀적 관계를 입증함

으로써 척도가 증가해도 Haar 함수 행렬 및 적분 연산 행렬

들을 쉽게 구할 수 있음을 보임에 있다[4-6]. 따라서 Haar 웨

이블릿을 선형 동적 시스템에 적용하면 선형 미분 방정식의 

해를 구하는 문제는 이산 Sylvester 방정식 문제로 변환되어 

단순 대수 방정식의 문제로 귀결된다. 그러나 척도가 증가할

수록 Haar 함수 행렬 및 적분 연산 행렬의 차원은 2의 멱수

로 증가하게 되므로 이는 매우 많은 계산량과 저장공간을 필

요로 한다. Chen-Hsiao는 Haar 함수 행렬 구조의 특수성 및 

재귀적 관계를 이용하여 이산 Sylvester 방정식을 대수 행렬 

방정식과 이산 Sylvester 방정식으로 분리하는 반복적 기법을 

이용하여 행렬의 열을 반씩 계속 줄여 나간 후 저차의 방정

식에서 해를 구한 것들을 합성함으로써 전체 해를 구하는 알

고리즘을 제시하였다[4]. 이 방법에서 방정식 분리는 이진 트

리 형태를 구성하는데 항상 노드의 좌측 자식 노드만이 분리

되며 또한 이산 Sylvester 방정식을 분리할 때마다 역행렬을 

구하는 과정을 반복해야 한다. 

본 연구에서는 특이섭동 선형 시스템을 Chang 변환[11]을 

이용하여 완전 독립적인 빠른 시스템과 느린 시스템으로 분

리한 후 분리된 시스템에서의 해를 Haar 웨이블릿을 이용하

여 구한 후 Chang 역변환을 이용해서 원래 시스템에서의 해

를 구하는 방법을 제시한다. 분리된 각 서브 시스템에서의 

이산 Sylvester 방정식은 [7]에서 제시된 해석적 Haar 적분 연

산 역행렬을 이용하여 완전 이진 트리 형태로 방정식을 분할

함으로써 최하위 노드에서는 단순 벡터 방정식을 풀고 이들 

노드에서의 해를 합성함으로써 전체 해를 구할 수 있음을 보

인다. Haar 웨이블릿을 이용하여 특이섭동 시스템의 실제 해
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에 매우 근접한 해를 얻기 위해서는 척도를 증가해야 하는데 

특이 섭동 구조 시스템을 다중 시간 척도에 따른 저차의 독

립적인 시스템으로 분할하고 분할된 시스템에서 해를 완전 

이진 트리 구조 방정식으로 구함으로써 특이 섭동 구조에 따

른 수치적 불명확한(ill-defined) 문제를 회피하고 계산량을 줄

일 수 있음을 보인다. 

 

II. Haar 웨이블릿 함수와 적분 연산 행렬 

Haar 함수로 구성된 Haar 웨이블릿은 웨이블릿 중에서 가

장 간단한 형태로서 척도구성함수(scaling function)는 다음과 

같이 정의된다[10]. 

 0

1   [0,1)
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0   [0,1)

t
h t
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∈
= 

∉
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이 척도함수에 대한 모 웨이블릿(mother wavelet)은 (2)와 같이 

정의하고 척도구성함수와 모 웨이블릿은 웨이블릿이 가져야 

하는 직교성을 만족한다. 
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웨이블릿과 모 웨이블릿을 척도구성(dilation)과 평행이동

(translation)한 ( )ih t 들로 이루어진 직교 기저 함수들의 집합

이다. 
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=  이다. Haar 함수의 받침(support)이 [0,1)  

이므로 ( )2 [0,1)L  공간에 속하는 제곱적분 가능한 함수 

( )y t 는 Haar 기저 함수들의 선형 결합으로 표현 할 수 있다. 
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같이 주어진 함수 ( )y t 와 Haar 함수와의 내적으로 유일하게 

정해진다. 
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(4)에서 무한 급수로 전개된 함수 ( )y t 를 척도 J , 즉 

( 2 )Jm = 개의 Haar 함수로 근사화 시키면 다음과 같이 벡터 

형태로 표현할 수 있다. 
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Haar 함수 벡터 (6)을 적분한 함수를 Haar 기저 함수 행렬

로 표현하면 다음과 같다. 

 
0

( ) ( )
t

m m m
d tτ τ∫ h P h�  (8) 

여기서 
m

P 은 m m×  차원을 갖는 적분 연산 행렬(operational 

matrix)이라 하고 다음과 같은 재귀적 특성을 갖는다[4]. 
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여기서 
2

m0 은 
2

m -정방 영 행렬이고, Haar 행렬 
m

H 은 받침 

구간을 m개의 균등한 시간 간격에서 Haar 함수 ( )ih t 를 이

산화한 벡터를 열 벡터로 하는 m -정방 행렬로서 다음과 같

이 정의된다. 
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여기서 1i i

im m
t

+
≤ ≤ , 0 1i m≤ ≤ − 이고 이 Haar 행렬은 다음

과 같은 재귀적 관계를 갖는다[4]. 
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여기서 
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mI  은 단위 행렬이고, n m
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R
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⊗는 다음과 같이 정의되는 Kronecker 곱을 나타낸다[12]. 
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그리고 Haar 역행렬은 다음과 같이 Haar 전치행렬과 대각행

렬 
m

D 의 곱으로 표현할 수 있다[4]. 
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여기서 
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이다. 

(9), (11) 및 (12) 에 따르면 Haar 행렬의 재귀적 관계 및 역

행렬을 해석적으로 표현할 수 있고 적분연산 행렬도 재귀적

으로 표현할 수 있고 이는 척도가 증가하더라도 쉽게 이들 

행렬을 구성할 수 있음을 뜻한다. 다음 정리는 적분연산 행

렬에 대해서도 그 역행렬을 해석적으로 나타낼 수 있음을 보
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인다. 

정리 1: (9)에서 정의된 Haar 연산 행렬 
m

P 의 역행렬은 다음

과 같다. 
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증명: [7] □ 

선형 방정식Ax=b에서 계수 행렬 A 또는 b의 미세 변화가 

해에 미치는 영향은 A의 조건 수(condition number)에 의해 결

정된다. 일반적으로 조건 수 κ 는  

largest absolute eigenvalue of 
( )
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κ =

A
A

A
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p Fκ
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= = ∞A A Ai  와 같이 정의될 수 

있으며 여기서 
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• 은 1 놈(norm), 
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• 은 2 놈, 
F

•  은 

Frobenius 놈, 
∞

•  무한 놈을 뜻한다. 조건 수가 크면 선형 

방정식 Ax=b의 해는 A 또는 b의 작은 변화에도 매우 민감

하고 부정확할 수 있다, 이럴 경우 A를 불량 조건(ill 

conditioned) 행렬이라 한다. 

척도 J가 증가할수록 Haar 행렬과 Haar 적분 연산 행렬이 

크기는 2의 멱수로 증가하지만 Haar 행렬과 적분 연산 행렬

은 각각 (11), (9) 에서와 같이 재귀적 관계를 갖고 있어 쉽게 

구성할 수 있다. 예를 들어 척도 3,( 8)J m= = 일 때 적분 연

산 행렬은 다음과 같다. 
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그런데 Haar 행렬과 Haar 적분 연산 행렬의 조건 수는 척도

에 따라 변하는데 적분 연산 행렬의 조건 수

( 1

2 2( ) || || || ||κ
−

=A A Ai )는 표 1 에서 보듯이 척도가 커질수

록 매우 급격히 증가함을 알 수 있으며 이는 척도가 증가하

면 
m

P 은 불량 조건 행렬이다. 

 

III. 특이섭동 선형 시스템 

다음과 같은 특이 섭동 선형 시불변 시스템을 고려해 보자 
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는 각각 알맞은 차원을 갖는 상수 행렬이며 ε 는 매우 작은 

양의 상수이다. 특이 섭동 시스템 (14)를 다음과 같이 상수 

ε 가 시스템 행렬 및 입력 행렬에 포함된 상태방정식으로 

표현할 수 있다. 
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t t t= +x A x B u�  (15) 

여기서  

1 2 11

1 1 1
3 4 22

( )
 ( ) ,  ,  

( )
e e

t
t

t
ε ε ε

    
= = =    

        

A A Bx
x A B

A A Bx
 이다. 

Haar 웨이블릿을 이용하여 (15)로 주어진 특이섭동 시불변 

선형 시스템의 해를 구하는 방법은 다음과 같다. 먼저 입력 

( )tu 가 구간 [0,1)에서 제곱적분 가능한 함수라고 가정하면 

다음과 같이 Haar 함수로 표현할 수 있다. 

 ( ) ( )
m

t tu Uh�  (16) 

여기서 주어진 입력에 대해서 q m
R

×∈U 는 (7)에 의해 구할 

수 있다. 상태 벡터도 Haar 함수 벡터를 이용하여 표현할 수 

있다. 상태 벡터의 미분을 미지 행렬 n m
R

×∈V  

1 2
( )n n n= + 을 도입하여 다음과 같이 Haar 함수 벡터로 근

사화 하고 

 ( ) ( )
m

t tx Vh� �  (17) 

이 식의 양변을 적분하고 (8)을 이용하면 

 
0

0

0

( ) ( )

      ( )

t

m

m m

t d

t

τ τ +

+

∫x V h x

VP h x

�

�

 (18) 

와 같이 쓸 수 있다. (16-18)을 상태 방정식 (15)에 대입하면 

다음과 같다. 

 ( )0( ) ( ) ( )
m e m m e m
t t t= + +Vh A VP h x B Uh  (19) 

(19)에서 0e
A x 는 열 벡터이고 Haar 행렬의 첫 번째 행은 모

두 1 이므로 0e
A x 를 0 0 0 ( )

e m
t  A x h� 와 같이 Haar 

표   1. Haar 행렬과 적분 연산 행렬의 조건 수. 

Table 1. Condition numbers for Haar and operational matrices. 

척도 행렬 크기 Hm Pm 

2 4 x 4 1.41421 25.7749 

3 8 x 8 2 106.293 

4 16 x 16 2.82843 428.73 

5 32 x 32 4 1718.55 

6 64 x 64 5.65685 6877.59 

7 128 x 128 8 27513 

8 256 x 256 11.3137 110053 

9 512 x 512 16 440210 

10 1024 x 1024 22.6274 1.760x106 

11 2048 x 2048 32 7.043 x106 

12 4096 x 4096 45.2548 2.817 x107 
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함수 벡터와의 곱으로 표현하면 (19)는 

 0 0 0
e m e e

= + +  V A VP A x B U�  (20) 

와 같이 Stein 행렬 방정식으로 표현된다. 여기서 

0 0 0
e e e

+  Q A x B U� � 로 치환하면 (20)은 다음과 같

이 간략히 표현할 수 있다.  

 e m e
− =V A VP Q  (21) 

따라서 미분 상태 행렬 방정식(15)의 근사 해는 대수 Stein 

행렬 방정식 (21)의 해를 구하는 문제로 귀결된다. 일반적으

로 이 방정식의 해는 보조정리 1 과 같이 Kronecker 곱으로 

구할 수 있다. 

보조정리 1: 행렬 방정식 (21)은 임의의 ,i j 에 대해서 

( ) ( ) 1i e j mλ λ ≠ −A P  이면 다음과 같이 유일한 해를 갖는다

[13]. 

 ( ) ( ) ( )
1

T

nm m e e
vec vec

−

= − ⊗V I P A Q  (22) 

여기서 행렬 n m

R
×

∈X 에 대한 ( )vec X  연산자는 다음과 같

이 정의된다. 

T

11 21 1 12 2 1 2vec( ) ,  ,  ..  ,  ,  .. ,  ,  ,.. 
n n m m nm

x x x x x x x x=   X  

정리 1에 의해서 
m

P 의 역행렬이 존재함을 알 수 있고 또

한 해석적으로 쉽게 구할 수 있으므로 (21)의 양변에 1

m

−

P 을 

곱하여 다음과 같이 대수 Sylvester 행렬 방정식으로 표현할 

수 있다. 

 1 1

m e e m

− −

− =VP A V Q P  (23) 

Stein 행렬 방정식 (21)과 같이 Sylvester 행렬 방정식의 해는 

잘 알려진 보조정리 2 와 같이 구할 수 있다. 

보조정리 2: 행렬 방정식 (23)은 임의의 ,i j 에 대해서 

( ) ( )1 0
i e j m

λ λ
−

+ ≠A P  이면 유일한 해 (24)를 갖는다[13]. 

 ( ) ( ) ( )
1

-T 1

m n m e e m
vec vec

−

−

= ⊗ − ⊗V P I I A Q P  (24) 

척도가 증가하면 행렬 방정식 (21)의 차수가 매우 커지므

로 계산량이 매우 많아지게 된다. 또한 
e

A 와 
m

P 이 불량 

조건 행렬이므로 T

nm m e
− ⊗I P A  또는 -T

m n m e
⊗ − ⊗P I I A

도 불량 조건 행렬이다[14]. 따라서 특이섭동 시스템 (15)의 

해를 (22), (24)와 같이 선형 시스템을 통해 구한 것은 수치적

으로 정확성을 보장하기 어려울 뿐더러 계산량이 매우 많아 

비효율적이다. 

일반적으로 특이 섭동 시스템 (14)에서 작은 상수 ε 는 상

기 시스템 해석 등에 있어서 수치적으로 불명확한 문제를 야

기한다. 따라서 이러한 문제점을 해결하기 위한 여러 방법들

이 제안되었으며 그 중 Chang 변환은 Chang 변환 행렬 (25)

를 이용하여 특이섭동 시스템 (14)를 ε 와 결합된 상태 방정

식과 결합되지 않은 상태 방정식으로 분리한다[1,11].  

 
ε ε− − 

=  
 

I HL H
T

L I
 (25) 

Chang 역변환 1−
T 은 역행렬 보조정리(matrix inversion lemma)

에 의해 다음과 같이 해석적으로 표현된다. 

 
1

ε

ε

−
 

=  
− − 

I H
T

L I LH
 (26) 

Chang 변환 행렬을 구성하는 행렬 ,L H는 각각 특이섭동 

시스템의 부분 행렬들 , 1,2,3,4
i
i =A  로 구성된 비대칭 

Riccati 방정식 (27), (28)의 해이다. 

 3 4 1 2 0ε ε− + − =A A L LA LA L  (27) 

 ( ) ( )2 1 2 4 2 0ε ε+ − − + =A A A L H H A LA  (28) 

비대칭 Riccati 방정식 (27), (28)의 해는 먼저 (27)에서 L을 

구한 후 (28)에서 H 를 구한다. 그리고 Chang 변환 행렬을 

적용한 새 상태 좌표계는 다음과 같이 구해진다.  

 
1 1

2 2

   
=   

   

η x
T

η x
  (29) 

따라서 특이 섭동 시스템 (14)는 새 상태 좌표계에서는 저차

화된 ε 와 결합되지 않은 상태 방정식과 결합된 상태 방정

식으로 분리된다. 

 ( ) ( )1 1 2 1 1 2 1( ) ( ) ( )t t tε= − + − −η A A L η B HB HLB u�  (30) 

 ( ) ( )2 4 2 2 2 1( ) ( ) ( )t t tε ε ε= + + +η A LA η B LB u�  (31) 

저차화된 시스템 (30)과 (31)은 각각 독립적이므로 1 2,η η

를 병렬로 구할 수 있다. 여기서 구해진 1 2,η η 를 다음과 같

이 Chang 역변환을 이용하여 원래 시스템의 해를 구한다. 

 
1 1 11

2 2 2

ε

ε

−
      

= =      
− −      

x η ηI H
T

x η ηL I LH
 (32) 

비대칭 Riccati 방정식의 해를 구하는 많은 방법들이 연구

되었지만[15] (27)과 (28)는 매우 작은 상수 ε 를 포함하고 있

으므로 
4

A 가 정칙 행렬이면(
4

A 가 정칙 행렬이면 시스템 

(14)를 표준 특이섭동 시스템이라 하며, 비정칙일때는 비표준 

특이섭동 시스템이라 한다) Newton 방법을 이용해서 멱승 비

율의(quadratic rate) 수렴성 
2( )kO ε 로 완전해(exact solution)에 

매우 근접한 해를 빠르게 구할 수 있다. 먼저 0ε = 이라 놓

으면 초기값 (0) 1
4 3 ( )O ε
−

= = +L A A L 은 완전해 L  에 대해

서 ( )O ε  오차를 갖는다. (33)과 같이 반복해서 Lyapunov 방

정식의 해를 구하면 
( )k

L 는 완전해에 대해 오차 

2( )O ε ,
4( )O ε ,..로서 매우 빨리 수렴한다. 

 ( ) ( )( 1) ( 1) ( )
1 2 ,      1,2,...
k kk k k

k
+ +

+ = =D L L D C  (33) 

여기서 
( ) ( )

4 21 ,

k k
ε= +D A L A  ( )( ) ( )

1 22 ,

k k
ε= − −D A A L  
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( ) ( ) ( )
3 2

k k k
ε= +C A L A L  이다. H는 (33)에서 구한 L 과 초

기치 (0) 1

2 4 ( )O ε
−

= = +H A A H 를 이용하면 다음과 같이 구

할 수 있다. 

 ( ) ( )( ) ( )
22 1 0

k kk k
+ + =D H H D A  (34) 

 

IV. Haar 웨이블릿을 이용한 특이 섭동 선형 시 

불변 시스템 해석 

여기서는 Chang 변환된 시스템의 상태 벡터들을 미분 행

렬 방정식을 직접 풀지않고 Haar 웨이블릿을 이용하여 구하

는 방법을 제시한다. 저차화된 시스템 (30), (31)에서 1 2,η η 를 

각각 미지 행렬 1

1

n m

R
×

∈V , 2

2

n m

R
×

∈V 을 도입하여 다음

과 같이 Haar 함수 벡터로 표현하자. 

 1 1( ) ( )
m

t tη V h�  (35) 

 2 2( ) ( )
m

t tη V h�  (36) 

(30)을 적분하면 다음과 같다. 

 1 10 1 1 2
0 0

( ) ( ) ( )
t t

t d dτ τ τ τ− = +∫ ∫η η Λ η Λ u  (37) 

여기서 1 1 2−Λ A A L� , 2 1 2 1ε− −Λ B HB HLB�  이고 

Chang 변환행렬 
T

T T

0 10 20 0
  = η η η Tx� 로 구해진 초기치 

10η  도 다음과 같이 Haar 함수로 표현할 수 있다. 

 1 100
0 0 ( )

m
t=   η η h�  (38) 

Haar 함수로 표현된 입력 벡터 (16)을 이용하면 (37)을 다음

과 같이 다시 쓸 수 있다. 

 1 10 1 1 2
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
t t

m m m m
t t d dτ τ τ τ− = +∫ ∫Vh Π h Λ Vh Λ Uh  

  (39) 

여기서 10 10 0  Π η� � 이다. (8)을 이용하면 적분 행렬 

방정식 (39)는 다음과 같이 이산 Sylvester 방정식으로 다시 

쓸 수 있다. 

 1 1 1 1m
− =V Λ V P Z  (40) 

여기서 1 2 10m
+Z Λ UP Π�  이다. 

마찬가지로 미분 행렬 방정식 (31)을 적분하면 

 2 20 3 2 4
0 0

( ) ( ) ( )
t t

t d dτ τ τ τ− = +∫ ∫η η Λ η Λ u  (41) 

이 된다. 여기서 1
3 4 2 ,

ε

= +Λ A LA  1
4 2 1

ε

= +Λ B LB 이다. 

초기치를 Haar 함수로 표현하고  

 
2 200

20 20

( )

0 0

m
t=

  

η Π h

Π η� �
 (42) 

(8)을 이용하면 적분 행렬 방정식 (41)도 다음과 같이 이산 

Sylvester 방정식으로 표현된다. 

 2 3 2 2m
− =V Λ V P Z  (43) 

여기서 2 4 20m
+Z Λ UP Π� 이다.  

따라서 Chang 변환을 거친 특이섭동 시스템의 문제는 (40), 

(43)과 같이 병렬 이산 Sylvester 방정식 문제로 귀결되어 수

치적으로 불명확한 문제를 피할 수 있다. 그런데 완전해에 

근접한 해를 구하기 위해서는 척도를 증가시켜야 하며 이는 

이산 Sylvester 방정식의 차수 증가(2의 멱승)를 동반하게 되

어 매우 많은 계산량이 필요하다. [4] 에서는 적분 연산 행렬

의 우하단이 0 행렬인 특성을 이용하여 (21)과 같은 형태의 

이산 Sylvester 방정식에서 미지행렬 V의 열의 차수를 반씩 

줄여 나가는 알고리즘을 제시하였다. 이 방법에서는 방정식 

분리 과정이 이진 트리 형태로 나타나는데 항상 노드의 좌측 

자식 노드만이 분리되며 또한 이산 Sylvester 방정식을 분리

할 때마다 저차의 대수 행렬 및 이산 Sylvester 방정식의 해

를 구하기 위해서는 역행렬을 구하는 과정을 반복해야 한다. 

본 연구에서는 정리 1을 이용해서 이산 Sylvester 방정식 

(40), (43)을 각각 완전 이진 트리 구조 형태로 분할함으로써 

m개의 최하위 노드에서는 미지 벡터를 단지 단순 벡터 방정

식을 풀므로써 해를 구하고 이들 벡터를 열로 하는 행렬을 

구성함으로써 전체 해를 구할 수 있음을 보인다. 

이산 Sylvester 방정식 (40)을 완전 이진 트리 구조로 분할

하는 과정은 다음과 같다. 정리 1에 따르면 
m

P 은 정칙 행렬

이므로 (40)의 양변에 1

m

−

P 을 곱하여 다음과 같이 행렬 방정

식 형태로 변환한다. 

 1 1

1 1 1 1m m

− −

− =V P Λ V Z P  (44) 

1 1 m
=Y VH 로 놓으면 (12)에 의해서 1

1 1 m

−

=V YH  로 표현할 

수 있으므로 (44)는 다음과 같이 쓸 수 있다. 

 1 1 1 1

1 1 1 1m m m m

− − − −

− =YH P Λ YH Z P  (45) 

(45)의 양변에 
m

H 을 곱하고 1

m m m m

−

=C H P H 이라 놓으면 

1 1 1

m m m m

− − −

=C H P H  이므로 (45)는 다음과 같이 표현된다. 

 1 1

1 1 1 1m m m

− −

− =YC Λ Y Z P H  (46) 

다시 (46)의 양변에 
m

C 을 곱하면 

 1 1 1 1m m
− =Y Λ YC Z H  (47) 

와 같이 이산 Sylvester 방정식 형태로 된다. 여기서 
m

C 은 

주 대각 요소는 1

2m
이고 주 대각 위의 요소는 모두 1

m

인 상

부 삼각 행렬이고 다음과 같은 재귀적 구조를 갖는다. 

 
2 2

2 2

(1) (2)

(1)

m m

m
m

m

 
 

=  
 
 

C C

C

0 C

 (48) 

여기서 
2

m0 은 
2

m -정방 영 행렬, 
2

(1)
m

C 은 
m

C 과 동일한 상부 

삼각 행렬이고 차원이 
2

m -정방 행렬, 
2

(2)
m

C 는 모든 요소가 

1

m

인 차원이 
2

m -정방 행렬이다.  
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행렬 방정식 (47) 에서 (1) (2)
1 (1) (1)

,
m a a

 =
  

Z H R R  (1)
1 (1)a

= 
Y Y  

(2)
(1)a




Y 와 같이 분할한 후 (여기서 ( )
(1)
,

i

a
R  ( )

(1)
,

i

a
Y  1,2i =  는 

각각 1 2

m
n ×  크기를 갖는 행렬이고 아래 첨자 (1) 은 이진 

트리의 레벨이고 윗첨자 (1), (2) 는 각각 왼쪽, 오른쪽 자식 

노드를 뜻한다) (48)을 대입하여 정리하면 다음과 같이 2 개

의 행렬 방정식들로 분할된다. 

 
2

(1) (1) (1) (1)
1(1) (1) (1)ma a a

− =Y Λ Y C R  (49) 

 
2 2

(2) (2) (1) (2) (1) (2)
1 1(1) (1) (1) (1)m ma a a a

− = +Y Λ Y C R Λ Y C  (50) 

(50)의 
(2)
(1)a

Y 는 먼저 (49)에서 
(1)
(1)a

Y 을 구한 후 이를 (50)의 

우변 항에 반영한 후 구한다. 그런데 (49), (50)도 (47)과 같은 

구조를 갖는 행렬 방정식이고 
2

(1)
m

C 도 상부 삼각 행렬이므로 

(1) (1) (2)
(1) (2) (2) ,

a a a

 =
 

R R R  
2

(2) (1) (2) (3) (4)
1(1) (1) (2) (2)ma a a a

 + =
 

R Λ Y C R R , 

(1) (1) (2)
(1) (2) (2) ,

a a a

 =
 

Y Y Y  
(2) (3) (4)
(1) (2) (2)a a a

 =
 

Y Y Y 로 분할하면 

(여기서 
( )
(2)
i

a
R , 

( )
(2)
i

a
Y , 1,..,4i =  는 각각 1 4

m
n ×  크기를 갖

는 행렬이고 아래 첨자 (2)는 이진 트리의 레벨 2 이고 윗첨

자의 홀수는 왼쪽 짝수는 오른쪽 노드를 뜻한다) (49) 는 

 
4

(1) (1) (1) (1)
1(2) (2) (2)ma a a

− =Y Λ Y C R  (51) 

 
4 4

(2) (2) (1) (2) (1) (2)
1 1(2) (2) (2) (2)m ma a a a

− = +Y Λ Y C R Λ Y C  (52) 

로 분할되고, (50)도 다음과 같이 2 개의 행렬 방정식들로 분

할된다. 

 
4

(3) (3) (1) (3)
1(2) (2) (2)ma a a

− =Y Λ Y C R  (53) 

 
4 4

(4) (4) (1) (4) (3) (2)
1 1(2) (2) (2) (2)m ma a a a

− = +Y Λ Y C R Λ Y C  (54) 

행렬 방정식 (51)~(54)에 대해서 위의 과정을 반복하면 이진 

트리의 레벨 J 에서 다음과 같이 2 가지 형태를 갖는 벡터 

방정식 ( 2 )Jm = 개로 분할된다. 

 
(2 1) (2 1) (1) (2 1)

1 1( ) ( ) ( )
k k k

a J a J a J

− − −

− =Y Λ Y C R  (55) 

 
(2 ) (2 ) (1) (2 ) (2 1) (2)

1 11 1( ) ( ) ( ) ( )
k k k k

a J a J a J a J

−

− = +Y Λ Y C R Λ Y C  (56) 

여기서 1
1 2

J
k

−

≤ ≤  이고 
(1) 1
1 2m

=C , 
(2) 1
1 m

=C  인 상수 이

므로 (55), (56) 방정식 군은 각각 다음과 같이 단순 대수 방

정식으로 쓸 수 있다. 

 ( )
1

(2 1) (2 1)1
1 ( ) ( )2

k k

n a J a Jm

− −

− =I Λ Y R  (57) 

 ( )
1

(2 ) (2 ) (2 1)1 1
1 1( ) ( ) ( )2

k k k

n a J a J a Jm m

−

− = +I Λ Y R Λ Y  (58) 

여기서 
(2 1)
( )
k

a J

−

Y , 
(2 )
( )
k

a J
Y  는 1 1n ×  인 벡터이다.  

행렬 방정식 (50)을 (53), (54)와 같이 트리 구조로 분할할 때 

(50)의 우변 항은 (49)에서 구한 
(1)
(1)a

Y  을 반영한 후 

(3) (4)
(2) (2)a a

 
 
R R 로 분할해야 한다. 이와 같은 과정은 이진 

트리의 레벨 J까지 분할 할 때 왼쪽 자식 노드에서 구한 해

를 오른쪽 자식의 우변 항에 적용해야 하는데 이는 이진 트

리 구조에서의 전위 순회 방식 순서로 갱신하면 된다. 

이산 Sylvester 방정식 (43), (44)~(58) 과정을 적용하면 완전 

이진 트리 형태로 분할 할 수 있으며, 최하위 노드에서는 다

음과 같이 2 가지 벡터 방정식군으로 분할된다. 

 ( )
2

(2 1) (2 1)1
3 ( ) ( )2

k k

n b J b Jm

− −

− =I Λ Y R  (59) 

 ( )
2

(2 ) (2 ) (2 1)1 1
3 3( ) ( ) ( )2

k k k

n b J b J b Jm m

−

− = +I Λ Y R Λ Y  (60) 

여기서 분할을 시작할 때 
(1) (2)

2 (1) (1) ,m b b
 =
 

Z H R R  
2
=Y  

(1) (2)
(1) (1)b b

 
 
Y Y  로 정의하였고, 

(2 1)
( ) ,

k

b J

−

Y  
(2 )
( )
k

b J
Y 는 2 1n ×  인 

벡터이다. 

Haar 웨이블릿을 이용하여 특이섭동 시스템의 해를 구하는 

방법을 정리하면 다음과 같다. 

알고리즘 1  

[1] 비대칭 Riccati 방정식 (27), (28)을 풀어서 Chang 변환 행

렬 (26)을 구한다. 

[2] Chang 변환된 시스템 (30), (31)을 구성한다. 

[3] 1( )tη 을 구한다.  

3-1. (47)의 우변 항 1 m
Z H 을 구성한다. 

3-2 
( )
( )

,    1,2,..,
i

a J
i m=Y  를 구한다. 

do k = 1 to 2J-1 

(57) 에서 
(2 1)

( )

k

a J

−

Y  구함 

(58) 우변 항 
(2 ) (2 1)1

1( ) ( )
k k

a J a Jm

−

+R Λ Y  갱신 

(58) 에서 
(2 )
( )
k

a J
Y  구함 

전위 순회로 부모 노드의 우변 항 갱신 

end 

3-3 
(1) (2) ( )

1 ( ) ( ) ( )
m

a J a J a J
 =
 

Y Y Y Y�  

3-4. 1

1 1 m

−

=V YH  

3-5 1 1( ) ( )
m

t tη V h� 로 1( )tη 를 구한다. 

[4] 2( )tη 를 구한다.  

4-1. 2 m
Z H 행렬을 구성한다. 

4-2 
( )
( )

,    1,2,..,
i

b J
i m=Y  를 구한다. 

do k = 1 to 2J-1 

(59) 에서 
(2 1)

( )

k

b J

−

Y  구함 

(60) 우변 항 
(2 ) (2 1)1

3( ) ( )
k k

b J b Jm

−

+R Λ Y  갱신 

(60) 에서 
(2 )
( )
k

b J
Y  구함 

전위 순회로 부모 노드의 우변 항 갱신 

end 

4-3 
(1) (2) ( )

2 ( ) ( ) ( )
m

b J b J b J
 =
 

Y Y Y Y�  
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4-4. 1

2 2 m

−

=V Y H  

4-5. 2 2( ) ( )
m

t tη V h� 로 2( )tη 를 구한다 

[5] Chang 역변환을 이용하여 특이섭동 시스템 (14)의 해를 

구한다. 

알고리즘 1 에서 [3]과 [4]는 병렬로 할 수 있다.  

 

V. 수치 예 

유동접촉분해시설(fluid catalytic cracker)은 다음과 같이 특이

섭동 구조를 갖는 5 차 시스템이다[16]. 

 
1 2 11 1

1 1 1
3 4 22 2

( ) ( )
 ( )

( ) ( )

t t

t

t t
ε ε ε

      
= +      
         

A A Bx x
u

A A Bx x

�

�
 (61) 

여기서 0.1ε =  이고  

1 2

-16.11 -0.39 27.2 0 0
,    

0.01 -16.99 0 0 12.47

   
= =   
   

A A  

3 4

1.511 0 -5.36 -1.657 7.178

-5.336 0 ,   0 -10.72 23.211

0.227 6.91 0 0.2273 -10.299

   
   = =   
      

A A  

1 2

2.191 0
11.12 -12.6

,    5.36 0
-3.61 3.36

6.91 0

− 
   = = −   
    

B B 이다. 

시스템 행렬 
e

A 는 –129.0487, -82.8581, -74.3201 과 같이 빠른 

고유값과 –2.8488, -7.7782와 같이 느린 고유값을 갖는다. 여기

서 초기치는 [ ]
T

0
1.1 0.5 1 1 0= −x 이고 입력은 단위 계

단 함수이다. Chang 변환 행렬을 구성하는 ,L H  는 각각 

Riccati 방정식 (27),(28)을 Newton 반복법으로 풀면 다음과 같

이 구해진다. 

-0.4752 -0.4185
-4.1554 0.6394 -1.1813

0.4921 -1.8357 ,
0.0089 -0.0306 -1.2403

-0.0105 -0.7657

 
  = =   
   

L H

 

특이섭동 시스템 (61)의 해를 Chang 변환을 이용해서 저차화

된 ε 와 결합된 상태 방정식과 결합 안된 시스템으로 분리

한 후 분리된 시스템에서의 해를 Haar 웨이블릿을 이용해서 

구한 후 이를 다시 역 변환하여 원래의 해를 구한다. Chang 

변환된 시스템에서의 초기치는 
0 0
=η Tx 로 구해지며 다음과 

같다. 

[ ]
T

0
1.2528 0.4466 0.2680 -1.3765 -0.3943 .=η  

그림 1과 2에 각각 척도 5J = , 10J =  일 때 Haar 웨이

블릿으로 구한 상태 궤적 
1 4
,x x 과 Runge-Kutta 방법으로 구

한 것을 나타내었고 표 2에서는 그 수치 값들을 비교하였다. 

그림에서 실선은 Runge-Kutta로 구한 해이고 굵은 점선은 

Haar 웨이블릿으로 구한 해이다. 그림 1 에서 볼 수 있듯이 

5J =  일 경우 Haar 웨이블릿으로 구한 해는 32 개의 이산

치를 가지므로 Runge-Kutta로 구한 해에 비해 오차가 많이 

존재함을 알 수 있다. 특히 빠른 고유값을 갖는 상태 
4
x 에 

대해서 0.1t = sec 근방에서 Haar 웨이블릿으로 구한 해가 많

이 벗어난다. 척도를 증가시켜 10J =  일 때는 Haar 웨이블

릿으로 구한 해와 Runge-Kutta로 구한 해가 거의 일치함을 

알 수 있다.  

특이 섭동 시스템 (14) 자체에 대해서 Haar 웨이블릿을 이

용하여 해를 구할 때는 약 ( ) ( )(( 2 2

1 2 1 22

2

2
k

J

m

k

O n n n n

=


+ + +


∑

 

( )) 2

1

1 22 2 2

2

2 1 2
k k k

J

km m m

k

O n n
−

−

=

  
− +  

 
∑ 의 flop 이 필요하지만 제

안된 알고리즘 1 을 이용하면 2 차의 느린 시스템과 3 차의 
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그림 1. 척도 J = 5일 때 상태 궤적. 

Fig.  1. State trajectories at scale J = 5. 
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그림 2. 척도 J = 10 일 때 상태 궤적. 

Fig.  2. State trajectories at scale J = 10. 

표   2. Runge-Kutta 방법과 Haar 웨이블릿 방법 비교. 

Table 2. Comparison for Runge-Kutta and Haar wavelet. 

Runge-Kutta 웨이블릿 J=5 웨이블릿 J=10 Time

(sec) x1 x4 x1 x4 x1 x4 

0.030 1.2313 0.7366 1.1704 -0.1984 1.2323 0.7432 

0.124 1.6917 1.3407 1.6168 1.2727 1.6923 1.3421 

0.248 2.3407 1.3362 2.2667 1.3477 2.3446 1.3352 

0.505 3.3648 1.0360 3.3003 1.0605 3.3471 1.0428 

0.718 3.8498 0.8434 3.8233 0.8544 3.8493 0.8435 

0.843 4.0287 0.7680 4.0100 0.7761 4.0283 0.7682 

0.968 4.1545 0.7142 4.1419 0.7197 4.1547 0.7142 

1 4.1803 0.7032 4.1682 0.70840 4.1800 0.7033 
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빠른 시스템으로 분리된 각 서브 시스템에서는  

( )( )( )2 1

1 12 2 2

2

2 2 1 2
k k k

J

km m m

k

O n n
−

=

 
+ − 

 
∑  및 (( 2

22

2

2
k

J

m

k

O n

=




∑  

( )) )12 2 2
2 1 2

k k

km m
n

− + − 

이 소요되어 

21 2 2

2

k

J

m

k

O n n
−

=

 
 
 
∑  만큼의 

계산량을 줄일 수 있을 뿐만 아니라 각 서브 시스템의 병렬 

연산이 가능하다. 

 

VI. 결론 

특이섭동 선형 시스템을 Chang 변환을 이용하여 완전 독

립적인 빠른 시스템과 느린 시스템으로 분리한 후 분리된 시

스템의 동적 문제를 Haar 웨이블릿을 이용하여 이산 

Sylvester 방정식 문제로 변환한 후 적분 연산 역행렬을 이용

하여 Sylvester 방정식을 완전 이진 트리 형태로 방정식을 분

할함으로써 최하위 노드에서는 단순 벡터 방정식을 풀고 이

들 노드에서의 해를 합성함으로써 전체 해를 구할 수 있음을 

보였다. 특이 섭동 시스템에서의 수치적 불명확성을 회피할 

수 있고 및 척도 증가에 따른 계산량을 감소시킬 수 있음을 

보였다. 
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