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ABSTRACT

An inverse method is introduced to construct the problem for the error analysis of the 

numerical solution of initial value problem. These problems constructed through this method 

have a known exact solution, even though analytical solutions are generally not obtainable. 

The process leading to the exact solution makes use of an initially available approximate 

numerical solution. A smooth interpolation of the approximate solution is forced to exactly 

satisfy the differential equation by analytically deriving a small forcing function to absorb 

all of the errors in the interpolated approximate solution. Using this special case exact 

solution, it is possible to investigate the relationship between global errors of a candidate 

numerical solution process and the associated tuning parameters for a given problem. Under 

the assumption that the original differential equation is well-posed with respect to the small 

perturbations, we thereby obtain valuable information about the optimal choice of the 

tuning parameters and the achievable accuracy of the numerical solution.
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I. 서  론

항공기 및 우주비행체의 동역학 및 제어 분

야에서 미분 방정식의 해를 얻기 위해 다양한 

수치 해석 방법이 사용되고 있다. 시뮬레이션을 

위한 초기값 문제는 여러 가지 수치해석 방법

으로 그 해를 구할 수 있으며[1], 2점 경계값 

문제는 gradient 방법, shooting 방법, 특수해를 

이용한 방법 등을 통해 그 결과를 얻을 수 있

다[2]. 일반적으로 정확한 해는 모르며, 수치해

석을 이용한 결과는 정확한 해석적 해가 아닌 
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절단오차(truncation error)와 반올림오차

(round-off error)를 포함한 수치해를 제공한다. 

이와 같은 오차를 줄이기 위해 step size, 

tolerance와 같은 변수를 임계값까지 줄여 정확

도를 높이려고 하지만 보통은 수치해의 정확도

가 떨어진다. 이에 대해 Shampine은 step size

와 국부 허용오차(local error tolerance)에 대한 

컴퓨터, 계산기  등과 같은 계산 도구의 한계를 

고려하였으며[3],  초기 step size를 자동으로 

결정하는 신뢰성이 높고 효율적인 방법을 제안

하였다[4]. 하지만 이러한 수치해석 방법들은 

정확한 해를 알고 있다면 수치해가 갖는 정확

도를 확인할 수 있으나, 정확한 해를 모르는 경

우에는 수치해의 정확도를 확인할 수가 없다. 

따라서 정확한 해를 모르는 경우 수치해가 어

느 정도의 정확도를 갖는지를 분석할 수 있는 

방법이 있다면 그 방법은 수치해의 정확도를 
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판단할 중요한 도구가 된다. 

본 논문에서는 수치해의 정확도를 연구하기 

위해 주어진 문제에 대해 얻은 수치해에 대한 정

확한 해석적 해를 구하여, 정확한 해석적 해를 

알고 있는 새로운 문제를 만듦으로써 조절 변수

에 대한 수치해의 오차를 분석하였다. 또한, 정확

한 해석적 해를 알고 있는 문제는 주어진 문제와 

매우 유사하다는 가정 하에 이 문제에 대해 수치

해석을 통해 구해진 수치해와 정확한 해석적 해

와의 오차를 분석함으로써 수치해석을 위한 최적

의 조절 변수, 수치해의 정확도와 같은 정보를 

얻을 수 있다. 역해석 기법은 정확한 해석적 해

를 구하기 위해 제시되었고, 이 과정에서 정확한 

해석적 해는 주어진 문제에 대한 수치해를 이용

해 시간 에 대한 연속적이고 미분가능한 함수로 

구해진다. 주어진 문제에 대한 수치해를 이용해 

연속적이고 미분가능한 함수를 구하기 위해 

symbolic manipulation이 가능한 프로그램이 사

용되었다. 본 논문에서는 제시된 방법에 대한 예

제로써 이차 상미분방정식과 two body problem

를 사용하였다.

II. 역해석 기법

수치해의 정확도를 판단하기 위해, 주어진 수

치해에 근사한 정확한 해석적 해가 구해진다면 

구해진 해를 주어진 문제에 대입함으로서 

perturbation 항을 구할 수 있게 된다. 그리고 

perturbation 항이 주어진 문제에 더해짐으로써 

구해진 정확한 해석적 해를 갖는 새로운 상미분

방정식을 구성할 수 있다. 이 문제는 수치해와 

정확한 해석적 해를 비교함으로서 수치해의 정확

도를 확인할 수 있게 한다[5]. 

정확한 해석적 해는 주어진 문제에서 얻어진 

수치해에 대해 평활화 과정을 통해 구할 수 있

다. 이 때 수치해석의 결과는 이산형태의 해이

고, 평활화 과정을 통해 얻은 정확한 해석적 해

는 연속적이고 미분가능한 해가 된다. 평활화 

과정에서 구해지는 연속적이고 미분가능한 해

는 이산화 Chebyshev 다항식을 사용하여 구하

였다[6,7].

평활화 과정에서 얻을 수 있는 정확한 해석적 

해와 perturbation항은 symbolic manipulation이 

가능한 프로그램을 이용하여 구할 수 있다. 본 논

문에서는 정확한 해석적 해와 perturbation 항을 

구하기 위해 symbolic manipulation이 가능한 프

로그램 중 하나인 Mathematica[8]를 이용하였다.

2.1 평활화(Smoothing)

다음과 같은 각각의 ≤ ≤ 에서의 1차와 2

차 상미분방정식의 초기값 문제를 고려하자. 이 

때 일차와 이차 시스템에 대해 식별하는 이유는 

실제로는 이차 시스템이지만 일차로 변환하게 될 

경우 생기는 결점 때문이다.

       
  

×  → 
(1)

          
  

××  → 
(2)

위의 식 (1), (2)에서 얻은 수치해는 다음과 식 

(3)과 같이 에 대한 이산 형태로 표현될 수 있다. 

이 때 는 일정한 간격 ∆를 갖는다.

      ⋯     (3)

주어진 개의 수치해와 가까운 연속적이고 미

분가능한 함수를 만들기 위해 이산화 Chebyshev 

다항식이 사용되었다. 이산화 Chebyshev 다항식

을 사용한 최소자승 근사법은 주어진 문제에서 

구해진 개의 수치해로부터 정확한 해석적 해를 

구할 수 있게 한다. 

이산화 Chebyshev 다항식은 직교다항식으로

서 실수인 독립변수에 대해 각 차수의 

Chebyshev 다항식의 값은 의 범위에 있

게 된다. Fig. 1은 1차~15차 Chebyshev 다항식

을 나타낸다[9].

Fig. 1 Chebyshev 다항식 (≤≤)

이 때 Chebyshev 다항식이 갖는 이산 직교

성을 이용하기 위해 독립변수인 시간 는 선형

변환을 통해 무차원화한다.



한국항공운항학회 역해석 기법을 이용한 수치해의 오차 분석 연구 23

 ∆
 (4)

가 개의 Chebyshev 다항식을 기저 

함수로 하는 선형 결합으로 이루어진  함수라

고 하면    가 되며, 는 다음

과 같다.

 




 ≤  (5)

여기서 는 계수,  는 차 Chebyshev 

다항식을 나타낸다.

독립변수      ⋯ 이고 가중

치  이라고 하면 Chebyshev 다항식은 

다음과 같다.

 
  



    


(6)

Chebyshev 다항식의 확장은 순환 관계를 통

해 쉽게 구할 수 있으며, 확장된 식의 미분은 마

찬가지로 순환 관계를 이용하여 구할 수 있다. 

순환 관계에 대한 식은 다음과 같다[10].

  

 


   
  

(7)

또한 Chebyshev 다항식이 갖는 이산 직교성

을 이용하면 식 (5)에서의 계수 는 다음 식 

(8)을 이용해 구해진다.

 














≤ ≤ (8)

여기서 는 식 (1),(2)에서 구해진 수치해이

며, 는 차 Chebyshev 다항식의 에서의 

값이다.

식 (5)에서 계수 와 Chebyshev 다항식 

를 이용해 가 구해진다.    

이므로 식 (1),(2)에서 얻은 수치해에 대해 연속적

이고 미분가능한 함수인 를 얻을 수 있다.

2.2 Perturbation 항

는 식 (1),(2)에 대해 구해진 수치해를 평

활화 과정을 이용해 구한 연속적이고 미분가능한 

해석적 해이다. 하지만 는 식 (1),(2)를 정확

하게 만족시키는 해가 아니므로 주어진 상미분방

정식인 식 (1),(2)의 에 를 대입하면 양

변이 같아지지 않는다.

이 때 양변의 차이인 perturbation 항을 구할 

수 있으며, perturbation항은 에 대한 연속함수

이다. 일차 상미분방정식에서의 perturbation 항

을  , 이차 상미분방정식의 perturbation 항

을 라 하면 각각의 perturbation항은 다음

과 같다.


   


    

(9)
  

식 (1),(2)에서의 일차와 이차 상미분방정식은 

구해진 perturbation항을 추가함으로써 정확한 

해가 인  새로운 일차와 이차 상미분방정

식 (10), (11)로 각각 바꿀 수 있다.

     ≤≤
 

(10)

      ≤≤
  


(11)  

식 (9)에서 구해진 perturbation항이 작을수록 

식 (10),(11)은 식 (1),(2)에 가까운 상미분방정식

이 된다. 여기서, 새로운 상미분방정식의 정확

한 해석적 해인 를 구하기 위한 최소자승 

근사법은 독립변수 구간의 양 끝부분에서는 일

반적으로 좋지 않은 결과를 보인다. 그리고 이

러한 문제는 perturbation항 를 구할 때 양

끝부분에서 같은 결과를 보이게 한다. 이와 같

은 문제를 보완하기 위해 기존의 구간보다 증

가된 구간을 사용하여 최소자승 근사를 수행하

였으며, 증가된 구간은 기존 구간을 20% 증가

시킨 것이다. 만약 구해진 perturbation이 크다

고 생각될 경우 Chebyshev 다항식의 차수를 

증가시켜 크기를 감소시킬 수 있다. 하지만 

Chebyshev 다항식의 차수가 증가되어도 

perturbation의 크기가 감소하지 않는다면 수치

해석을 재수행하여 주어진 문제에 대한 수치해

를 얻고, 전체 과정을 다시 진행시킨다.
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III. 예  제

이차 상미분방정식과 two body problem의 

초기값 문제에 대한 예제를 제시된 방법을 이

용해 설명하였다. 여기서 식 (10),(11)의 수치해

를 라 한다면, ∥∥,즉 와 

의 차이가 조절 변수에 대해 어떠한 추이

를 나타내는 지를 확인해 보았다.

본 논문에서는 step size와 tolerance를 변화

시켜 결과를 확인하였다. Step size에 대한 오차

의 변화는 4차 Runge-Kutta 방법을 사용하여 

구하였고[11], tolerance에 대한 오차의 변화는 

IMSL subroutine인 DIVPRK를 사용하여 구하

였다[12].
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Fig. 2 이차 상미분방정식의 perturbation 항

Fig. 3 Two body problem의 perturbation 항
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Fig. 4 Step size에 대한 오차 변화
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(이차 상미분방정식)
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         (Two body problem)

3.1 이차 상미분방정식

이차 상미분방정식에 대한 결과를 확인하기 

위해 사용된 예제는 다음과 같다.

 

     
≤ ≤   

위의 문제에서 주어진 문제에 대한 수치해는 

기존 구간의 20%를 증가시킨 ≤≤에서 4

차 Runge-Kutta 방법을 사용하여  구해진 121

개이다. 또한,  는 121개의 주어진 문제에 

대한 수치해를 22차 Chebyshev 다항식을 이용

한 평활화(smoothing)과정을 통해 구해졌다. 

가 정확한 해석적 해인 새로운 상미분방정

식은 다음과 같다.

 

    


≤ ≤ 

3.2 Two body problem

Two body problem에 대한 결과를 확인하기 

위해 사용된 예제는 다음과 같다.

 
 




        

 
 




      

≤ ≤ 

Two body problem의 경우 일차로 변환시켜 

다음의 식을 사용했다.

  

 
 





               

  
 





       

≤ ≤ 

위의 문제에서 주어진 문제에 대한 수치해는 

기존 구간의 20%를 증가시킨 ≤≤에

서 4차 Runge-Kutta 방법을 사용하여 구해진 

121개이다. 또한,  는 121개의 주어진 문제

에 대한 수치해를 22차 Chebyshev 다항식을 

이용한 평활화(smoothing)과정을 통해 구해졌

다. 

3.3 결  과

이차 상미분방정식의 perturbation 항은 Fig. 

2와 같으며, Two body problem의 perturbation

항은 Fig. 3과 같다. Fig. 4-7은 perturbation 항

을 이용해 만들어진 새로운 상미분방정식에 대

해 정확한 해와 이 문제의 수치해에 대해 절대 

오차를 도시한 것이다. 절대 오차는 제곱평균

(root mean square)을 사용하였고, 조절 변수 

변화에 대한 절대오차의 변화 그래프는 대수배

율(log/log scale)을 사용하여 나타내었다.
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  Step size의 변화에 대한 각각의 예제의 절

대 오차 변화는 Fig. 4, 6과 같다. 그리고 

tolerance의 변화에 대한 각각의 예제의 절대 

오차 변화는 Fig. 5, 7과 같다.

  우선 Step size에 대해 오차의 변화는 모든 

예제의 경우 일정 step size 이후부터 감소하지 

않는다. 이차 상미분방정식의 경우 step size가 

 부근에서 절대 오차가 일정해 지며, two 

body problem의 경우 step size가  부근에

서 절대 오차가 증가한다.

  다음으로 tolerance에 대해 오차의 변화는 

step size의 변화와 같이 일정 tolerance 이후부

터 감소하지 않음을 볼 수 있다. 이차 상미분방

정식의 경우 tolerance가  부근에서 절대오

차가 일정해 지며, two body problem의 경우 

tolerance가  부근에서 절대오차가 일정해 

진다.

  Fig. 8에서 볼 수 있듯이 구해진 

Perturbation이 너무 클 경우 Chebyshev 다항

식의 차수를 증가시켜 perturbation을 줄일 수 

있다. 이 때 Chebyshev 다항식의 차수는 데이

터의 개수 즉, 기존 문제에 대한 수치해석 결과

의 개수를 상한으로 한다. Fig. 8에서의 

perturbation은 이차 상미분방정식의 예제를 이

용하여 얻은 결과이다. 
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Fig. 8 Chebyshev 차수에 대한 
perturbation의 크기

IV. 결  론

본 논문에서는 조절 변수의 변화에 대해 수

치해석을 통해 얻은 결과가 어느 정도의  정확

도를 갖게 되는지를 보였다. 이를 확인하기 위

해 수치해석 결과에 대해 Chebyshev 다항식을 

이용한 평활화 과정을 통해 해석적 해를 구했

다. 해석적 해를 기존 문제에 대입하여 구한 

perturbation 항을 이용하여 정확한 해를 알고 

있는 새로운 상미분방정식을 구성하였다. 정확

한 해를 알고 있는 새로운 상미분방정식에 대

하여 수치해석을 이용해 구해진 수치해를 정확

한 해석적 해와 비교하여  조절 변수에 대한 

오차의 추이를 확인하였다. 이를 통하여 수치해

석을 위한 최적의 조절 변수와 수치해석 결과

의 정확도를 얻을 수 있다. 이 연구는 항공기 

및 우주비행체의 동역학 및 제어 분야에 다양

하게 적용할 수 있을 것으로 사료된다. 향후 해

석적인 해를 구하기 위해 본 논문에서 사용된 

Chebyshev 다항식 이외의 다항식을 이용하여 

해석적인 해를 구하는 연구와, Mathematica를 

이용한 본 논문의 결과를 symbolic 

manipulation이 가능한 프로그램인 Maple을 이

용해 구한 결과와 상호 비교하는 연구를 수행

할 예정이다.
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