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피라미드 그래프의 범사이클 특성
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요     약

본 논문에서는 피라미드 그래프 내에 내재된 사이클 특성을 분석한다. 높이 N의 피라미드 그래프에 연속적인 사이클 확장 연산을 적용함으

로써 길이 3이상 (4
N
-1)/3 까지에 해당하는 모든 길이의 다양한 사이클들을 생성할 수 있음을 증명한다. 이는 피라미드 그래프가 범사이클 특

성을 보유하고 있음을 의미한다.

키워드 : 피라미드, 범사이클성, 사이클 확장 

The Pancyclic Property of Pyramid Graphs

Jung-Hwan Chang
†

ABSTRACT

In this paper, we analyze a cycle property embedded in pyramid graphs. We prove that it is always possible to construct diverse 

cycles of all lengths from 3 to (4N-1)/3 by applying series of cycle expansion operations to the pyramid graph of height N. This means 

that the pyramid graph has the pancyclic property.

Keyword : Pyramid, Pancyclicity, Cycle Expansion

1. 개  요1)

대규모 병렬처리시스템에서 다양한 응용분야의 알고리즘

들을 효율적으로 수용하여 제 성능을 발휘할 수 있도록 하

기 위해서는 시스템을 구성하고 있는 정점(node, vertex))들

의 연결 구조를 그래프 형태로 표현한 상호연결망

(interconnection network) 위상의 역할이 매우 중요한데, 그 

이유는 해당 그래프에 대한 이론적인 특성에 해당 병렬처리

시스템의 성능이 의존적일 수밖에 없기  때문이다. 일반적

으로 상호연결망의 성능에 큰 영향을 미치는 그래프 이론적

인 요소로는 지름(diameter), 연결도(connectivity), 고장 허

용도(fault tolerance), 라우팅 알고리즘의 간결성 및 효율성 

등이 중요하게 평가되고 있는데, 이러한 요소들을 비교 분

석하여 보다 좋은 성능의 상호연결망을 설계하려는 시도는 

그래프 이론 및 병렬처리 분야에서 많은 관심을 받고 있다. 

뿐만 아니라 알고리즘에 내재된 자료구조를 실제 구현된 시

스템 구조에 효율적으로 매핑시키거나, 상호연결망 상호간 

시뮬레이션을 위한 체계적인 접근으로서 그래프 임베딩

(embedding) 문제가 대두하게 되었다[1,2].

지난 십 수년간 큰 관심을 받아 온 대표적인 상호연결망

으로는 하이퍼큐브(hypercube 또는 (이진) n-큐브)를 꼽을 
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수 있으며[3], 피리미드(pyramid)와 메쉬(mesh) 또한 병렬처

리분야에서 비교적 잘 알려진 상호연결망 구조 중 하나로 

널리 이용되고 있는 실정이다[4,5].

높이 N인 피리미드(pyramid)의 경우 (4
N－1)/3개의 정점

들을 갖는 계층적 구조의 그래프로써 오늘날 각광을 받고 

있는 멀티미디어 분야의 저 레벨에서의 픽셀 단위 영상처리 

관련 기능을 효율적으로 처리해 줄 수 있는 구조적 특성으

로 인해 관련 분야를 중심으로 널리 이용되어 왔으나 오늘

날은 내재된 트리(tree) 및 메쉬(mesh) 구조를 다양하게 활

용함으로써 그래프 관련 기본문제들의 해결에도 좋은 성과

를 얻고 있는 것으로 알려져 있다[5].

손님(guest) 그래프 G의 주인(host) 그래프 H로의 임베

딩(embedding)이란 G의 정점들의 집합 V(G)로부터 H의 정

점들의 집합 V(H)로의 일대일 대응을 의미하는 함수 F로 

정의된다. 이때 G의 간선(edge) e=(v,w)는 F(v)와 F(w)를 

연결하는 H의 경로(path) F(e)에 대응된다.

높이가 N인 피라미드를 대상으로 한 임베딩 관련 연구로

는 주로 2-차원 또는 3-차원 메쉬(mesh)를 주인 그래프로 

하는 연구결과들이 비교적 잘 알려져 있으며[6,7,8,9], 링

(ring) 임베딩 관련 연구결과도 알려져 있다[10].

한편 본 논문에서는 사이클의 다양성과 관련된 범사이클

(pancyclic) 특성을 밝히는 것에 초점을 맞추고 있는데, 노드 

n개로 구성된 단순 그래프(simple graph) G가 범사이클 특

성을 갖는다는 것은 G 내에 구성가능한 최소 크기(=3)의 사
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이클부터 최대 크기(=n)인 헤밀톤 사이클(Hamiltonian 

cycle)까지에 해당하는 모든 종류의 사이클들을 부그래프

(subgraph)로 보유하고 있는 성질을 의미하는데[11], 대표적

인 상호연결망 모델의 하나인 하이퍼큐브 부류의 그래프들

을 대상으로 사이클의 다양성을 분석한 최근 연구결과도 제

시된 바 있다[12].

상호연결망 그래프에 내재된 사이클 특성을 분석한 연구

들이 갖는 의의는 다양한 응용분야에 적용되고 있는 대부분 

알고리즘들의 수행에 필요한 기본 자료구조일 뿐만 아니라 

수많은 프로세서들로 구성된 다중컴퓨터 병렬처리시스템에

서 사이클 기반의 방송 또는 멀티캐스팅 형태의 메시지 전

달 과정을 필요로 하는 응용분야에서 하부구조로 사이클 특

성을 활용하고 있는 점을 예로 들 수 있다[13].

본 논문에서는 피라미드 그래프를 대상으로 링을 임베딩

하는 문제와 동일한 의미를 갖는 헤밀톤 사이클을 찾는 문

제를 다룬다. 피라미드 그래프의 특성을 활용한 사이클 확

장 연산을 이용함으로써 모든 정점들이 포함되는 최대 크기

의 헤밀톤 사이클을 찾을 수 있는 알고리즘을 제시함으로써 

헤밀톤 사이클의 존재를 확인하게 된다.

본 논문은 네 개의 절로 구성되며, 제2절에서는 본 논문

에서 주로 다루게 될 피라미드 그래프에 대한 정의와 사이

클 확장 연산의 주요 특성들에 대해 분석하고 제3절에서는 

피라미드 그래프에 내재된 사이클들의 다양성에 대한 분석

과정을 통해 모든 홀수 길이 사이클들이 존재함을 증명하게 

되며, 마지막 제4절에서 결론을 맺는다.

2. 그래프 특성

본 절에서는 연구 대상이 되는 피라미드 그래프에 대한 

정의 및 그래프 이론적 관점에서의 주요 특성들을 살펴보고

자 한다.

[정의 1]  주어진 양의 정수 N에 대해 높이가 N인 피라

미드 P
N은 정점(vertex)의 집합 V(PN)과 간선(edge)의 집합 

E(PN)에 의해 다음과 같이 정의한다.

1) V(PN) = ∪0≤l≤N-1 { (l,x,y)|0≤x,y≤2
N-l-1－1 }

2) E(P
N) =  0≤l≤N-2 { ((l,x1,y1),(l,x2,y2))||x1-x2|+|y1-y2|=1,

                      (l,x1,y1),(l,x2,y2) ∈V(P
N) } 

         ∪   ∪0≤l≤N-2 { (l,x,y),(l+1,⌊x/2⌋,⌊y/2⌋))|

                    0≤x,y≤2N-l-1－1 }

(그림 1)은 높이(height)가 3인 피라미드의 예를 보여주고 

있다. 일반적으로 높이가 N인 피라미드 P
N의 각 계층 l(0≤

l<N)에는 4N-l-1개의 정점들로 구성된 정방형 2-차원 메쉬 

2
N-l-1
×2
N-l-1 

구조로 이루어져 있어 가장 위 계층에 해당하는 

계층 N-1의 1개의 정점으로 구성된 2-차원 메쉬로부터 시

작하여 가장 아래 계층에 해당하는 계층 0의 4N-1개로 구성

된 2-차원 메쉬까지 다양한 그래프들을 포함하고 있음을 알 

수 있다.

[정의 2] 그래프(graph)에서의 「경로(path)」란 시작 정

점 v1 으로부터 연속하여 인접된 간선을 따라 연속적으로 

나열된 정점들의 정렬 (v1, v2, v3, v4, .... , vn)을 의미하며, 

특별히 간선의 중복 방문이 허용되지 않도록 각 구성 정점

들의 분지수(degree)가 최대 2로 제한된 경로를 「단순 경

(2,0,0)

(1,0,1) (1,1,1)

(1,0,0) (1,1,0)

(0,0,0) (0,1,0) (0,2,0)

(0,0,3)

(0,0,2)

(0,0,1) (0,1,1) (0,2,1) (0,3,1)

(0,3,0)

(0,1,2)

(0,1,3) (0,2,3) (0,3,3)

(0,2,2) (0,3,2)

P
3

(그림 1) 높이 3인 피라미드 그래프 예

로(simple path)」라고 일컫는다.  특별히 시작 정점과 마지

막 정점 간에 연결 간선을 갖는 닫힌 단순 경로(closed 

simple path)를「사이클(cycle)」이라고 한다.

한편 주어진 그래프(또는 부그래프(subgraph))를 구성하

고 있는 모든 정점들을 반드시 한 번씩만 지나가게 되는 해

당 그래프 내의 최대 길이 단순 경로를 「헤밀톤 경로

(Hamiltonian path)」라고 한다.

주어진 경로의 「길이(length)」란 해당 경로를 구성하고 

있는 간선들의 개수를 의미한다. 즉 n개의 정점 (v1, v2, v3, 

v4, .... , vn)로 구성된 경로 T와 해당 경로의 길이를 각각 T 

= (v1, v2, v3, v4, .... , vn) 및 |T|로 표기하며, 따라서 

|T|=n-1이다. 반면에 n개의 정점 (v1, v2, v3, v4, .... , vn)로 

구성된 사이클 C인 경우에 길이는 |C|=n이다. 일반적으로 

길이가 n인 경로 T 및 사이클 C를 각각 Tn과 Cn으로 표기

한다.

[정의 3] 길이가 각각 m과 n인 주어진 두 개의 사이클 

Cm = (u1, u2, … , um)과 Cn = (v1, v2, … , vn)이 각각 ui(1

≤i<m-s) 및 vj(1≤j<n-s)로부터 시작되는 길이 s(1≤s≤

min(m,n))의 부-경로(sub-path)를 서로 공유하여 다음 식이 

성립한다고 가정하자.

ui+k = vj+k (0≤k≤s)

이와 같이 길이 s에 해당하는 부-경로를 서로 공유하고 

있는 두 개의 사이클 Cm과 Cn을 대상으로 하는 「사이클 

결합 연산(cycle merge operation)」 ⊕는 다음과 같이 정의

된다.

Cm ⊕ Cn = ( u1,u2,…,ui-1,ui[=vj],vj-1,vj-2,…,v2,v1,vn,vn-1,…,

            vj+s+2,vj+s+1,vj+s[=ui+s],ui+s+1,ui+s+2,…,um-1,um )

(그림 2)에서는 이러한 사이클 관련 결합 연산(⊕)의 예

를 보여주고 있다. 그림에서 제시된 예와 위의 결합 연산 

정의에 의해 다음과 같은 기본 성질을 확인할 수 있다.

[보조정리 1] 길이가 각각 m(≥2)과 n(≥2)인 주어진 두 

개의 사이클 Cm과 Cn 내에 길이 s(1≤s≤min(m,n))에 해당

하는 부-경로(sub-path)를 서로 공유하고 있다면, Cm ⊕ Cn 

연산의 결과 얻어지는 확장된 사이클의 길이는 다음 식으로 

표현된다.

| Cm ⊕ Cn | = m+n-2s □
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u2

u1

um

ui[=vj]

ui-1
ui-2

ui+1[=vj+1]

ui+s-1[=vj+s-1]

ui+s[=vj+s]

vj-1

vj-2

v2

v1

vn

vj+s+1
vj+s+2

ui+s+1

ui+s+2

(그림 2) 사이클 결합 연산(⊕)의 예제

계층간 연결 간선(inter-level edge)들은 크게 두 가지 부

류로 구분이 가능한데, 하나는 해당 간선이 삼각형(triangle)

을 구성하는 간선 그룹(Et(P
N))과 사각형(quadrangle)을 구

성하는 간선 그룹(Eq(P
N))으로 다음과 같이 분류할 수 있다.

Eq(P
N) = ∪0≤l≤N-1 { ((l,2x,y),(l-1,2x+1,y))| 0≤x<2

N-l-2, 

0≤y<2N-l-1, (l,2x,y),(l-1,2x+1,y) ∈V(PN) } 

  ∪  ∪0≤l≤N-2 { ((l,x,2y),(l-1,x,2y+1))| 0≤x<2
N-l-1, 0

≤y<2N-l-2, (l,x,2y),(l-1,x,2y+1) ∈V(PN) } 

Et(P
N) = ∪0≤l≤N-2 { ((l,2x-1,y),(l-1,2x,y))| 1≤x<2

N-l-2, 

0≤y<2N-l-1, (l,2x-1,y),(l-1,2x,y) ∈V(PN) } 

    ∪  ∪0≤l≤N-2 { ((l,x,2y-1),(l-1,x,2y))| 0≤x<2
N-l-1, 

1≤y<2N-l-2, (l,x,2y-1),(l-1,x,2y) ∈V(PN) } 

[정의 4] 피라미드 그래프 상의 임의의 계층 l (1≤l≤

N-1)에 속한 두 정점 (l,a,b) 와 (l,a,b+1)를 포함하여 기 구

축된 사이클 C와 x-방향을 따라 인접된 네 개의 정점 

(l,a+1,b), (l,a+1,b+1), (l,a-1,b) 및 (l,a-1,b+1)에 대해 다음과 

같은 두 가지 형태의 간선 확장 연산을 정의할 수 있다.

(1) E-확장(East Expansion): 기 구축된 사이클 C는 간선 

e = ((l,a,b),(l,a,b+1))를 포함하며, 정점 (l,a+1,b)와 

(l,a+1,b+1)은 포함하지 않는 경우 간선 e에 적용 가능한  

E-확장 연산을 E(C, e)로 표기하며, C의 해당 부분 간선 

구성 내역은 확장 전후에 C = ( ...., (l,a,b), (l,a,b+1), ... )에 

서 C’ = E(C,e) = ( ...., (l,a,b), (l,a+1,b), (l,a+1,b+1), 

(l,a,b+1),  ... )로 변경된다.

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l,a+1,b+1)

(l,a+1,b)

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l,a+1,b+1)

(l,a+1,b)

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l,a-1,b+1)

(l,a-1,b)

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l,a-1,b+1)

(l,a-1,b)

(그림 3) E-확장 및 W-확장 개념도 

(2) W-확장(West Expansion): 기 구축된 사이클 C는 간

선 e = ((l,a,b),(l,a,b+1))를 포함하며, 정점 (l,a-1,b)와 

(l,a-1,b+1)는 포함하지 않는 경우 간선 e에 적용 가능한  

W-확장 연산을 W(C,e)로 표기하며, C의 해당 부분 간선 

구성 내역은 확장 전후에 C = ( ...., (l,a,b), (l,a,b+1), ... )에

서 C’ = W(C,e) = ( ...., (l,a,b), (l,a-1,b), (l,a-1,b-1), 

(l,a,b+1),  ... )로 변경된다.

[정의 5] 피라미드 그래프 상의 임의의 계층 l (1≤l≤

N-1)에 속한 두 정점 (l,a,b) 와 (l,a+1,b)를 포함하여 기 구

축된 사이클 C와 y-방향을 따라 인접된 네 개의 정점 

(l,a,b+1), (l,a+1,b+1), (l,a,b-1) 및 (l,a+1,b-1)에 대해 다음과 

같은 두 가지 형태의 간선 확장 연산을 정의할 수 있다.

(1) N-확장(North Expansion): 기 구축된 사이클 C는 간

선 e = ((l,a,b),(l,a+1,b))를 포함하며, 정점 (l,a,b+1)과 

(l,a+1,b+1)은 포함하지 않는 경우 간선 e에 적용 가능한  

N-확장 연산을 N(C,e)로 표기하며, C의 해당 부분 간선 구

성 내역은 확장 전후에 C = ( ...., (l,a,b), (l,a+1,b), ... )에서 

C’ = N(C,e) = ( ...., (l,a,b), (l,a,b+1), (l,a+1,b+1), (l,a+1,b),  

... )로 변경된다.

(2) S-확장(South Expansion): 기 구축된 사이클 C는 간

선 e = ((l,a,b),(l,a+1,b))를 포함하며, 정점 (l,a,b-1)과 

(l,a+1,b-1)은 포함하지 않는 경우 간선 e에 적용 가능한  

S-확장 연산을 S(C,e)로 표기하며, C의 해당 부분 간선 구

성 내역은 확장 전후에 C = ( ...., (l,a,b), (l,a+1,b), ... )에서 

C’ = S(C,e) = ( ...., (l,a,b), (l,a,b-1), (l,a+1,b-1), (l,a+1,b),  

... )로 변경된다.

[정의 6] 피라미드 그래프 상의 임의의 계층 l (1≤

l<N-1)에 속한 간선들 중 각각 x-방향 또는 y-방향을 따라 

배열된 간선 e1 = ((l,a,b),(l,a+1,b)) 및 e2 = ((l,a,b),(l,a,b+1))

를 포함하여 기 구축된 사이클 C에 대해 z-방향을 따라 아

래의 계층 (l-1)을 따라 인접된 정점들 (l-1,2a+1,2b), 

(l-1,2(a+1),2b), (l-1,2a+1,2b+1), (l-1,2(a+1),2b+1) 또는 

(l-1,2a,2b+1), (l-1,2a,2(b+1)), (l-1,2a+1,2b+1), 

(l-1,2a+1,2(b+1))에 대해 다음과 같은 확장 연산을 정의할 

수 있다.

(1) Lx-확장(x-direction Layer Expansion): 기 구축된 사

이클 C는 간선 e = ((l,a,b),(l,a+1,b))를 포함하고, 정점 

(l-1,2a+1,2b)와 (l-1,2(a+1),2b) 및 (l-1,2a+1,2b+1)와 

(l-1,2(a+1),2b+1)은 포함되지 않는 경우 간선 e에 적용 가능

한 두 개의 Lx-확장 연산을 각각 Lx1(C,e) 및 L
x
2(C,e)로 표

기하며, C의 해당 부분 간선 구성 내역은 확장 전 C = ( 

...., (l,a,b), (l,a+1,b), ... )에서 확장 후 각각 C’ = Lx1(C,e) = 

( ...., (l,a,b), (l-1,2a+1,2b), (l-1,2(a+1),2b)), (l,a+1,b),  ... ) 

및 C’‘ = Lx2(C,e) = ( ...., (l,a,b), (l-1,2a+1,2b+1), 

(l-1,2(a+1),2b+1), (l,a+1,b),  ... )로 변경된다.

(2) Ly-확장(y-direction Layer Expansion): 기 구축된 사

이클 C는 간선 e = ((l,a,b),(l,a,b+1))을 포함하고, 정점 

(l-1,2a,2b+1)와 (l-1,2a,2(b+1)) 및 (l-1,2a+1,2b+1)과 

(l-1,2a+1,2(b+1))은 포함되지 않는 경우 간선 e에 적용 가능

한 두 개의 L
y-확장 연산을 각각 Ly1(C,e) 및 L

y
2(C,e)로 표

기하며, C의 해당 부분 간선 구성 내역은 확장 전 C = ( 

...., (l,a,b), (l,a,b+1), ... )에서 확장 후 각각 C’ = Ly1(C,e) = 

( ...., (l,a,b), (l-1,2a,2b+1), (l-1,2a,2(b+1)), (l,a,b+1),  ... ) 
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(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l,a+1,b+1)

(l,a+1,b)

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l,a+1,b+1)

(l,a+1,b)

(l,a,b)

(l,a,b-1)

(l,a+1,b)

(l,a+1,b-1)

(l,a,b)

(l,a,b-1)

(l,a+1,b)

(l,a+1,b-1)

(그림 4) S-확장 및 N-확장 개념도

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l,a+1,b+1)

(l,a+1,b)

(l-1,2(a+1),2b)(l-1,2a+1,2b)

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l,a+1,b+1)

(l,a+1,b)

(l-1,2(a+1)+1,2(b+1))(l-1,2a+1,

2b+1)

OR

(l-1,2a,2b+1)

(l-1,2a+1,2b)

(l-1,2(a+1)+1,2(b+1

)+1)

(l-1,2(a+1),2b)

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l,a+1,b+1)

(l,a+1,b)

  

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l-1,2a+1,2(b+1)+1)

(l-1,2a,2(b+1))

(l-1,2a,2b)

(l-1,2a+1,2b+1)

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l-1,2a+1,2(b+1))(l-1,2a,2(b+1))

(l-1,2a,2b)

(l-1,2a+1,2b+1)

(l-1,2a,2(b+1))

(l-1,2a,2b+1)

(l,a,b+1)

(l,a,b)

(l-1,2a+1,2(b+1)+1)

(l-1,2a+1,2b)

OR

(a) Lx-확장 개념도                                       (b) Ly-확장 개념도

(그림 5) 계층간 간선 확장 개념도

및 C’‘ = Ly2(C,e) = ( ...., (l,a,b), (l-1,2a+1,2b+1), 

(l-1,2a+1,2(b+1)), (l,a,b+1),  ... )로 변경된다.

3. 내재된 사이클의 다양성 분석

본 절에서는 피라미드 그래프가 가지는 고유한 사이클 관

련 특성들을 분석함으로써 다양한 종류의 사이클들을 구성

할 수 있음을 보이고자 한다.

먼저 앞 절에서 정의된 사이클 결합 연산을 이용하여 인

접된 사각형 형태의 사이클들을 확장시키는 일련의 과정을 

통해 다양한 크기의 사이클들을 생성할 수 있음을 증명하고

자 한다.

앞에서 정의한 각 확장 연산들의 적용 순서와 관련하여 

임의대로 적용하였을 경우에 발생 가능한 문제점을 파악하

기 위한 구체적인 방법의 일환으로써 어떤 상황에서 특정 

정점들을 포함할 수 없게 되는지를 역으로 추적해 봄으로써 

회피해야 할 조건(inhibit condition)들을 밝혀낼 수가 있는데 

다음 보조정리가 이러한 의미로 해석될 수 있다.

[보조정리 2] 임의의 양의 정수값으로 주어진 높이 N인 

파리미드 그래프 PN 내 임의의 계층 l (1≤l≤N-1)에 속한 

간선 중에서 해당 계층으로의 확장 진입 과정에 Ly-확장이 

적용된 경우에는 x-축과 평행한 방향을 따라 배열된 간선 

 

 (a) 잘못된 W(E)-확장 (b) 잘못된 S(N)-확장

(그림 6) 잘못된 확장연산 적용 예(미포함 정점 발생)

e=((l,a,b),(l,a+1,b))에 대해 확장 연산 N(C,e) 또는 S(C,e) 

적용 시 a 값은 짝수(even)일 경우에만 제한적으로 허용함

으로써 해당 계층 내의 모든 정점들을 포함시킬 수 있다. 

여기서 1≤a,b<2N-1-l-1 이다.

[증명] 본 증명을 위해 위 조건을 준수하지 못했을 경우

에 예상할 수 있는 미포함 정점이 발생 가능한 반례를 (그

림 6)의 예제 (b)를 통해 확인해 보임으로써 증명을 대신하

고자 한다. □

위의 보조정리가 언급하는 바는 해당 계층으로 진입하는 

과정에서 Ly-확장을 통해 진입된 경우에는 y-축과 평행한 

방향으로 배열된 간선들에 대해서는 특별한 제한없이 W-확

장 및 E-확장을 적용 가능하도록 권장하는 반면, x-축과 평

행한 방향으로 배열된 간선들에 대해서는 조건이 만족되는 
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범위 내에서만 N-확장 및 S-확장을 적용하도록 제한을 가

함으로써 해당 계층 내의 모든 정점들을 사이클 구성에 참

여시키고자 하는 배려인 셈이다.

동일한 논리에 의해 x-축 및 y-축의 대칭성을 이용하면 

해당 계층으로 진입하는 과정에서 Lx-확장이 적용된 경우에 

대해서도 다음과 같은 보조정리도 성립됨을 알 수 있다.

[보조정리 3] 임의의 양의 정수값으로 주어진 높이 N인 

파리미드 그래프 PN 상의 임의의 계층 l (1≤l≤N-1)에 속

한 간선 중에서 해당 계층으로의 확장 진입 과정에 Lx-확장

이 적용된 경우에는 y-축과 평행한 방향을 따라 배열된 간

선 e=((l,a,b),(l,a,b+1))에 대해 확장 연산 E(C,e) 또는 

W(C,e) 적용 시 b 값은 짝수(even)일 경우에만 제한적으로 

허용함으로써 해당 계층 내의 모든 정점들을 포함시킬 수 

있다. 여기서 1≤a,b<2N-1-l-1 이다. □

위의 두 보조정리가 언급하고자 하는 바는 y-축 방향을 

따라 진행되는 N-확장 및 S-확장과 x-축 방향을 따라 진행

되는 W-확장 및 E-확장의 두 방향 모두를 자유롭게 방치

했을 경우에 예상되는 계층 내 미포함 정점들을 사전에 방

지하기 위해 두 방향 중 하나의 방향에 대해서는 제한된 범

위 내의 간선들에 대해서만 확장 연산을 적용할 수 있도록 

고려해야 할 조건을 제시하고 있다고 해석할 수 있다.

위의 보조정리들에서 언급하고 있는 바와 같이 최대 길이 

사이클 구성을 방해하는 제약조건들에 대해서만 주의를 기

울인다면 다양한 길이의 사이클들을 체계적으로 구성할 수 

있음을 확인할 수 있는데 이러한 특성들을 다음 정리가 요

약하고 있다고 해석할 수 있다.

[정리 1] 높이가 N(≥2)인 주어진 피라미드 PN에는 1≤l

≤2(4N-1-1)/3을 만족하는 길이 (2l+1)의 사이클들이 모두 

존재한다.

[증명] 사이클 길이를 나타내는 양의 정수 l에 대해 수학

적 귀납법(induction)을 이용하여 증명하며, 앞에서 정의한 

확장 연산을 연속적으로 적용함으로써 원하는 길이의 사이

클을 생성할 수 있음을 보이고자 한다.

사이클의 크기를 확대시켜 나가기 위해 적용하게 될 일련

의 확장 연산 과정에서는 일반성을 훼손하지는 않는다는 전

제(without loss of generality) 하에 다음과 같은 기본원칙

에 따라 진행한다고 가정한다.

A. 확장 연산의 적용 과정에서 계층간 확장을 의미하는 

Lx-확장이나 Ly-확장보다는 계층 내에서의 확장을 의미

하는 E-확장, W-확장, N-확장, S-확장을 우선적으로 적

용한다. 이 조건의 의미는 하나의 계층 내로의 진입 이후

에는 인접된 계층으로 이동하기 전에 해당 계층 내에 존

재하는 정점들을 우선적으로 포함시키기 위한 배려이다.

B. 계층 상호간 확장 시 동일한 간선을 통한 중복 확장 방

지를 위하여 짝수에서 홀수 계층으로의 확장 시에는 Lx-

확장을 적용하고, 홀수에서 짝수 계층으로의 확장 시에는 

Ly-확장을 번갈아 적용한다.

C. 상위 계층으로부터 해당 계층으로 확장되는 과정에서 

Lx-확장을 통해 내려온 경우에는 E-확장 또는 W-확장 

적용 시 확장 대상 간선의 y-좌표값 중 작은 값이 짝수인 

경우에만 허용하도록 제한적으로 적용한다((보조정리 3) 

참조).

D. 상위 계층으로부터 해당 계층으로 확장되는 과정에서 

Ly-확장을 통해 내려온 경우에는 N-확장 또는 S-확장 

적용 시 확장 대상 간선의 x-좌표값 중 작은 값이 짝수인 

경우에만 허용하도록 제한적으로 적용한다((보조정리 2) 

참조).

위의 가정 하에서 수학적 귀납법 적용을 위해 다음과 같

이 각 경우에 대해 구체적으로 고려해본다.

(1) l=1 및 l=2인 경우에 대해서는 상위 두 개 계층에 해

당하는 계층 (N-1) 및 계층 (N-2)에 해당하는 정점들로 구

성된 길이 3 및 5에 해당하는 사이클들을 쉽게 구성할 수 

있음을 (그림 7)에서 확인할 수 있다.

(2) l=k-1, 3≤k<2(4N-1-1)/3 인 경우에 성립한다고 가정

하면 길이가 (2k-1)인 사이클이 생성될 수 있음을 의미한다. 

이는 실제로 길이 3의 초기화된 삼각형으로부터 시작하여 

연속된 (k-2)회에 걸친 확장 연산을 통하여 생성이 가능하

다. 이 과정에서 위의 가정들을 위배하지 않는 범위 내에서  

최상위 계층으로부터 순차적으로 완전하게 채운 다음 차하

위 계층으로 내려가는 형식을 취하면서 사이클을 확장시키

는 연산을 적용한 결과 현재 계층 L(0≤L≤N-3)에 머무르

고 있다고 가정한다.

(3) l=k, 4≤k≤2(4N-1-1)/3 인 경우에 대해서는 현재 머

무르고 있는 계층 L의 값에 따라 다음과 같은 두 가지 경우

로 나누어 고려한다.

① 계층 L이 최하위 계층인 경우(L=0): 이 경우에는 최

대 크기의 사이클을 의미하는 헤밀톤 사이클이 이미 

완성된 경우가 아닌 이상 반드시 현재 작업 중인 계

층 L 내에 N-확장, S-확장, W-확장 또는 E-확장을 

적용할 수 있는 대상 간선이 하나 이상 존재할 것이

며, 이를 대상으로 적용 가능한 해당 확장 연산을 적

용시킴으로써 적용 이전의 사이클 길이 (2k-1)에 +2 

만큼의 길이 연장 효과로 인해 적용 후에는 길이 

(2k+1)에 해당하는 사이클이 생성될 수 있음을 알 수 

있다.

② 계층 L이 최하위 계층이 아닌 경우(L≠0): 이 경우는 

다시 현재 작업 수행 중인 계층 L 내에 존재하는 정점들 

중에서 아직 사이클에 포함되지 않고 남아있는 정점의 

존재 여부에 따라 아래와 같이 두 가지 경우로 세분화시

켜 고려한다.

(2,0,0)

(1,0,0)

(0,0,0) (0,3,0)

(0,3,3)

(0,0,3)

(1,0,1

(1,1,0)

(1,1,1)

(0,1,3) (0,2,3)

(0,3,1)

(0,3,2)
(0,0,1)

(0,0,2)

(2,0,0)

(1,0,0)

(0,0,0)
(0,3,0)

(0,3,3)(0,0,3)

(1,0,1

)

(1,1,0)

(1,1,1)

(0,1,3) (0,2,3)

(0,3,1)

(0,3,2)
(0,0,1)

(0,0,2)

(a) l=1, 길이 3           (b)  l=2, 길이 5

(그림 7) 기본적인 두 경우의 사이클 구성 예 (N=3)
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(ㄱ) 계층 L 내에 아직도 사이클에 포함되지 않은 채로 

남아있는 정점이 존재하는 경우: 이 경우는 앞의 ①에

서와 동일하게 처리함으로써 N-확장, S-확장, W-확장 

E-확장 중 하나를 적용함으로써 길이 (2k+1)에 해당하

는 사이클이 생성될 수 있음을 알 수 있다.

(ㄴ) 계층 L 내에는 더 이상 사이클에 포함되지 않은 채

로 남아있는 정점이 존재하지 않는 경우: 이 경우는 인

접 계층간 확장 연산에 해당하는 Lx-확장 또는 Ly-확

장 연산을 이용하여 차하위 계층으로 확장시키는 연산

을 적용하되 L값의 짝수/홀수 여부에 따라 가정 B를 

적용함으로써 항상 사이클 특성을 유지하면서 확장 연

산이 가능한 간선을 찾아 해당 확장 연산을 적용할 수 

있음을 알 수 있다. 이 경우에도 앞에서 언급한 바와 마

찬가지로 적용 이전의 사이클 길이 (2k-1)에 +2 만큼의 

확장 효과로 인해 적용 후에는 길이 (2k+1)에 해당하는 

사이클이 생성될 수 있음을 확인할 수 있다.

따라서 위의 모든 경우에서 l=k-1 인 경우에 생성된 사이클

을 기반으로 하여 단 한 번의 확장 연산을 적용시킴으로써 적

용 이전의 사이클 길이 (2k-1)에 +2 만큼의 확장 효과로 인해 

적용 후에는 길이 (2k+1)에 해당하는 사이클이 생성될 수 있음

을 확인할 수 있으며, 이는 바로 l=k인 경우에 대해서도 정리

가 성립됨을 의미한다. □

위의 정리가 의미하는 바는 높이가 N인 피라미드 P
N에는 

길이가 최소 3이상 최대 (4N-1)/3에 해당하는 모든 홀수(odd) 

길이의 사이클이 존재한다는 것이다.

아울러 다음 정리는 짝수(even) 길이 사이클과 관련된 특성

을 보여주고 있다.

[정리 2] 높이가 N(≥2)인 주어진 피라미드 PN에는 2≤l≤

2(4N-1-1)/3을 만족하는 길이 2l의 사이클들이 모두 존재한다.

〚증명〛 앞의 (정리 1)에서와 동일한 논리로 접근하되 시

작 시점의 초기 사이클 구성을 최상위 레벨의 유일한 노드에 

해당하는 노드 (N-1,0,0)를 제외시킨 상태에서 두 번째 상위 

레벨에 존재하는 길이 4인 사이클 ((N-2,0,0),(N-2,1,0), 

(N-2,1,1),(N-2,0,1))로부터 출발하여 각 확장을 연속적으로 

적용시킴으로써 유사한 방법으로 쉽게 증명할 수 있다. □

위의 두 정리들을 종합해보면 피라미드 그래프에는 최소길

이 사이클에 해당하는 길이 3부터 최대길이 사이클에 해당하

는 길이 (4N-1-1)/3의 헤밀톤 사이클까지 다양한 사이클들이 

모두 내재되어 있음을 의미한다.

4. 결 론

본 논문에서는 다중 병렬처리시스템에서의 영상처리 및 그

래프 문제 해결에 다양하게 응용됨에 따라 관심을 받고 있는 

상호연결망 그래프 중의 하나인 피라미드를 대상으로 내재된 

사이클들의 다양성을 분석하였다.

피라미드 그래프 내에 존재하는 사각형 구조의 사이클들을 

이용하는 연속적인 사이클 확장 연산을 통해서 최소 3이상 최

대 헤밀톤 사이클에 해당하는 모든 길이의 사이클들이 다양하

게 존재함을 의미하는 범사이클 특성을 증명할 수 있었다.

이러한 상호연결망 내에서의 사이클 길이의 다양성을 분석

한 연구가 갖는 의의는 그래프 이론적인 의미뿐만 아니라 다

중 프로세서들로 구성된 병렬처리시스템 상에서 프로세서 상

호간 방송 또는 멀티캐스팅 형태의 메시지 전송과정에서 사이

클을 하부 구조로 이용하게 되는 응용 등에서 실질적인 활용

이 가능할 것으로 기대된다.
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