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요 약

화학공정의 안전하고 효율적인 운전에 관심이 커지면서 공정이상의 원인을 조기에 진단하기 위한 다양한 이상진단

방법이 연구되어 왔다. 최근에는 통계적 모델 등 정량적 데이터에 기반한 이상진단방법이 많이 연구되고 있으나, 특정

조업영역에서 얻어진 통계적 모델을 다른 조업영역에 적용하면 오진단이 많아지게 된다. 따라서 공정특성상 다양한 조

업영역이 존재하는 화학공정에 데이터기반 방법론을 적용하기에는 어려움이 있어 화학공정의 조업영역 판별법이 요구

되고 있다. 이 연구에서는 유클리드 거리(Euclidean distance), FDA(Fisher's discriminant analysis), PCA(principal

component analysis)의 통계모델과 이 모델들에 공정변수의 동특성을 반영한 모델을 제안하였다. 6개의 조업모드를 가

진 TE(tennessee eastman) 공정에 대한 사례연구를 통해 동특성을 반영한 PCA 모델의 성능이 가장 우수함을 확인하였다. 

Abstract − The safe and efficient operation of the chemical processes has become one of the primary concerns of

chemical companies, and a variety of fault diagnosis methods have been developed to diagnose faults when abnormal

situations arise. Recently, many research efforts have focused on fault diagnosis methods based on quantitative history

data-based methods such as statistical models. However, when the history data-based models trained with the data

obtained on an operation mode are applied to another operating condition, the models can make continuous wrong diag-

nosis, and have limits to be applied to real chemical processes with various operation modes. In order to classify oper-

ation modes of chemical processes, this study considers three multivariate models of Euclidean distance, FDA (Fisher's

Discriminant Analysis), and PCA (principal component analysis), and integrates them with process dynamics to lead

dynamic Euclidean distance, dynamic FDA, and dynamic PCA. A case study of the TE (Tennessee Eastman) process hav-

ing six operation modes illustrates the conclusion that dynamic PCA model shows the best classification performance.

Key words: Fault Diagnosis, Operation Mode Classification, Principal Component Analysis, Fisher Discriminant Anal-

ysis, Euclidean Distance, Tennessee Eastman Process

1. 서 론

화학산업에서의 경쟁이 더욱 격화되면서 화학공정은 한층 더 규

모가 커지고 복잡해지고 있다. 이와 같은 변화는 공장에서의 사고

발생을 증가시켜 복구비용, 생산량 감소, 제품 질의 저하, 시장점유

율의 하락 등 크고 작은 경제적 손실을 미치게 된다. 따라서 공정이

상의 원인을 조기에 진단함으로써 공정을 안전하게 조업할 수 있도

록 도와주기 위한 다양한 이상진단 방법이 연구되어왔다[1]. 화학공

정의 이상진단 방법론은 공정지식을 얻는 방법에 따라 모델기반 또

는 데이터기반 방법으로 나누어지며, 각각 그 지식의 형태에 따라
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정량적, 정성적 방법으로 나뉘어진다. 최근에는 정량적 데이터 기반

방법론인 PCA(principal component analysis, 주성분분석), PLS

(partial least squares) 등의 통계적방법 또는 통계적방법과 다른 방

법론을 혼합한 진단방법에 대한 연구가 많이 이루어지고 있다[2, 3].

그러나 공정조건의 변화 등으로 인해 대상공정의 조업영역이 달

라졌을 때 대상공정의 특정 조업영역에 대해 학습된 통계적 모델은

오진단이 많아지는 등 진단성능이 매우 나빠지게 된다. 따라서 공

정 특성상 조업영역이 매우 다양한 화학공정에 통계적모델에 기반

한 이상진단법을 적용하는 것은 큰 어려움이 있다[4]. 따라서 화학

공정의 조업모드를 분류하여 조업모드마다 다른 진단모델을 구축하

고 진단을 수행하여야 한다. 최근 Zhao 등은 화학공정의 조업영역

을 판별하기 위해 각각의 조업영역 데이터에 대해 각각의 PCA 모

델을 구축하는 다중 PCA 모델에 의한 조업모드 판별법을 발표하고

TE(tennessee esatman) 공정과 FCC 공정에 적용한 바 있다[4]. 

이 연구에서는 정량적 데이터기반 이상진단모델의 구축과 진단을

위한 조업모드 판별법으로서 유클리드 거리(Euclidean distance,

ED), FDA(Fisher’s discriminant analysis), PCA 등의 다양한 통계모

델을 제안하고 TE 공정에 적용함으로써 제안된 방법의 판별성능을

보이고자 한다. 

2. 대상공정

TE 공정은 공정제어기법, 최적화, 이상진단 등의 평가를 위하여

Downs와 Vogel에 의해 만들어진 벤치마크 공정으로, Eastman사의

TE 공정을 실제적으로 모사한 것이다[5]. 이 공정은 반응기, 분리기,

스트리퍼, 응축기, 압축기의 5개 주요 공정으로 이루어져 있으며(Fig.

1) 12개의 조작변수와 41개의 측정변수를 가지고 있다. 측정변수는

22개의 연속변수와 19개의 조성 측정변수로 나누어진다. 4가지의

반응물 A, C, D, E로부터 G와 H가 생산된다. 반응기에서는 다음과

같은 비가역 발열반응이 일어난다. 

A(g) + C(g) + D(g) → G (liq)

A(g) + C(g)+ E(g) → H(liq)

A(g) + E(g) → F(liq)

3D(g) → 2F(liq)

반응기의 생성물은 미반응물과 함께 증기상태로 반응기 상부로

빠져 나오며 응축기로 들어가 응축되어 기액 분리기로 보내진다. 기

액 분리기에서는 응축되지 않은 성분을 분리하여 분리기 상부로 내

보내며 압축기에 의해 반응기로 재순환된다. 비응축성분 중 일부는

외부로 방출되어 비활성물질 B와 부산물 F를 공정에서 제거한다.

기액 분리기에서 응축된 성분은 스트리퍼로 들어간다. 스트리퍼에

서는 잔여미반응물을 4번 흐름으로 스트리핑하여 상부로 분리한다.

생산물은 스트리퍼의 하부로 나온다.

이 연구에서 사용한 모사기는 Ricker가 Matlab으로 개발한 것으

로[6, 7] 적분간격은 0.01시간이고 모사시간은 10시간이다. TE 공정

은 생성물흐름(11번 흐름)의 G/H 질량 비율과 유량에 6개 조업모드

가 있으며(Table 1) 이 연구에서는 정상상태 및 이상발생시의 6개

조업모드를 판별하여 제안된 조업영역 판별법의 성능을 확인하고자

한다. Table 2의 설정치를 비교하였을 때 모드 2와 5, 모드 3과 6은

유사한 값을 보여주는데 특히 모드 2와 5는 다른 모드들과는 달리

대부분의 설정치가 매우 비슷한 값에 있어 조업모드 판별이 어려울

것으로 예측된다.

Fig. 1. The tennessee eastman challenge process.

Table 1. 6 operation modes

Mode G/H mass ratio Production (kg/h)

1 50/50 14,076

2 10/90 14,076

3 90/10 11,111

4 50/50 Maximum

5 10/90 Maximum

6 90/10 Maximum
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3. 방법론

3-1. 유클리드 거리에 의한 판별

데이터 사이의 유사성을 측정하기 위해 데이터 사이의 거리가 많

이 사용되고 분류를 목적으로 하는 경우에는 거리의 근접성이 이용

된다. 이 연구에서는 거리를 측정하는 여러 가지 대표적인 방법들

중에서 유클리드 거리를 사용하였다. n개의 변수를 가진 2개의 데

이터 의 유클리드 거리, 즉 직

선거리는 다음과 같다[8]. 

(1)

조업모드 판별을 위해 먼저 각 조업영역에서 정상상태 데이터의

산술평균을 이용하여 중심(centroid)을 찾는다. 온라인에서는 테스트

데이터와 각 조업영역의 중심 간의 유클리드 거리를 계산하고 거리

가 가장 가까운 조업모드를 선택해서 그 조업모드를 테스트 데이터

의 조업 모드라고 판단한다. Table 3은 TE 공정의 6개 조업모드의

중심 사이의 유클리드 거리를 보여주고 있다. 모드 2와 5사이의 거

리가 다른 모드간 거리에 비해 매우 짧아 조업모드 오판의 가능성

이 높음을 보여주고 있다. 

3-2. FDA에 의한 판별

FDA는 데이터의 분류를 최대화시키기 위한 차원축소방법으로,

분류된 데이터를 각각 클래스라고 할 때 클래스 내 분산(within-class

scatter)을 최소로 하면서 동시에 클래스 간 분산(between-class

scatter)을 최대화시키도록 선형 변환벡터를 찾는 방법이다[9]. 클래

스의 수를 p, 데이터의 수를 n이라 할 때 클래스 내 분산 Sw, 클래

스 간 분산 Sb에 대한 정의는 다음과 같다. 

(2)

(3)

이 식에서, 는 평균벡터이며, 전체 분산(total-scatter), St는 클래

스 내 분산과 클래스 간 분산의 합과 같다.

(4)

첫 번째 FDA factor의 목적은 클래스 내 분산은 최소화하고 클

래스 간 분산을 최대화 하도록 계산된다. 두 번째 FDA factor는 첫

번째 FDA factor에 수직인 모든 축들 사이에서 클래스 내 분산을

최소화하고 클래스 간 분산을 최대화하도록 계산되어진다. 나머지

FDA factor도 같은 방법으로 계산되어진다. 얻어지는 FDA factor들

은 다음 고유치(eigenvalue) 문제에서 고유벡터(eigenvector), wk의

값과 같다.

(5)

여기서, 고유값 λk는 클래스 사이의 전체 분산의 정도를 나타낸

다. FDA는 선형 변환이 목적이기 때문에 클래스의 수가 p일 때,

FDA factor의 수는 최대 p-1이 된다. 또한, FDA factor로 구성된 고

유벡터행렬을 Wp라고 할 때 데이터 xi는 다음과 같이 zi로 선형 변

환된다. 

(6)

FDA를 이용한 조업모드 판별을 위해 각 조업모드의 정상상태 데

이터로부터 FDA 모델을 만든다. 온라인판별을 할 때는 테스트데이

터를 FDA 모델을 이용하여 선형 변환한 다음, 변환된 값과 각 조

업모드의 평균값 사이의 거리를 계산한다. 거리가 가장 가까운 조

업모드를 선택해서 그 조업모드를 테스트 데이터의 조업 모드라고

판단한다. 

Fig. 2는 TE 공정의 6개 조업모드를 FDA 모델로 변환한 다음 2

개의 FDA factor에 투영한 결과이다. 이 그림에서는 모드 2와 5, 모

드 3과 6의 거리가 가까운데 특히 모드 2와 5의 거리가 지나치게

가깝다. 이로 인해 오분류의 가능성이 매우 높은데 이는 유클리드

거리의 경우(Table 3)와 비슷하다.

X
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 x

2
 …xn[ ] Y

2

T
x
1
 x
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d xi yi–( )
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∑=

Sw xi xj–( ) xi xj–( )
T
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∑
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T
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∑=

x

St nj xi x–( ) xi x–( )
T

i 1=

n

∑ Sw Sb+= =

sbwk λkSwwk=

zi Wp

T
xi=

Table 2. Setpoints of 6 operation modes

Setpoint Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6

1 22.89 22.73 18.04 36.04 23.55 20.2

2 50 50 50 50 50 50

3 50 50 50 50 50 50

4 65 65 65 65 65 65

5 2,800 2,800 2,800 2,800 2,800 2,800

6 53.83 11.66 90.09 53.35 11.65 90.07

7 63.21 64.18 62.11 61.95 64.03 61.47

8 50.96 54.25 47.43 58.76 54.32 48.79

9 122.9 124.2 121.9 128.2 124.6 123

10 1 1 77.621 1 1 71.166

11 1 1 1 1 1 1

12 100 100 100 100 100 100

Table 3. Euclidean distance between the centroid of each mode

Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6

Mode 1 0 5.5 8.8 10.6 5.8 8.6 

Mode 2 5.5 0 12.8 10.9 0.8 12.7 

Mode 3 8.8 12.8 0 15.1 13.0 2.8 

Mode 4 10.6 10.9 15.1 0 10.3 14.1 

Mode 5 5.8 0.8 13.0 10.3 0 12.9 

Mode 6 8.6 12.7 2.8 14.1 12.9 0 Fig. 2. Projected steady state data on FDA factor.
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3-3. PCA에 의한 판별

PCA는 수백 개의 변수를 몇 개의 주성분(PC, principal component)

으로 나타내는 대표적인 차원축소방법이다[10]. 공정변수의 분포에

서 가장 큰 변이를 갖는 방향에 대하여 축을 정의하고 이것이 첫 번

째 주성분(PC 1)이 된다. 이 축에 원래 변수를 투영시킨 값을 스코

어(score) 벡터라고 한다. 다음은 PC 1과 직교하도록 다음으로 큰

변이를 갖는 방향에 대하여 두 번째 주성분(PC 2)를 정한다. 이와

같이 변이가 큰 순서로 PC를 정하면 몇 개의 PC만으로 모든 변수

를 대략적으로 나타낼 수 있다. 즉, PCA란 원래 변수들이 가진 전

체 변이에 대한 각 성분의 공헌도를 순차적으로 최대화하는 성분을

유도하는 방법이다. 

데이터 행렬, X는 PCA에 의해 스코어행렬 T와 가중치행렬 P의

곱으로 나타내어진다. 

(7)

여기서 E는 오차행렬, k는 PC의 수이다. 가중치벡터 pi는 PC i에

대해 변수의 영향력을 나타내는 가중치(loading) 벡터이며, ti는 스

코어벡터(ti = Xpi
T)이다. 즉, X를 k개의 축에 투영시킨 값과 그 가

중치의 선형적인 합으로 근사하는 것을 말한다. 

PCA에서 PC의 수는 모델의 성능을 결정하는 중요한 인자로 이

를 결정하는 방법에는 scree 테스트, cross-validation, parallel

analysis 등이 있는데 Ku 등은 가장 좋은 방법으로 parallel analysis

를 추천하였다[9, 11]. 이 연구에서는 주어진 데이터와 같은 크기인

임의의 데이터를 발생시킨 다음 주어진 데이터의 고유치가 임의의

데이터의 고유치보다 클 때까지의 PC를 선택하는 parallel analysis

를 사용하였다.

PCA를 이용한 분석 도구로서 T2(Hotelling’s T2 statistic)와 SPE

(squared prediction error)가 많이 사용된다. Hotelling’s T2는 새로운

데이터가 모델과 얼마나 잘 부합되는지를 보여주는 수치이며,

SPE는 모델과의 오차를 측정하는 수치로 Q-statistic이라고도 불

린다. 

(8)

Zhao 등은 오프라인에서 각 조업모드의 데이터마다 독립적인

PCA 모델을 만들고 온라인에서는 각 PCA 모델의 SPE를 계산하여

최소 SPE가 얻어진 모델에 해당하는 조업모드를 답으로 제시하는

다중 PCA 모델을 제안하였다[4]. 이 연구에서도 같은 전략을 사용

하였으며, 6개 조업모드에 대한 정상상태 데이터로부터 6개의 PCA

모델을 구축하였다. 

3-4. 동특성을 반영한 판별

화학공정은 대개의 경우 시간에 따라 변화하는 동적상태에 있다.

이와 같은 특성을 고려하여 공정변수의 시간에 따른 변화를 모델에

추가함으로써 모델의 정확성을 향상시킬 수 있다. Ku 등은 ARIMA

모델과 유사한 방법으로 데이터의 동적정보, 즉 공정변수의 현재값

뿐만 아니라 과거값을 PCA 모델에 포함시킨 DPCA(dynamic PCA)

모델을 제안하였는데 이 개념은 많은 연구에서 응용되고 있다[11,

12]. 데이터 행렬, X에 l개의 과거값을 포함시킨 DPCA 모델의 데

이터 행렬, Xd는 다음과 같다. 

(9)

여기서 l은 과거 값, lag라고 불리며, 흔히 1이나 2인데 Ku 등은 이

값을 결정하는 체계적인 방법을 제안한 바 있다. 결정된 TE 공정

의 l값은 모든 조업모드에서 2이다. 

이 연구에서는 DPCA 외에도 ED(유클리드거리) 모델과 FDA 모

델의 입력데이터에 공정변수의 과거값을 포함시킨 DED(dynamic

ED) 모델, DFDA(dynamic FDA)의 모델도 조업모드 판별모델로서

고려하여 고려된 모델의 수는 총 6가지였다. 

4. 예제 및 결과

4-1. 모드 5, IDV1의 판별

모드 5에서 이상 IDV1이 발생한 경우에 대해 조업모드를 판별하

였다. 이상발생시간은 1시간이다. IDV1는 4번 흐름에서 B의 조성

이 일정하면서 A/C의 비가 감소하게 된다. 이로 인해 6번 흐름에서

A가 감소하고 제어에 의해 1번 흐름의 유량이 증가하게 된다. A의

유량과 조성의 변화는 반응기의 조건을 변화시켜 온도, 압력, 수위

를 변화시키게 된다. 

Fig. 3(a)는 6개 모드의 centroid와 테스트 데이터 간의 유클리드

거리를 보여주고 있으나 각 모드에서 계산된 거리가 너무 가까워

그림으로는 구분하기 쉽지 않다. 처음에는 모드 2의 유클리드 거리

가 가장 짧지만 7시간이 넘게 되면서 모드 5의 거리가 모드 2보다

짧아진다. 이로 인해 Fig. 4(a)에 보이는 것처럼 29.5%의 시간영역

에서 모드 2로 오판별하였다. Fig. 3(b)와 Fig. 4(b)는 동특성을 고

려한 유클리드 거리 계산에서도 29.2%의 시간영역에서 오판별한다

는 것을 보여준다. 

Fig. 3(c)는 FDA에 의해 계산된 거리를 보여주고 있는데 7시간

정도 경과하면서 모드 2와의 거리가 모드 5의 거리보다 가까워지면

서 오판별하게 된다. Fig. 4(c)에 보이는 것처럼 5.5%의 오판별율을

보여주었다. 그러나, 동특성이 고려된 DFDA는 Fig. 3(d)와 Fig. 4(d)

에 보이는 것처럼 오분류가 없었다. 

Fig. 3(e)와 (f)는 PCA와 DPCA에 의한 SPE를 보여주고 있는데

다른 4개 모드의 SPE는 지나치게 커서 그림에서는 표시하지 않았

다. PCA는 모드 2로 오분류하는 비율이 12.9%였으나(Fig. 4(e)),

DPCA는 오분류하지 않았다(Fig. 4(f)). 요약하면 DFDA와 DPCA에

의한 조업모드 판별은 100% 성공하였으며 유클리드 거리를 이용한

판별은 성능이 가장 나빴다.

4-2. 판별 결과

테스트 데이터는 정상상태 데이터와 15개 이상 데이터(IDV1에서

IDV15)로 모사시간은 각각 10시간이다. Table 4는 제안된 6개 방법

을 이용한 6개 조업모드의 판별결과로서 정상상태 데이터의 오판별

율과 15개 이상 데이터의 평균 오판별율을 보여주고 있다. 

훈련데이터인 정상상태 데이터에 대해 오판별한 모델은 유클리드

거리를 이용한 모델들이고 다른 모델들은 오판별율이 0%였다. 

FDA와 DFDA 모델은 정상상태 데이터에 대해서는 오판별하지

않았으나 이상데이터에 대한 평균 오판별율은 ED와 DED에 비해

더 높게 나타났다. PCA와 DPCA에 의한 판별결과는 다른 방법들

에 비해 월등히 우수하였으며 특히 DPCA는 평균 오판별율이 1%

미만이었다. 대부분의 모델들에서 6개의 조업모드 중에 모드 2와 모
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k
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ei
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k
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SPE ei
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드 5에 대한 오판별율이 높게 나타났는데 이것은 앞에서 예측한 것

과 같이 두 조업모드의 설정치 및 변수들이 비슷한 값을 가지기 때

문이다. 또한, FDA를 제외한 다른 두 모델에서는 동특성을 반영한

모델이 훨씬 우수한 결과를 보여주었다. 이것은 이상진단 모델과 같

이 조업모드 판별에서도 동특성의 고려가 정확성을 향상시킨다는

것을 나타낸다[12]. 

이 연구에서는 TE 공정의 모든 측정 및 조절변수를 이용하였으나,

Zhao 등은 TE 공정에 대한 조업모드 판별 연구에서 22개의 연속변

수만을 사용하였다[4]. Table 5의 첫 번째 행은 22개 연속변수만 사

용한 PCA 및 DPCA 모델을 이용하여 이상데이터의 조업모드를 판

별하였을 때의 오판별율로 각각 4.2%, 3.3%를 보여주어 53개 전체

공정변수를 사용할 때보다 나쁜 결과를 나타내었다. 

입력변수의 차이가 판별결과에 미치는 영향을 보기 위해 각각 19

개 조성변수만 사용한 PCA 모델 및 12개 조절변수만 사용한 PCA

모델에 의한 판별 결과를 비교하였다. 19개 조성변수 또는 12개 조

절변수를 사용한 PCA 모델들도 전체 공정변수를 사용한 ED, FDA

모델보다는 좋은 결과를 보였으나 전체 공정변수를 사용한 PCA 모

델에 비해서는 나쁜 성능을 보였다. 

Fig. 3. Distances and SPEs for mode 5 and IDV1 by (a) ED, (b) DED,

(c) FDA, (d) DFDA, (e) PCA, (g) DPCA.

Fig. 4. Mode classification results for mode 5 and IDV1 by (a) ED,

(b) DED, (c) FDA, (d) DFDA, (e) PCA, (f) DPCA.

Table 5. Miss-classification rates of faulty data sets by the PCA models

of 3 different variables sets

Mode

22 continuous 

variables

19 composition 

variables

12 manipulated 

variables

PCA DPCA PCA DPCA PCA DPCA

1 0% 0% 0.9% 0.9% 0% 0%

2 4.6% 1.6% 0.8% 0% 14.7% 7.8%

3 13.2% 9.2% 4.0% 0.6% 0% 0%

4 0% 0% 0% 0% 0.9% 1.0%

5 7.5% 9.1% 15.2% 20.8% 6.5% 5.5%

6 0% 0% 1.3% 4.3% 0% 0%

Average 4.2% 3.3% 3.7% 4.4% 3.7% 2.4%

Table 4. Miss-classification rates by 6 statistical models

Mode
Steady-state data Faulty data

ED DED FDA DFDA PCA DPCA ED DED FDA DFDA PCA DPCA

1 0% 0.0% 0% 0% 0% 0% 2.3% 2.3% 15.6% 23.6% 0% 0%

2 8.2% 1.1% 0% 0% 0% 0% 24.9% 20.3% 25.0% 24.3% 10.3% 3.5%

3 0% 0% 0% 0% 0% 0% 1.5% 1.2% 14.8% 23.9% 0% 0%

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 30.6% 31.5% 0.8% 0.9%

5 8.9% 1.8% 0% 0% 0% 0% 11.5% 7.1% 9.1% 11.6% 2.7% 0.9%

6 0% 0% 0% 0% 0% 0% 2.4% 2.4% 15.9% 23.3% 0% 0%

Average 2.8% 0.5% 0% 0% 0% 0% 7.1% 5.5% 18.5% 23.0% 2.3% 0.9%
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5. 결 론

통계적 모델, 신경망 등 정량적 데이터에 기반한 이상진단방법

은 다중 조업모드를 가진 화학공정에 대한 이상진단에서 오진단

의 가능성이 매우 높아진다. 따라서 공정의 조업모드를 판별하고

각 조업모드에 대한 진단모델을 구축하여 진단하는 전략이 필요

해진다. 

이 연구에서는 조업영역 판별을 위해 통계적 모델인 유클리드 거

리, FDA, PCA와 이 모델들에 동특성을 결합한 모델들을 제시하였

고 TE 공정에 대한 사례연구를 통해 동특성을 반영한 PCA(DPCA)

모델이 가장 우수한 판별능력을 보임을 확인하였다. 

앞으로는 이 연구에서 얻어진 결과를 바탕으로 입력변수의 선택

이 조업모드 판별성능에 미치는 영향에 대한 연구가 필요할 것이다.

사용기호

d : distance

E : residual matrix for X

ei : ith residual vector

k : number of PCs

l : number of past values

n : number of variables

P : loading matrix for X

p : number of class

pi : ith loading vector

Sb : between-class scatter matrix

SPE : squared prediction error

St : total-scatter matrix

Sw : within-class scatter matrix

T : score matrix for X

ti : ith score vector

T2 : Hotelling’s T2 statistic

wk : eigenvector

X : data matrix

: total mean vector

그리이스 문자

λk : eigenvalue
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