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We consider the batch processing of orders where either whole or part of a single order or a specific pair of 
different orders may be grouped in a batch within a fixed capacity. Our objective is to maximize the total 
number of batches filled up to the batch size.  In this paper, we study the Level-2 problem where at most 2 kinds 
of orders can be grouped in a batch.  This problem is known to be NP-hard and Max SNP-hard. So we develop 
heuristic algorithm and evaluate the performance of the algorithm.
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1.  서  론

철강이나 화학 산업 등의 소재 산업에서는 소비자들의 다양한 

주문들을 집약하여 규격화된 배치(batch)로 생산한다. 주어진 

배치에서 배치 크기만큼 가득 채워 생산한다고 가정하면 이런 

배치의 수가 많으면 많을수록 생산 공정의 효율이 높다고 할 

수 있다. 이렇게 다양한 주문들을 규격화된 배치단위로 묶어

서 생산하는 것을 주문 집약(order consolidation) 이라 하고 실

제로 철강 산업의 연주 공정(continuous casting)에서 아주 중요

한 문제로 대두된다(L. Tang, 2001, S. Y. Chang, 2000). 연주 공

정은 액체 상태인 용강을 연속 주조기(continuous caster)를 통

과시켜 중간 소재인 슬라브(slab)로 만드는 과정이다. 이 공정

에서 슬라브를 생산할 때에는 고객들의 모든 주문을 만족시켜

주는 것이 아니라 철강 등급과 크기에 따라 집약하여 규격화

된 제품을 만들게 된다. 왜냐하면 고객들이 원하는 주문들 중

에서 규격 차이가 크지 않는 것들을 하나로 묶어서 같은 배치

로 생산하면 생산 효율성을 높일 수 있기 때문이다.
주문 집약 문제는 배치의 구성에 따라 단일 배치(homogeneous 

batch)와 혼성 배치(heterogeneous batch)로 구분된다. 하나의 주

문으로만 이루어진 경우를 단일 배치라 부르고 두 가지 이상

의 주문으로 이루어진 경우를 혼성 배치라 부른다. 일반적으

로 생산방식과 공정제약 등에 의하여 한 배치로 묶을 수 있는 

최대 주문 개수가 제한될 수 있는데 최대 허용 주문 개수를 B
라고 할 때 우리는 이 문제를 레벨-B 문제(Level-B problem)라 

한다. 이 논문에서는 레벨-2 문제(Level-2 problem)만 다룬다.
주문 집약 문제(order consolidation) 중에서 배치 크기가 2이

고 각 주문의 수량이 모두 1인 경우는 Maximum Cardinality 
Matching 문제로 볼 수 있다. 이 문제의 경우는 Micali et al.가 

최적 알고리즘을 개발하였다(S.Micali, 1980). Hwang et al.은 단

일 배치와 두 가지 주문으로 이루어진 혼성 배치를 사용하여 

배치의 개수를 최대화하는 문제를 다루었다(H.C. Hwang, 
2005). 그들은 이 문제가 NP-hard이며 다항시간근사해법군

(PTAS)까지 불가능한 Max SNP-hard라 증명하였다. 그리고 그

들은 그래프 G가 나무(tree) 구조를 가지는 경우에 대해서 최적 

알고리즘을 개발하였다. Lee et al.은 배치 개수를 최소화하는 

문제에 대해서 다루었다. 그들은 이 문제가 일반적으로 NP- 
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hard이지만 구간 그래프(interval graph)에 한해서는 최적 알고

리즘이 존재한다고 증명하였다(Kangbok Lee, 2004). 이번 연구

에서는 Hwang et al. (H.C. Hwang, 2005)의 결과를 바탕으로 레

벨-2 문제의 휴리스틱 알고리즘을 개발하고 임의의 데이터로 

실험 및 평가를 하였다.
본 논문의 구성은 다음과 같다. 제 2절에서는 문제를 수리적

으로 정의하였다. 제 3절에서는 tree 구조에서는 최적해가 존

재함을 보이고 이를 이용하여 우리 문제의 휴리스틱 알고리즘 

제안하고 이에 대한 성능 평가를 하였다. 마지막으로 제 4절에

서는 이 논문의 의의 및 추후 연구 방향을 제시하도록 한다.

2. 문제정의

레벨-2 문제는 무향 그래프(undirected graph) G = (V, E)으로 모

델링이 가능하다. 여기서 V는 유한개의 점들의 집합이고 E는 

모서리(edge)들의 집합이다. 점 v ∈ V 는 주문을 나타내며 각 

점의 가중치 w(v)는 각 주문의 주문량을 나타낸다. 만약 주문 u
와 주문 v가 집약 가능하다면 모서리 e = (u, v) ∈ E으로 표현하

고 모서리 e ∈ E에 대한 혼성 배치는 이차원 벡터  
  로 표현한다. 여기에서 와 는 가중치 

와 의 일부분으로   을 만족한다.
각 점 v의 단일 배치를 표현하기 위한 변수를 라 하고, 모

서리 e의 혼성 배치를 표현하기 위한 이진 변수를 라 하자.  
마지막으로 각 점 v가 가지는 모든 모서리의 집합을 집합 

로 표현하면 우리 문제는 다음과 같은 수학적 모델로 표

현할 수 있다(H. C. Hwang, 2005).  

Maximize    
∈
 

∈


subject to        for   ∈
  

∈
  ≤ for ∈

≥  for ∈  and ∈  
≥  정수 for ∈
 ∈   for ∈

Lemma 1 : 두 점 사이에 두 개의 혼성 배치가 존재한다고 가정

하면 혼성 배치가 최대 한 개인 배치로 만들 수 있다.
Proof. Hwang et al. (H. C. Hwang, 2005)  □

3. 휴리스틱

3.1 레벨 2 문제에서 최적 나무(Optimal-Tree)

그래프 G가 나무(tree) 구조를 가지는 특별한 경우에는 최적 

알고리즘인 TreeGroup 알고리즘이 존재한다(H. C. Hwang, 

2005). 다음 Lemma 2는 여러 최적해들 중에서 나무 구조를 가

지는 최적해가 반드시 존재함을 보여준다.

Lemma 2 : 사이클(cycle)이 있는 혼성 배치가 있다면 사이클

이 없고 배치 수가 같은 배치로 만들 수 있다.
Proof : 혼성 배치의 최적해가 n개의 모서리로 이루어진 사

이클        ⋯   을 가

지고 있다고 가정하자.   ,  와 를 다음과 

같이 정의하자.

  =        if   

=       else    

  =        if   

=      else    

    ⋯ 

Lemma 1에 의하여

                    
for i < n

                 

for i = n

을 얻을 수 있다. 일반성을 잃지 않고     (≤ ≤)라
고 가정하고 ′     와 ′     로 놓으

면 사이클 C를 제거한 최적해를 구할 수 있다. 이 때 새로운 가

능해는 다음과 같다.

  ′    ′   ,     ′     ′  
    for i > 1, i ≠ k and i ≠ n

  ′   ′              ′   ′ 
    for i = n

  ′   ′      for i = k

그러면   이기 때문에 배치의 개수는 변화가 없

고 새로운 가능해는 사이클 C가 제거된 최적해이다.              □
Lemma 2에 의하면 일반적인 그래프 G에 대해서도 최적 숲

(optimal forest)이 항상 존재함을 알 수 있다. 따라서 나무 구조

와 유사한 근사최적나무(near-optimal tree)를 찾는다면 TreeGroup 
알고리즘을 적용하여 좋은 해를 얻을 수 있을 것이다(<Figure 
1> 참조).
근사최적나무를 얻기 위한 절차는 다음과 같다.

Step 1 : Remove   ∈  such that    
Step 2 : Identity all connected components  ⋯   

from G.
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(c) Identity all connected components   (d) Find near-optimal tree in .

Figure 1. Procedure to obtain near-optimal tree

Procedure Max-Likely(G) for  

begin
    Let  be low likelihood incident edge-set of ∈ 
for all ∈
begin
       ∅
       
    Let  be incident edge-set of ∈
       ⋯   with  ≥ ≥ ⋯≥ 

where     
       
       
    for     to  k begin 
        if  ≥ , then    ;
        else     ;
        if , then       ;
        else ;
        ; end
end
end

Figure 2. Procedure Max-Likely(G)

Step 3 : For each component, solve for .
1) If  is tree, done
2) else, find near-optimal tree in .

3.2 레벨 2 문제에 대한 직관

근사최적나무를 찾기 위해 우리는 직관에 의한 2가지 관찰

을 제안한다.

관찰 1 : 최적나무(Optimal tree)에서 가중치가 큰 점에는 인

접 모서리(incident edge)가 많을 것이고 가중치가 

작은 점에서는 인접 모서리가 적을 것이다.
관찰 2 : 각 점은 최대 구성 가능한 혼성 배치 개수의 상한을 

가진다. 따라서 최적 나무에서 각 점에 인접한 모서

리의 개수는 이 상한을 넘지 못 한다.

관찰 2의 상한 값을 라 하고 이것을 찾기 위한 방법은 

<Figure 2>와 같다.
   ⋯ 을 ∈의 인접모서리집합(incident 

edge-set)이라 하자. 여기에서    이고 ≥

≥⋯≥라 가정한다. 혼성 배치를 최대로 만들기 위해 

가중치가 큰 점들부터 인접한 점들을 확인한다. 가중치가 

≥ 라면 의 가중치 하나를 이용하여   

    인 혼성 배치를 만들고  이고 

 ≥    인 경우는       

   인 혼성 배치를 만든다. 만약 남은 가중치가 

    (   )라면  u를 이용해서는 혼성 배치를 

만들 수 없으므로 는 이 된다. 그리고 를 u의 

로우 라이클리후드 인접모서리집합(low likelihood incident 
edge-set)이라 한다면 는  모서리   ⋯  의 

집합이 되며 이 모서리들은 그래프 G에서 제거시킨다. 이와 
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(a) Given graph G (b) Max-Likely procedure 

(c) Maximum Spanning Tree (d) Connecting Procedure

Figure 3. Heuristic algorithm to construct near-optimal tree

같은 방법을 모든 점들에 대해서 실행하게 된다. Max-Likely를 

수행한 후에는 나타나는 그래프  ′은 숲(forest)로 나타날 수 

있으며, 이 숲에 각각의 성분(component)에 대해서 Maximum 
Spanning Tree 알고리즘을 수행하면 각 성분들에 대한 나무

(tree)들을 얻을 수 있다. 이 각각의 나무들은 다음 절에서 설명

하는 Connecting Procedure에 의해 하나의 근사최적나무를 구

성하게 되며, 최종적으로 이 나무에 Tree Group 알고리즘을 적

용하여 문제를 푼다.

3.3 레벨 2 문제의 휴리스틱 알고리즘

근사최적나무를 만드는 휴리스틱 알고리즘을 다음과 같이 

제안한다.

Step 1 : Max-Likely Procedure
Step 2 : Maximum Spanning Tree 
Step 3 : Connecting Procedure

Step 1에서 제거된 모서리위에  혼성배치가 존재할 수 있기 

때문에 나무를 만들기 위해서는 각 성분을 연결해야 한다. 이 

때, 각 성분들은 하나의 점이거나 모서리를 갖는 부분 나무

(sub-tree)이다. 모든 점은 인접한 점들 중 하나와 결합하여 적

어도 한 개의 혼성 배치를 만들 수 있다. 그러나 현재 단계에서

는 하나의 점에서는 인접 모서리를 가질 수 없다. 그래서 우리

는 한 개의 점을 고려한 후 모서리를 가지고 있는 부분 나무에 

관해서 Connecting Procedure를 고려한다. 
모서리    ∈의 달림수(degree)를  

 라 정의하자. 모서리를 선택하는 방법으로는 가장 

큰 가중치를 가지는 모서리를 선택하는 경우, 가장 작은 가중

치를 가지는 모서리를 선택하는 경우, 가장 큰 달림수를 가지

는 모서리를 선택하는 경우와 가장 작은 달림수를 가지는 모

서리를 선택하는 경우가 존재한다. 만약 선택에 있어서 동일

한 경우가 일어난다면 다른 기준(가중치나 달림수)으로 선택

할 수 있기 때문에 총 8가지가 존재한다. 그런데 우리 결과에 

의하면 선택 기준이 동일한 경우에는 가장 먼저 가장 작은 달

림수와 가장 작은 가중치를 생각하는 것이 좋았다. 
다음 단계에서 <Figure 4>와 같은 절차를 고려한다.

Step 4 : Tree-Group Algorithm

Step 3을 통해 근사최적나무를 만들 수 있기 때문에 Tree-
Group 알고리즘을 실행할 수 있다. 그래서 전체적인 레벨-2 문
제에 대한 휴리스틱 알고리즘은 다음과 같다.

Heuristic Algorithm for Level-2 problem  
begin

Max-Likely(G)
Maximum Spanning Tree(G)
Connecting Procedure(G)
Tree Group(G)

end

이 휴리스틱 알고리즘에서 Step 1과 Step 2와 Step 3의 각각

의 시간복잡도(time complexity)는  이며 Step 4의 시간복
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Connecting Procedure for  
begin
   if     
       then begin
            is set of removed edges from G
          for all ∈ such that    do
              is set of removed incident edges 

from 
             Let      be selected edge in 
             Let  be the incident edge-set of 
             by 1) smallest degree 2) smallest weight
               
               ,     
               ,     
               
       end
end
begin
  if     
      then begin
           be set of edges from ,    ∅
            is component of 
            be set of removed edges between   

and  , 
      For all    do
          Select one     by 1) smallest degree 2) 

smallest weight
              
      end
      Sort  by 1) smallest degree 2) smallest weight
      Let  be   ⋯ ,      
         
      while    
          if  do not make cycle then
              
                ,     
                ,     
              
             
      end
  end
end

Figure 4. Connecting Procedure

잡도는   이다(H. C. Hwang, 2005).    이기 

때문에 이 휴리스틱의 시간복잡도는  이라 말할 수 있다.

3.4 휴리스틱 알고리즘의 평가

우리가 제안한 휴리스틱 알고리즘을 평가하기 위하여 데이

터를 무작위로 생성하여 실험을 실시하였다. 이번 실험을 비

교 분석하기 위해서 그룹핑비(grouping-ratio)를 다음과 같이 정

의하여 사용하였다.

    

    

레벨-2 문제에 대한 휴리스틱 알고리즘의 connecting proce-
dure에서 선분을 선택하는 방법은 총 8가지가 존재하지만 이

번 실험에서는 한 가지를 더 추가했다. 즉, Max-Likely Proce-
dure를 생략한 상태에서 실험을 하였다.
이번 실험은 세 가지 조건하에 실행하였다. 조건 A는 점의 

수가 100, 점의 평균 가중치가 50이며 모서리 밀도(edge den-
sity)가 50%이고 조건 B는 노드 수가 50, 노드 평균 가중치가 

100이며 모서리 밀도가 75%이다. 그리고 조건 C는 노드 수가 

150, 노드 평균 가중치가 200이며 모서리 밀도가 25%이다. 여
기에서 모서리 밀도는 임의로 생성한 데이터의 두 점 사이에 

모서리를 만들 확률이다. 그리고 모든 배치 크기는 100으로 하

였고 모서리를 선정할 때에는 SD(Smallest Degree), BD(Biggest 
Degree), SW(Smallest Weight)와 BW(Bigger Weight)의 기준으로 

30번씩 반복하여 실험하였다. <Table 1>은 각 실험에 관한 그

룹핑비를 나타낸 것이다.

Table 1. Grouping-ratio for every policy of connecting procedure

Policy 조건 A 조건 B 조건 C
SD-BW 91.7 92.4 96.5
SD-SW 94.5 94.2 96.5
BD-BW 82.4 90.2 96.5
BD-SW 82.2 90.2 96.5
SW-SD 92.1 93.8 96.5
SW-BD 91.4 93.6 96.5
BW-SD 82.7 90.2 96.5
BW-BD 82.8 90.2 96.5

Only MaxST 81.9 90.0 96.5

조건 C에서 그룹핑비가 모두 같은데 이는 모든 모서리가 연

결되어 있기 때문이다. 그리고 실험 결과를 살펴보면 SD-SW 
(smallest degree-smallest weight) 기준이 가장 좋다는 것을 알 수 

있다. 그래서 레벨-2 문제에 대한 휴리스틱 알고리즘에서 Con-
necting Procedure에서는 SD-SW기준에 대해서 실험하였다.
레벨-2 문제의 휴리스틱을 평가하기 위하여 배치 크기는 

100으로 하여 실험하였다. 이번 실험은 <Table 2>처럼 3가지 

변수를 가지고 하였다.

Table 2. Condition for each variable

Number of nodes 50, 100, 150, 200
Average weight of node 50, 100, 200
Edge density 25%, 50%, 75%
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각 실험은 총 30번씩 실시하여 <Table 3>과 같은 결과를 얻

었다.
<Table 3>을 보면 모서리 밀도가 높을수록 그룹핑비가 떨어

지는 것을 알 수 있다. 이는 그래프에서 많은 모서리들이 있을 

때 근사최적나무를 찾기 힘들기 때문이다. 그러나 점들의 수

와 점들의 평균 가중치의 경우는 그룹핑비 사이에 특정한 관

계를 찾기 힘들었다.

Table 3. Grouping-ratio for every condition in Level-2 problem

Number of 
Node

Avg. Weight 
of node

Edge Density
25% 50% 75%

50
50 95.6 94.4 94.0

100 95.4 93.4 94.2
200 98.9 97.5 95.3

100
50 96.4 94.5 92.8

100 95.2 93.3 92.7
200 97.9 94.6 92.2

150
50 96.1 93.7 93.6

100 94.9 94.8 91.8
200 96.5 93.6 92.2

200
50 95.5 94.6 93.3

100 95.1 93.2 91.3
200 95.6 92.7 90.8

4. 결론 및 추후연구

이번 연구에서는 하나의 배치에 묶여서 처리될 수 있는 주문의 

수를 최대 B개로 제한하는 문제를 레벨-B 문제라 정의한 후 레

벨-2 문제에 대해 다루었다. 레벨-2 문제는 NP-hard이며, MAX 
SNP-hard로 알려져 있다(H. C. Hwang, 2005). 그래서 우리는 이 

문제를 효율적으로 풀 수 있는 휴리스틱 알고리즘을 개발하였

고, 이를 테스트하기 위해 임의로 만든 데이터들로 성능을 실

험하였다. <Table 3>을 살펴보면 그룹핑비가 90% 이상임을 볼 

수 있는데 이로 인해서 제안한 알고리즘이 효율적이라 할 수 

있다.
하지만 이번 실험은 임의로 생성한 데이터로 한 결과일 뿐

이다. 앞으로 실생활에서 얻은 데이터를 이 알고리즘에 적용

해 보는 것과 알고리즘에 대한 worst case 분석을 통하여 더 좋

은 알고리즘 개발을 하는 것이 필요하다. 그리고 이번 연구에

서는 레벨-2 문제에 대해서만 다루었지만 B가 3이상인 레벨-B 
문제에 대한 연구도 필요하다.
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