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시 각화를 이 용한 증명교육

강미광•김명지

ABSTRACT. One of the education purpose of the section "Figures" in the 

eighth grade is to develop students' deductive reasoning ability, which is basic and 

essential for living in a democratic society. However, most of middle school 

students feel much more difficulty or even frustration in the study of formal 

arguments for geometric situations than any other mathematical fields. It is owing 

to the big gap between inductive reasoning in elementary school education and 

deductive reasoning, which is not intuitive, in middle school education. Also, it is 

very burden for students to describe geometric statements exactly by using 

various appropriate symbols. Moreover, Usage of the same symbols for angle and 

angle measurement or segments and segment measurement makes students more 

confused. Since geometric relations is mainly determined by the measurements of 

geometric objects, students should be able to interpret the geometric properties to 

the algebraic properties, and vice verse.

In this paper, we first compare and contrast inductive and deductive reasoning 

approaches to justify geometric facts and relations in school curricula. Convincing 

arguments are based on experiment and experience, then are developed from 

inductive reasoning to deductive proofs. We introduce teaching methods to help 

studentszs understanding for deductive reasoning in the textbook by using stepwise 

visualization materials.

It is desirable that an effective proof instruction should be able to provide 

teaching methods and visual materials suitable for students' intellectual level and 

their own intuition.

1. 서론

수학교육의 목표 중 하나는 논리적으로 사고하는 태도와 능력을 기르고 민주시 

민으로서 합리적인 의사결정을 할 수 있는 능력을 갖추게 하는 것이다. 이러한 수 

학적인 힘을 갖추게 하는 가장 좋은 방법 중 하나는 학생들에게 논리적으로 추론 

하는 정신적 능력을 길러주는 것으로 직관과 관찰로부터 귀납과 유추 능력을 개발
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하고, 연역적 추론능력을 발달시키는 일일 것이다. 추론이란 이미 알고 있는 사실 

로부터 새로운 사실을 논증에 의해 이끌어내는 과정으로, 여기서 논증이란 사회적 

으로 인정되고 합의된 것으로 어떤 명제가 참임을 자기 자신을 포함해서 다른 사 

람을 확신시키고 이해시키기 위한 도구이다. 특히 다양한 의견이 혼재하고 이해관 

계가 서로 충돌하는 이 사회에서 민주주의가 제대로 발전하기 위해서는 타당한 논 

증에 의한 사회적 합의가 필요하므로 합리적이면서도 논리적인 추론 능력은 현대 

사회의 모든 시민이 갖추어야 할 필수적인 자질이다. 그리고 이러한 올바른 추론능 

력과 논리적 사고는 학교에서의 수학교육을 통해 배양되어야 하므로 학교교육에서 

학생들의 추론교육은 매우 중요하다.

우리나라 교육과정에서 8학년 도형영역의 목표 중 하나는 간단한 도형의 성질을 

증명하도록 함으로써 증명의 본질을 이해하고 논리적으로 추론하는 능력을 기르도 

록 하는 것이다. 도형 영역에 있어서 연역적인 추론의 방법을 활용하는 이유는 도 

형의 성질은 시각적으로 확인할 수 있으므로 연역적 추론을 연습하기에 적합한 소 

재인 동시에 연역적 추론을 이용하면 도형의 개념이나 성질이 체계적으로 정리되 

는 장점이 있기 때문이다.

그러나 중학교 학교 수업에서 학생들이 가장 어려워하는 부분 중의 하나가 도형 

의 증명부분으로, 국내외의 선행연구 결고K류성림, 1993； 우정호, 1994； 이종희 . 김 

선희, 2002； Fischbein, 1982； Miyazki, 2000）를 보더라도 연역적 추론을 통한 증명 

능력은 매우 낮은 것으로 나타나 있다. 학교현장에서 교과목표에 따라 증명에 관한 

문제를 낼 경우, 학생들이 거의 손을 대지 못하므로 변별력이 없어 제대로 평가가 

이루어지기 힘들다. 그래서 평가의 어려움으로 인해 증명과정의 빈칸 채우기 내지 

정리의 내용을 묻는 것으로 대처하는 경우가 많다.

학교수학에서 

증명은 학생들이 

도약이자 수학에 

제로 학생들에게 

는 달리 수학적 대상이 정신적 구성물로 이루어지고 실험적 검증대신에 형식적으 

로 진술된 법칙이 통용되는 수학 세계로의 진입을 의미한다. 그러므로 학생들은 이 

제 구체적 대상 대신에 형식적으로 추상화된 대상의 존재를 가정해야 하고 수학적 

사실을 경험적 검증대신에 형식적 증명을 통한 연역적 검증으로 통용되는 수학의 

규칙을 따라야 하므로 이러한 비약을 쉽게 받아들이지 못한다. 또한 

Fischbein（1982）는 연역적 증명방법을 학생들이 힘들어하는 이유를 그들의 직관과 

일치하지 않아 증명의 의미와 필요성을 제대로 이해하지 못했기 때문으로 지적한 

다. 즉, 수학적인 명제의 타당성을 연역적 추론에 의해 정당화하려는 전통적인 형 

식적 증명 방식이 시각적이고 경험적으로 확인하려는 학생들의 직관적 사고방법과 

학생들이 연역적이고 형식적인 증명을 어려워하는 이유는 수학적 

이전에 학습했던 수학의 내용과는 근본적으로 다른 수준으로의 

대한 인식의 구조적 변화를 요구하기 때문이다（우정호, 1998）. 실 

증명교육은 이제까지 수학적 대상이 실세계에서 경험하는 사건과
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는 차이가 있기 때문이라는 것이다. 그러므로 중학교에서 증명교육이 제대로 이루 

어지기 위해서는 학생들의 직관이나 경험에서 출발하여 통찰력과 사고력을 바탕으 

로 점진적인 형식화가 이루어지도록 해야 하며 학생들이 증명의 가치와 필요성을 

충분히 인지할 수 있도록 지도되어야 할 것이다（박주희, 2001； Battista 

Clements, 1995）.

이 논문에서는 초등교육의 귀납적 추론과 중등교육의 연역적 추론인 증명이 

연스럽게 연결될 수 있도록 그 간격을 메워줄 수 있는 시각화된 비형식적 증명 

법을 중학교 증명교육의 개선방안으로 제시하고자 한다. 이는 완전히 형식화된 

명 이전에 연역적 논리 구조와 기본적인 아이디어를 직관적으로 의미 있게 통찰하 

는 방법을 먼저 익힘으로써 연역적 추론에 대한 거부감을 없애고 필요성을 느끼게 

하고자 함이다. 그리고 학생들이 동일한 수학적 개념이더라도 다양한 표상을 통해 

나타내고 사고하는 방법을 개발시키기 우］해, 중학교 교육과정에 있는 대수적 내용 

을 기하적으로 해석, 표현하는데 시각적인 방법을 활용하고자 한다.

&
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2. 학교에서의 증명교육

2.1. 추론교육과 증명교육

추론이란 이미 알고 있는 판단으로부터 새로운 판단을 이끌어 내는 사유작용으 

로 문제해결과 함께 수학의 가장 근본적인 측면이다. 학교수학에서 추론이란 명제 

로부터 명제를 이끌어내는 간접적인 인식수단을 의미하며, 추론능력은 수학을 이해 

하는데 핵심적인 역할을 한다. 수학적으로 추론한다는 것은 마음의 습관이므로 많 

은 상황에서 꾸준히 사용함으로써 개발되어야 하며 체계적인 추론은 학년 수준에 

따라 요구되는 엄밀함의 정도는 다르지만 모든 내용 영역에서 그리고 모든 학년 

수준에서 추론교육은 연속적으로 다루어져야 한다. 그리하여 중등학교를 마칠 무렵 

에는 학생들의 수학적 증명, 즉 가정에서부터 논리적이고 엄밀하게 연역하여 결론 

에 이르는 논증을 이해하고 실제로 할 수 있어야 하며 그러한 논증의 가치를 음미 

해야 한다（류희찬 외, 2007）.

추론은 귀납추론, 유비추론, 연역적 추론으로 구분할 수 있으며 귀납추론은 부분 

적이거나 특수한 사실로부터 전체적이고 보편적인 사실 또는 다수의 연속적인 변 

화에서 일반적 법칙을 이끌어 내는 추론이다. 다음은 우리나라 6단계에서 회전체의 

성질을 지도하기 위해 제시된 귀납추론의 예이다.
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〈그림 1〉회전체의 성질

유비추론은 어떤 대상이나 집합에서 성립하는 사실이 이와 유사한 대상 또는 집 

합에 대해서도 성립하리라고 추론하는 것으로, 삼각형, 사각형, 원과 같은 평면도형 

의 성질이 각각 사면체, 직육면체, 구 등의 입체도형에도 역시 성립할 것이라 추리 

해보는 것이다. 귀납추론과 유비추론은 주로 경험과학에서 새로운 법칙을 발견하는 

방법이자 기존에 알고 있는 지식으로부터 새로운 아이디어를 구성하기 위한 기본 

적이면서도 강력한 매커니즘으로 현행 초등학교 수학교육과정에서 사용하는 추론 

방법이다.

연역적 추론은 이미 알고 있는 일반적인 사실이나 원리를 전제로 하여 개별적인 

특수한 사실이나 원리로서의 결론을 이끌어내는 방식으로, 수학에서 증명이란 이 

연역적 추론을 의미한다. 이러한 연역추론에는 연역법과 세 종류의 삼단논법 

(syllogism), 추이법칙, 수학적 귀납법 등의 직접증명법과 귀류법, 전환법, 동일법 

등의 간접증명법이 있다. 현행 중학교 수학과 교육과정에서는 도형 단원에서 주로 

직접증명법만을 사용해 도형의 성질을 증명하고 중학교 과정의 증명교육은 7단계 

에서 7%, 8단계에서 58%, 9단계에서 35%정도 이루어지고 있다(중앙교육진흥 연구 

소 교과서 7, 8, 9단계).

수학에서 귀납추론과 유비추론은 가정이 '참' 일 때 이끌어내는 결론도 반드시 

'참'이라는 보장은 할 수 없는 반면에 연역적 추론은 가정이 '참'이면 결론은 항상 

'참'이므로 현 중학교 증명교육에서는 '참인 사실로 유도하고 정당화를 제시하는 

방법으로 주로 연역적 추론을 이용하고 있다.
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2.2. 증명의 역할과 증명교육

관점에 따라서 증명의 역할이 다소 달라지긴 하지만 대체로 가장 많이 공감하는 

부분은 어떤 사실이 참임을 보여줄 수 있는 정당화의 수단이자 자기 자신과 남을 

확신시키기 위한 설명이라는 것일 것이다. Bell(1976)은 증명이란 어떤 명제가 참임 

을 주장하기 위한 근거가 되는 정당화, 어떤 명제가 참인 이유에 대한 통찰을 제공 

하도록 기대되는 설명, 그리고 여러 가지 결과를 공리. 주요개념 및 정리, 따름정리 

등을 연역적 체계로 조직화하는 체계화로 보았고, De Villers(1991)은 여기에 새로 

운 결과를 발견하거나 발명하는 발견과 확신 또는 이해의 수단이 되는 의사소통의 

역할을 추가시켰다. 반면에 준경험주의의 Lakatos는 전제가 되는 공리가 참이라는 

보장이 없으므로 증명은 결론이 참이라는 정당화의 기능보다는 이미 주장된 정리 

를 비판함으로써 정리를 개선하고 발견하는 역할이 진정한 기능이라 주장한다. 이 

처럼, 수리철학에서는 수학적 지식의 본질을 어떻게 보느냐에 따라 증명에 대한 관 

점도 달라지며, 절대주의는 증명을 수학명제가 참임을 밝히는 정당화의 수단으로 

보고 사회적 구성주의는 확신과 설명의 수단으로 본다.

한편, 박은조(2004)가 조사한 교사의 증명에 대한 의식조사에 따르면, 증명을 '가 

정으로부터 결론을 이끌어내는 연역'이라 답하는 교사가 72.8%이고 '다른 사람을 

확신 • 이해시키기 위한 설명은 9.6%, '사고실험'은 3.2%인 것으로 나타났다. 이는 

증명지도에 있어 여전히 절대주의 수리철학의 영향이 지속되고 있고, 그로인해 유 

클리드 기하를 중심으로 연역적이고 형식적인 엄밀한 증명을 강조해 오고 있음을 

알 수 있다. 실제 증명지도에 대한 도입 방법에도 연역적이고 형식적인 기호사용을 

강조하는 종합적 접근이 63.2%로 가장 많은 비중을 차지하였다. 이처럼 대부분의 

교사들은 증명의 다양한 역할이 있음에도 불구하고 증명을 입증의 수단이자 논리 

적인 수학적 사고 과정을 기르기 위해 필요 불가결 하다고 생각하여 연역적 추론 

교육만을 강조하는 경향이 있다.

증명은 결론이 참이기 위해서 우선 만족되어야 할 선행조건을 탐색하는 분석적 

방식과 그러한 선행조건을 공리와 정리에 근거하여 가정으로부터 이끌어 내는 종 

합적 방식이 통합된 역동적 사고 과정이다. 또한 반성적 사고와 이해력 증진을 위 

한 중요한 도구로써의 가치를 가지고 있으므로 증명교육은 수학과 수학적 사고에 

서 아주 중요한 역할을 한다.

그러나 학교수학에서 증명교육이 차지하는 중요성의 비중에 비해 학생들의 증명 

능력은 매우 낮은 수준이다. 최현호와 한태식(1990)의 연구에 따르면 중학교 2학년 

학생 중 60%가 연역적인 증명이 불가능한 반 힐레의 수준 0과 수준 1에 머무르고 

있고 25%의 학생만이 연역적인 증명이 가능한 수준 3과 수준4에 이르고 있으며, 3 

개의 중학교 3학년을 대상으로 한 연구(류성림, 1993)에서도 상위 학생 23%정도를 

제외한 나머지 학생들은 연역적인 증명을 하는데 있어 많은 장애를 가지고 있다고 
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하였다. 학생들은 긍정식 삼단논법에 의하여 결론이 유도 될 수 있음을 알고 있지 

만, 그렇지 않은 경우 결론의 진위성에 의하여 추론에 영향을 받으며 특히 도형의 

정의를 성질과 혼돈하여 증명의 기호화나 명제의 가정과 결론에 구분에 어려움을 

겪는다고 한다（서동엽, 1999）. 또한 증명이 가정에서 결론에 이르는 추론의 연결 관 

계임을 인식하지만 증명 문제를 대하게 되면 가정에서 어떻게 전개해야 할지 몰라 

시작하지 못하는 경향이 있으며 이미 알고 있는 정리나 정의, 성질을 활용하는 능 

력이 부족하다. 이러한 경향은 우리나라뿐만 아니라 세계 모든 학생들이 겪는 어려 

움이기도 하다.

Brandford（1908）는 증명은 감각-지각과 추상적인 사고의 결합이므로 이러한 수 

준의 상승은 자연스럽게 일어나야 함을 강조하며 증명수준을 실험적 증명, 직관적 

증명, 과학적 증명으로 3단계로 구분하였다. 첫 번째 수준인 실험적 증명은 타당성 

의 근거를 주로 감각지각에서 찾으며 근사적으로 특정한 사실만을 보여주는 정당 

화 수준이지만 다음 단계인 증명의 본질을 이해시키기 위해 반드시 거쳐야 하는 

단계이고, 일반적으로 타당한 내용을 감각으로 지각할 수 있는 매개체를 통하여 정 

당화하는 활동으로 증명의 본질인 일반성과 보편성을 내포하는 단계를 두 번째 직 

관적 증명이라 하였다. 실험적 증명과 세 번째 단계인 과학적 증명의 경계를 확실 

히 구분 지으면서 그 사이의 간격을 메워주는 단계이다. 세 번째 단계인 과학적 증 

명은 공리나 이미 증명된 정리로부터 논리적 추론만을 사용하여 완전하게 연역하 

는 증명단계로 이러한 3단계를 통하여 증명을 지도하면 증명의 본질에 대한 학생 

들의 이해도를 향상시키고 경험적 확인과 연역적 증명의 차이점을 확연히 구분 짓 

게 할 수 있다고 하였다.

Wittmann（1988； 홍진곤; 권선일 2004 재인용）은 증명이라고 말할 수 있는 기준 

은 형식적이고 연역적 체계를 갖추고 있는가, 그렇지 않는가의 문제가 아니라 일반 

적이고 보편적인 정당화에 도달하고 있는가의 여부로 결정되는 것으로 보고 

Brandford의 감각적 증명단계는 이미 증명으로서의 의미를 가지고 있다고 보았다. 

또한 Blum과 Kirsch（1991； 서동엽, 1999 재인용）는 '전형식적 증명을 '정확하지만 

형식적으로 표현된 증명은 아닌 비형식적인 연역의 고리'로서 정의하고 결론은 구 

체적인 경우로부터 직접적으로 일반화될 수 있어야 하며 형식화된다면 정확한 수 

학적 증명에 대응하는 것이라 하며 '전형식적 증명을 통한 증명 지도 방법을 제안 

하였다.

2.3. 시각화를 이용한 수학교육

수학교육관점에서의 직관은 수학적인 문제 해결 상황에서 분석적인 지적 과정에 

의존하지 않고 직접적으로 문제해결의 단서를 발견하는 정신작용으로 초등학교 시 

절 1에서 100까지의 자연수 합을 구하는 문제를 등차수열의 합을 구하는 방법으로 
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쉽게 답을 찾아내었다는 Gauss의 일화처럼 통찰, 영감 등의 형태로 문제해결과정 

에서 중요한 역할을 하고 있다（이대현; 박배훈, 2001）. 즉, 직관은 수학학습과정에서 

학습내용에 대한 즉각적인 이해가 가능하도록 해주며 나아가 수학적 문제해결과정 

에서 문제의 조건이나 구조에 대한 통찰을 바탕으로 즉각적인 판단 및 해결을 가 

능하게 한다.

수학교육에서 직관의 한 종류인 시각화는 눈에 보이지 않는 것을 볼 수 있는 형 

태로 만들어 보여주는 것 즉, 모든 수학적 개념이나 원리 또는 문제해결들을 기하 

학적 도형의 표현으로 형상화하는 것 뿐 아니라 시각적인 도형 또는 눈에 보이는 

이미지를 통한 문제이해의 활동이 이루어지는 것을 의미한다. 이러한 시각화는 추 

상적인 수학적 지식을 가르치는데 효과적이며, 나아가 학생들의 인지적 측면뿐 아 

니라 심리적, 정의적 측면까지 영향을 준다. 또한, 시각화의 역할에 대해 

Polya（1557）역시 “그림은 기하문제의 대상이 될 뿐 아니라 처음에 전혀 기하적이 

아닌 모든 문제 풀이에 중요한 도움이 된다”고 하여 그 중요성을 말하였으며, 

Einstein도 Hadamard에게 보낸 편지에서 자신은 시각적이고 역동적 인 표상을 선호 

하며 형식적인 단어나 기호들은 그 다음 단계에서 찾아야 한다고 했다（황효연, 

2008 재인용）. 이처럼 시각적인 표상이 창조적인 아이디어를 구상하기에는 언어적, 

논리적인 표상보다 더 적합하다고 할 수 있다. 따라서 실험적, 귀납적인 정당화 방 

식과 수학적, 형식적인 증명 사이에 논리적으로나 심리적으로의 큰 간극이 

된 이미지를 통해 연결될 뿐 아니라 완전히 형식화된 증명 이전 단계에서 

적인 증명으로서의 정당화를 제시해 줄 수 있으리라 생각된다.

실제로 현행 수학과 교육과정의 7단계에서 집합의 연산을 지도하기 위해 

어그램을 이용하고 있으며 8단계의 인수분해와 피타고라스 정리에서도 이들의 기 

하적 표현과 함께 의미를 중요시하고 있으며 연립일차방정식의 해와 함수는 그래 

프를 통한 시각적 표현을 활용하고 있다. 이러한 시각화는 역사적으로도 커다란 비 

중을 차지하여 왔다. 비록 유클리드 공리체계가 확립되면서, 보편적 진리추구를 위 

한 수학이 강조되고, 직관이나 이미지의 불신이 시각화의 약화를 초래 하였으나 유 

클리드 이전의 수학은 수나 그림에 의존한 직관을 중시하였다. 그리고 최근 다시 

시각적이고 직관적인 측면을 강조하는 추세로 수학의 시각적인 면과 기호적인 면 

의 균형이 중시되고 있다.

과거 시각적인 도구들이 극히 제한되었던 시대와는 달리 다양한 시각적 매체를 

접할 수 있는 현대 학생들에게 시각화를 통한 수학수업은 수학에 대한 거부감을 

없애고 문제해결에 있어 창조적인 아이디어를 구상하는데 많은 도움을 줄 수 있으 

므로 학교수학교육에서 교사는 이를 잘 활용하도록 해야 할 것이다.

시각화

비형식

벤다이
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3. 시각화를 이용한 증명교육 개선방안

현 교육과정에서는 '맞꼭지각의 크기는 서로 같다'라는 명제에 대한 연역적 증명 

을 시작으로 8-（나）단계에서는 증명에 대한 학생들의 부담감을 줄여주기 위해 삼각 

형, 평행사변형, 마름모 등 이미 초등학교에서 귀납적 추론을 통해 살펴보았던 평 

면도형의 성질을 바탕으로 연역적 증명을 지도하고 있다. 현재의 교육과정은 7학년 

의 첫 단원에서만 집합의 정의와 연산을 다루고 추론의 기초가 되는 정의의 의미 

와 추론 방법은 생략한 채 중학교 8학년 도형단원에서 명제, 가정과 결론의 정의를 

예와 함께 국지적인 개념정도만을 지도하고 있다. 그런 다음 증명을 연역적 추론으 

로 다루고 있으므로 학생들은 왜 자명한 사실들을 증명해야 하는지, 자신이 하고 

있는 증명방법이 어떤 근거에서 옳은지, 사용가능한지에 대한 확신이 없는 경우가 

많다. 따라서 우리는 여기서 중학교 과정에서 나오는 연역적 추론을 시각화를 이용 

하여 학생들의 눈높이에 맞는 교수방안을 생각해 보고자한다.

（1） "맞꼭지각의 크기는 서로 같다.，

최초의 수학자로 탈레스를 꼽는 이유는 실험을 통해 쉽게 알아낼 수 있는 기초 

적인 기하적 사실을 논리적인 추론으로 입증했기 때문이다. 이 명제에 대한 증명은 

연역적 논증이 가지고 있는 질서 정연함과 완비성, 설득력과 같은 지적인 아름다움 

을 가지고 있으면서도 간결하므로 대개의 교과서가 이를 연역적 추론의 시작의 대 

상으로 하고 있다.

위의 명제에 대한 연역적 추론을 위해 현 교육과정에서는 맞꼭지각은 어떤 고정 

된 각에 대해 보각관계에 있다는 기하적 성질을 각의 크기가 가지는 대수적 성질 

을 이용하여 다음과 같이 증명하고 있다（강행고 외8인, 2001）.

8 

단 

계

（나）

［명제］ '맞꼭지각의 크기는 서로 같다.'

증명.

오른쪽 그림에서

za + 昼 =180° 이고 zb + zc =180° 이므로

Za = 180°— Zb 이고 Zc =180°— zb이다.

따라서 Za = Zc이다.

마찬가지로 Zb = Zd이다.

대부분의 중학교 교과서에서 기하학적 도형인 각과 사칙연산이 가능한 대수적 

사실인 각의 크기를 같은 기호로 사용하고 있으며, 간략히 하는 의미에서 z』QB를 

&로 표현하며 왼쪽의 증명과정에서乙口는 乙口의 크기를 나타내고 있다.
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다음은 위의 연역적 증명과정에서 나타난 대수적 성질을 학생들에게 시각적으로 

보여주기 위한 기하학적 표현이다. 이를 우】해,〈그림 2-1＞과 ＜그림 2-2＞가 각각 

그려진 OHP 필름 2장을 준비 한다.

① z와 z5의 합은 평각으로 180。이고 ＜그림2-2＞와 같이 z와 zc의 합 역 

시 평각으로 180°이므로 모든 직선은 평각이다'를 인식하게 하는 것이므로 선 

분』C와 선분 B〃를 시각적으로 굵게 표현한다. ＜그림 2-1＞의 z』QB와 

zBOC가 서로 보각이라는 기하적 사실에서 za. + zb =180°이 성립하고 

성질은

빼더라

증명을

(그림 2-2＞에서 丄 DOC는 丄 BOC以 보각이라는 기하적 

匕b + zc = 180 ° 라는 대수적 사실로 해석된다.

② 대수적 등식 丄a + Zb =180°= ZC + zb 에서 양변에 같은 수 3를 

도 등식은 성립하므로 za =180°— zb = zc이다. 학생들에게 위의

시각적으로 지도할 때는〈그림 2-2＞를 뒤집어 선분 B〃가 선분 G4와 겹치 

도록 하면 za와 zc가 같음을 기하적으로 보여줄 수 있다.

③ 〈그림 2-1＞과 ＜그림 2-2＞에 있는 각각의 점 B와 O„ C가〈그림 2-3＞처럼 

서로 겹쳐지도록 배열한다.

'za =180°— zb '라는 대수적 사실을 종종 'z』oc 에서 zBOC를 빼면 

z』以이 나온다'라는 말을 관습적으로 쓰고 있으나 기하적으로 각의 뺄셈 은 정 

의되어있지 않다. '각이 서로 같다'라는 용어도 따로 정의하지 않고 대수적 의미에 

서 각의 크기가 같을 때를 암묵적으로 사용하고 있기 때문에 학생들은 대수적인 

식에서는 등식의 성질을 쉽게 받아들이는 반면 기하적 표현에서는 덜 익숙한 탓인 

지 직관적으로 받아들이지 못하는 경향이 있다.

(2) '두 밑각의 크기가 같으면 이등변 삼각형이다'

위의 수학적 내용을 초등학교 4단계와 중학교 8단계에서는 다음과 같이 접근하 

고 있다.
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여기서 연역적 추록은 삼각형의 합동을 이용해 논리적으로 증명하고 있으나 학 

생들이 감각적으로 이 명제를 음미하고 받아들이기에는 부족한 감이 있으므로 다 

른 방법을 사용하여 증명하고자 한다.

먼저, 이등변삼각형의 성질인 '두 밑각의 크기가 같으면 이등변 삼각형이다'라는 

명제의 증명을 위해서는 '두 밑각의 크기가 같다'라는 가정의 의미가 제대로 전달 

되어야 하므로 각에 대한 정확한 이해가 우선되어야 한다. '두 개의 반직선으로 이 

루어진 도형'이 각이라는 것을 강조하기 위해 ＜그림 3T＞에서처럼 각의 모형을 길 

이가 조절되는 안테나를 이용해 만들었고 '밑각의 크기가 같다'라는 대수적 의미를 

기하적으로 파악하기 위해 똑같은 모양을 두 개 준비하였다. 각의 크기가 같은 두 

개의 각을 밑각으로 가지는 삼각형이 실제로 이등변 삼각형이 되는지를 먼저 예측 

하고 실험한 다음 그에 대한 연역적 방법을 생각하고자 한다.
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〈그림 3-1 ＞ 〈그림 3 -2＞

① 이등변삼각형의 성질을 보이기 위한 실험적 활동을 위해〈그림 3T＞과 같이 

각의 크기가 같은 두 개의 도형（각）을 준비하고 직접 두 도형을 겹쳐보게 

으로써 두개의 반직선이 이루는 각의 크기가 서로 같음을 보여준다.

② 두 각을 밑각으로 가지는 삼각형을 만들기 위해 두 각의 한 변씩을 겹쳐 

변을 만든다.

③ 두개의 반직선을 연장하여 ＜그림 3-2＞와 같이 두 반직선이 한 점 A에서

나 구성된 삼각형의 두변의 길이가 같을지를 예측해 보고 그 이유를 생각해 

보도록 한다.

④ 실제로 亩와 而의 길이가 같은지를 삼각형을 분해하여 비교해 본다.

⑤ 나아가 자신의 생각이나 아이디어를 되도록 남에게 정확하고 간결하게 잘 전 

달 될 수 있도록 글로 표현해 보게 한다.

함

밑

만

「다른 증명법1

다음은 ZB와 ZC의 크기가 같으므로 ZB가 ZC와 겹쳐지도록 할 수 있다는 

생각에서 출발한 아이디어이다.

① 겹치도록 접는다는 것은 芯의 중점 M을 지나는 수직이등분선에 의한 선 

대칭으로 생각할 수 있으므로〈그림 4-1＞와 같이 선대칭에 의한 점 B, C의 

상을 B',。'라 두고 반직선 Z, m의 상을 l',m'라 둔다.
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今

〈그림 4-1＞

今

4-2>〈그림

= Z이므로, 여기서』를 Z 과 m의 교점

m' 의 교점이 된다.〈그림 4-2＞에서 I' = m이고 

m'의 교점 A'는 결국 m과 I 의 교점이 되어야한다. 그러

② C' = B, B' = C이고 I' = m, m 

이라 두면』'는 /' 와 

m' = Z이므로 I 와 

므로 A' =』이다.

③ ＜그림 4-2＞에서

이는 같고, A'B =

△ABC에서 선대칭은 합동변환이므로 酒와 才B의 길 

石歹이므로 ZXABC는 이등변 삼각형이다.

(3) '평행사변형에서 두 쌍의 대변의 길이는 각각 같다.'

다음은 평행사변형의 성질 중 하나인 '두 쌍의 대변의 길이는 각각 같다”라는 명 

제를 증명하기 위해 초등학교와 중학교 교육과정에서 다루는 증명방법과 시각적 

표현이다.
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귀 

납 

적

추 

론

4

1 

（나）

■朔測뺴岫콰槌峽

r 驻奥利轩此扭 胡는 首明!

연 

역 

적

추

론

8

1 

（나）

평행사변형의 두 쌍의 대변의 길이는 

각각 같음을 알아보자. 즉, 평행사변 

형 ABCD 에서 AB= 诙, AD=BC 
임을 증명하여 보자.

ZEh V：

（Adi 므H 埴츅 너비 利변 AC t u빈

내*2时 日 | 己
廨優며 브고

£0AC»xDCA 1^1 —
而「秘에쁘코

鶴山드 설却 ----

Set f# 一 遊
皿 헤X써

^ABC-b ±EDA ”A£A 다*니
可다. 相너,

AH=nC, AD=BC

위의 연역적 추론에 대해서 아래와 같은 3장의 OHP 필름을 이용하면 학생들의 

이해를 쉽게 하고, 능동적인 참여를 유도할 수 있을 것으로 기대된다.

① 주어진 평행사변형 4BCQ에서 대각선』C와 

5-1 ＞, ＜그림 5-2＞,〈그림 5-3＞과 같이 하나의 

려놓은 세장의 OHP 필름을 준비한다.

각 대변을 연장하여 ＜그림 

직선과 두 쌍의 평행선을 그

② ＜그림5-2＞의 평행선상의 점 ,4와。가 ＜그림 5T＞의 점』와。를 겹쳐지 

도록 하면〈그림 6T＞의 도형이 생긴다. 여기서 z曲C와 z£L4＜。의 관계 

를 알아본다.

③ ＜그림 5-3＞의 평행선상의 점』와 C가（그림5T＞의 점C와 겹쳐지도 

록 하면 ＜그림 6-2＞의 도형이 생긴다. 여기서 ZBG4와 z〃Ca의 관계를 

알아본다.
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④〈그림 5-1>, <그림 5-2>, <그림 5-3>에서 각 장의』와。가 각각 겹쳐지 

도록 배열하면〈그림 6-3>과 같은 도형이 만들어 진다. 여기서 ZXABC와 △ 

CDA가 서로 합동임을 유도하게 하고 대응하는 변의 길이가 같다는 결론을 

이끌어 낸다.

〈그림 6-1 > 〈그림 6-2> 〈그림 6-3>

⑤ 이제까지 전개한 과정이나 자신의 아이디어를 남에게 되도록 정확하고 간결 

하게 전달될 수 있도록 글 또는 기호를 사용하여 표현하게 한다.

(4) '평행사변형의 두 대각선은 서로 다른 것을 이등분한다.'

8

（나）

畧噩2 오总뽁 그럼외 푕辱사면협 AECD액서 두 

래각선AG BD쁴 교검육。과 할 매.

OA=^C .^=OD
임 晉 중녈 하며 곰k

추

론

Iasi da=ocf
［퀃理바 댜 호# △匸DQ 耳너
I 扁=己右(밂嘲샤堡■듸 常버) … 缶

-fiABO= ZCDO t 멋략》 -느」…. ®

(헛곽〉 ......... W
Q, (£}. ③터비 반 墙와 배号하논 번쐬 린이理 크 

밓 끌화회 킈거가 가카 카브乏므포

ZiABO-ACDO

파카*L 酉第뎌史, OB = OD

위의 연역적 추론은 八雄。와 ACD。가 합동임을 유도하기 위해 평행사변형에 

서 '대변의 길이는 서로 같다'라는 사실을 이용하고 있다. 이 연역적 추론을 아래의 

OHP 필름을 이용하여 다음과 같이 설명하면 이 정리가 가지는 본질적인 평행사변 

형의 성질을 더 풍부하게 경험하도록 할 수 있을 것이다.

① 평 행사변형 ABCD의 두 대각선과 한 쌍의 평 행선에 연장선을 그은 2장의 

OHP를 준비한다.』C 와 如 를 연장한 직선을 I, /' 라 하고,』3 와 〃C 를 

연장한 평 행선을 각각 m,m ' 라 둔다.
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〈그림 7-1 > 〈그림 7-2>

② 평행선 m,m'가 그려진〈그림 7-2>는 고정시킨 다음〈그림 7T>을〈그림 

7-3>,〈그림 7-4>오｝ 같이 교점。를 m 또는 m에 가깝도록 두었을 때 만들 

어지는 두 삼각형의 관계에 대해 알아본다. 이 두 삼각형은 서로의 내각이 각 

각 엇각과 맞꼭지각의 관계에 있으므로 세 내각이 서로 같다.

〈그림 7-3>

③ 应와 万祝의 길이가 같아질 때, /XABO와 △DCO의 관계를 조사한다. 즉, 

（그림 7-5>와 같이 I, Z'와 m,m'에 있는 네 점 A, B, C, D가 서로 겹치도록 

두었을 때, 두 삼각형의 관계를 알아본다. 여기서 声와 凭는 평행사변형 

의 대변이므로 声의 길이는 疗의 길이와 같다. 즉, /XABO와 △DCO는 서 

로 합동이므로』。와 〃。의 길이는 각각 CO , BO 의 길이와 같으므로 결 

론을 유도해 낼 수 있다.

④ 평행한 두 선분 万B와 万C의 길이가 같을 때, 사각형 ABCD는 항상 평행 

사변형이 되는지를 조사하고 평행사변형의 결정조건을 생각해 보도록 한다.

4. 결론

도형영역의 증명과정을 자세히 살펴보면 기하적 내용과 대수적 사실이 명확한 

구분 없이 통용되고 있다. 실제로 '각', '선분은 기하적 도형이고 '각의 크기', '선분 

의 길이'는 연산이 가능한 대수적인 수로 엄연히 속한 영역이 다르지만 같은 기호 

를 사용하여 전개하고 있다. 그리고 두 도형의 기하적 동치는 도형을 이루고 있는 

'각'과 '선분의 대수적인 성질인 '각의 크기'와 '선분의 길이'가 대수적 동치일 때로 
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7-（나）에서 암묵적으로 도입하고 있다. 그러므로 도형단원에서의 기하적 명제의 증 

명과정은 대수적 명제로 치환하여 증명한 다음 다시 기하적 명제로 번역되고 있는 

경우가 많다. 이처럼 교과서에서 대수적 표현과 기하적 표현이 혼용되어 사용되고 

있기 때문에 학생들은 그만큼 은연중에 혼란을 일으키기 쉽고 자신감을 잃기 쉽다.

예를 들어 '이등변 삼각형에서 꼭지각의 이등분선은 밑변을 수직이등분 한다'라 

는 기하적 명제를 증명하고자 하면 이를 먼저 기호로 사용하여 명확하게 표현할 

수 있어야 한다. 문장을 수학적 기호로 표현할 수 있는 능력을 갖추기 위해서는 많 

은 시간과 노력이 필요하지만 우리나라 교육과정은 여기에 많은 시간을 할애하고 

있지 않으므로 학생들은 도형과 관련된 명제를 적절한 기호를 사용하여 표현하는 

데도 많은 어려움을 가진다. 또한 이를 기호로 사용하여 예제로 나타낸 교과서（강 

행고 외, 2001）를 그대로 인용하면 다음과 같다. 
, 、 - ---., -、 . , 、一 -、、、 --- 、 、 、- 、亠 , ■,
'△ABC에서 AB =』C 일 때, Z』의 이등분선과 BC 7} 만나는 점을 肱이라고

하면 A订은 BC의 수직이등분선임을 증명 하여라'

가정에서 나타난AS AC는，선분 AB의 길。］=선분 AC의 길이'라는 대수적 

등식으로 AB는 선분 AB의 길이를 나타내고 결론에서 나타난 A苛은 기하적 도 

형인 선분 AM을 나타낸다. 이와 같이 한 문장 안에서도 선분과 선분의 길이가 혼 

용되고 있기 때문에 도형단원에서 취급하는 연역적 추론은 학습 장애의 복병이 곳 

곳에 나타나는 단원이라 학생들은 수학에 대한 부정적인 이미지나 거부감을 가지 

기 쉽다.

도형단원에서 연역적 추론을 다루는 본래의 의도는 전통적으로 유클리드 기하가 

연역적 증명교육의 소재로 사용되어온 측면도 있지만, 그 외에도 도형의 성질을 시 

각적으로 확인할 수 있으므로 다른 영역보다 수월할 것이라는 의도에서 증명교육 

을 여기서 다루고 있지만 서술적 내용을 기호를 사용한 수학적 내용으로 전환하여 

정확하게 나타내기가 쉽지 않다. 그러므로 학교교육에서 증명교육의 출발점을 유클 

리드 기하보다는 초등 정수론을 다루자는 주장도 다시 한번 고려해 볼 일이다. 초 

등정수론은 자연수에 대한 성질을 구성하고 있는 전제가 기하에 비해 훨씬 적어 

이해하기 쉬우며, 증명되어진 대부분의 성질이 명백한 것이 아니면서 다양한 전략 

을 구사할 수 있다는 장점을 갖고 있기 때문이다.

기하영역에서 증명교육은 어려운 일임이 분명하지만 학생들의 추론능력 개발은 

그들이 살아나가야 할 민주주의 사회 의 구성원이 갖추어야 할 기본 자질이다. 그 

러므로 교사는 증명교육이 현재 우리나라의 교육과정의 울타리 안에서 제대로 이 

루어지게 하기 위해서는 학생들이 가지는 학습장애를 이해하고 이를 극복하기 위 

해서 그들 정서와 지적수준에 맞는 학습자료와 교수방법들을 강구해야 할 것이다. 

이 논문에서는 학생들이 귀납적 추론능력에서 연역적 추론능력을 갖추기까지의 과 

정에서 시각화가 도움을 줄 수 있는 방안들을 예를 통해 제시해 보았다. 시각적 이 
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미지는 단순히 학생들의 이해를 돕는 것 뿐 아니라 학생의 창의적인 생각과 개방 

적인 사고를 위한 기회를 제공하며 시각적 표현을 통해 학습에 대한 자연스러운 

사고를 유발시킬 수 있다. 이처럼, 시각적 이미지는 학생들을 쉽게 접근시키는 친 

밀감을 가지고 있으면서도 단순한 암기식의 학습이 아니라 사고력을 요하므로 증 

명교육뿐만 아니라 학교수학의 전반적인 분야에서 효과적인 교수방법으로 활용될 

수 있다.
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