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Morley 정리의 한 증명방법과 그 활용에 대한 연구

이상근•이춘구

ABSTRACT. In this study, we'll check the proof of Morley's theorem that 

calculate the sides XY, YZ and Z of Morley's triangle. We may now consider 

calculate area of Morley triangle and observation that, for example, in triangle 

ABC, length of sides 

Therefore, compare with 

triangle ABC

XY, !Z and ZX are 8^sinasin^sin7 , respectively, 

the area of Morley's triangle XYY and the area of

1. 서론

수학과 교육과정(교육부,

'수학적 지식과 기능을 활용하여 생활 주변에서 일어나는 여러 가지 문제를 수학적 

으로 관찰 분석, 조직, 사고하여 해결하는 것이다.

각은 평면도형을 구성하는 기본 요소들 중의 하나로, 역사적으로 많은 수학자들 

의 탐구대상이 되어왔다. 예를 들어, 각의 이등분선 탐구, 각의 삼등분선 탐구, 각 

의 작도 가능성 탐구 등등이다. 이들 중에서 가장 유명한 문제 중의 하나는 유클리 

드적 도구인 자와 컴퍼스를 이용하여 주어진 각을 삼등분하는 문제이다. 많은 수학 

자들이 이 문제의 해결을 위해 노력했으며, 그 과정에서 많은 수학적 방법 및 도구 

들이 발명되었다(예를 들어, 원적곡선 삽입방법, 콘코이드 곡선, 토마호크 등). 그러 

다가, 19세기에 봔첼이 증명한 '유리수 계수를 가지지만 유리근을 갖지 않는 삼차 

방정식의 근은 유클리드적 도구를 이용하여 작도할 수 없다'는 정리로부터, 임의의 

각은 삼등분 될 수 없다는 것이 증명되었다.

임의의 각의 삼등분에 관련된 최근의 연구 방향으로, 종이접기를 이용한 각의 삼 

등분선 구하기를 들 수 있다. 신현용 • 한인기 • 서봉건 • 최선희(2002)는 유클리드적 

도구를 이용해 작도가능한 수들의 집합보다 종이접기를 이용해 표현할 수 있는 수 

들의 집합이 더 크다는 것을 대수적으로 보이면서, 임의의 각의 삼등분선을 접는 

한 방법을 소개하였다. 이상근 • 이춘구(2007, 2008).각의 '삼등분 선들의 다양한 위

1998, p.29)에 의하면, 수학교육의 목표들 중의 하나는

2(X)8년 12월 투고, 2(X)8년 12월 심사 완료
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치와 방정식의 탐구'와 '각의 이등분선 삼등분선의 방정식'을 계산하였다. 삼각형의 

세 내각의 교점에 대한 연구는 미국 수학자 Frank Morley（1860T937）에 의해서 

1899년에 발표되었으며 국내에서 실행된 연구를 찾아보기는 어렵다.

본 연구는 삼각형의 내각의 삼등분선 중 이웃한 삼등분선의 교점을 연결한 도형 

의 넓이를 구하는 문헌연구이다. 먼저 삼각형의 내각의 삼등분선의 교점을 연결한 

삼각형（몰리삼각형）이 정삼각형임을 사인법칙과 코사인 법칙을 활용한 증명을 상세 

히 분석하고 삼각형과 그 내부에 생기는 몰리삼각형의 넓이를 계산하고, 그 넓이를 

비교할 것이다.

본 연구로 얻어진 결과는 중등학교 수학에 관련된 교과내용지식의 영역을 넓힐 

수 있으며, 삼각형의 내각의 삼등분과 관련된 문제를 삼각함수를 이용한 문제해결 

과 작도와 관련된 흥미로운 심화학습 자료가 될 것으로 기대된다.

2. Morley 정리의 한 증명 방법 분석

(1) Morley 정리

삼각형ABC에서 세 내각의 삼등분선을 생각하고 그 결과를 추측하여 증명한 것은 

1899에 미국 하버드대학의 수학자 Frank Morley이다. Morley's miracle이라고 불리기 

도 하는 정리에 대한 증명은 여러 가지이지만 그 중에서 증명1）하나를 소개하고 분석 

해 보자.

[Morley의 정리] ^丄^。의 세 각의 삼등분선이 서로 이웃한 것끼리 만나는 

점을 각각 X, 匕 N 라 하면 AX杉는 정삼각형이다.

본 연구에서 소개하려고하는 정리에 대한 증명의 주요한 생각은 다음 2가지이다.

1. ^^AZB, BXC, CW에서 변AB, BC, AC와 이웃한 각을 알고 있다. 사인법 

칙으로 선분AZ BZ, BX, CX, CY 와 AY을 얻을 수 있다.

2. 코사인 법칙을 적용하여 삼각형A，Z BX 와 CXY에서 선분 XZ, XY 와 杉 

를 비교하여 결정할 수 있다.

삼각형의 내각을 삼등분하는 것을 고려하여 그림 1과 같은 삼각형 ABC에서 세 

각의 크기를 각각 3a, 30, 3十이라 하고, 삼각형ABC의 외접원의 반지름을 氏이라 

하자.

1) A. Letac, Solution (Morley's triangle), Problem No. 490, Sphinx, 9(1939 ) 46. (httD：〃www 

.cut-the-knot.org/triangle/Morley/index.shtml ； D. 0. Shklyarsky, N. N. Chentsov, Y ,M. 

Yaglom, Selected Problems and Theorems of Elementaiy Mathematics, v. 2, problem 97, 

Moscow, 1952.).
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그림1

삼각형의 내각 합이 180° 이므로 a+0 + i=6Q° 을 얻을 수 있다. 그리고 삼각 

형』BC에서 변의 길이와 각, 외접원의 반지름에 관한 사인법칙을 이용하면
-- -- --

2r= BC = M = /LB 

sin3a sin3^ sin3>

로 표현될 수 있으므로 JlB=2^sin3^ AC= 2^sin3^ BC=2Ksin3a이 된다.

그림 1 과 같이 삼각형』BC의 세 내각의 삼등분선 중 이웃하는 삼등분선이 만나 

는 점을 각각 X, 匕 N라 할 때, 이 세 점이 만드는 삼각형X杉의 

기 위해 각 변XY, 杉, X의 길이를 사인 법칙과 코사인 법칙을 

해 보자.

먼저 외접원의 반지름과 변을 이용하여 변BX와 변BZ의 길이를

각형』BC에서 无와 삼각형BCX에서 sin（zBXC）를 계산하면 BC=2Ksin3a이 

고, sin（zBXC）=sin（K —Q —7）= sin（K—（60° — a）） = sin（60 ° — a） 이므로

특성을 알아보

이용해서 계산

계산해보자. 삼
-- ,

LX— BCsin（匕 BCX） _ BCsm> _ 2Rsm3a sin]/
BX= sin（ ZBXC） = sin（匕BXC） = sin（60。一a）

와 같이 나타난다. 여기서 sin3a를 삼각함수의 3배각의 공식과 식의 변형을 이용 

하여 sina를 이용하여 나타내면 다음과 같다.

sin(3a) = 3sin(a)—4sin3(a)

= 4sin(a) |「2斗 —sin2 (a)

=4sina[sin2(60°) —sin2(a)]

=4sina[sin(60") +sina][sin(60") —sina]

..L . [(60「+ a)] [ (60。一任)]队 [(60「+ a)] . [ (6^ — a)ll

= 4sina件叫—2— cos [—2—J j|2cos [—2— s叫—2—]]

..L . [(60° + a)] [(60° + a)]]h. [(60° — a)] [(60° — a)]]

=4如任件叫—2— cos [—2—] n2sin|—2—Jcos [—2—] J
=4sinasin(60" + a)sin(60^ — a)
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이 결과를 이용하여 成를 다시 표현하면

BX= 2辭，¥?sm《 =&Rsinasin7sin（" + a） 
sm（60 —a）

이다. 비슷한 방법으로 BN= 8Ksinvsinasin（6。。+ 十） 로 나타내어 진다.

다음은 몰리삼각형의

제2법칙을 적용해 보자.

으

으

이

한 변의 길이를 계산하기 위하여 삼각형BX에서 코사인 

ZNBX의 크기 는 Q 이므로

X2= BX2 + BZ2—2 BX BZcos （3

적용하여 X를 얻을 수 있다. 여기에 BX, BZ 대신에 각각 

8Ksinasin7sin（60" + a）, 8^sin7sinasin（6^ + 7）

대입하고 외접원의 반지름과 변을 이용하여

XZ = 64氏2sin2asin2v[sin2（60° + a） +sin2（60" + v）

—2sin（60" + a）sin（60" + 7）cos3]

된다. 여기서（60。+ 紀 +（60。+ 7）+3 = 180。이 됨에 착안하여 XZ2식의 변형을 

생각해보자. 외접원의 반지름이 1이고 내각이 각각（60，+ a）,（60。+十）, 3인 삼각 

형尸0?에 사인법칙을 적용하여 변의 길이를 나타내면

PQ= 2sin3 PR= 2sin（60 +3）, QR= 2sin（60 +7）

와 같이 된다. 코사인 제2법칙에 의해서

sin23 =sin2（60° + a） +sin2（6^ + 7） — 2sin（60" + a）sin（60° + 7）cos3

와 같이 표현할 수 있다. 이것을 XZ2에 대입하면

XZ = 64R2sin2asin27sin23 XZ= 8Rsinasin^sin7

이 된다. 이것은 a, 3 7에 대한 대칭식이므로 宓 X▽도 같은 식으로 표현될 수 

있고 Xr= yz= X 임을 알 수 있다. 따라서 삼각형X杉은 정삼각형이다.

（2） 몰리 삼각형의 넓이 탐구

몰리의 정리를 증명하는 여러 방법들 중에서 중등학교 학생들이 읽고 이해할 

수 있는 방법으로 증명 된 것을 자세히 분석하고 설명하였다. 이 증명과정에서 얻 

은 몰리삼각형의 변의 길이 XCY= PZ= XZ=8Rsinasin3sin7를 활용하면 몰리삼 

각형의 넓이를 계산할 수 있다. 그 넓이는

= 气으 JfY! = —4—(8Rsinasin^sin7)2

=16 \/3R2 (sinasin^sin7)2

이다.

주어진 삼각형』BC의 넓이와 몰리삼각형XY7의 면적을 비교해 보자. 삼각형 

』BC의 넓이는 §（』B）（』®sin3o^} 같이 표현되므로 몰리삼각형과 비교할 수 있
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도록 변의 길이를 각을 이용하여 나타내 보면

AB= 2^sin3% BC= 2^sin3^ AC— 2^sin3^

이므로 삼각형ABC와 삼각형XYN의 넓이는 각각

$(△ ABC] = 2R2sin3asin3/8sin3>

$(△ XYZ) = 16 V3R2 (sinasinQsin^)2

이다.

sin3a = 4sinasin(33+a)sin(3 — a) 

sin3Q = 4sin^ sing + jsing-』 

sin37= 4sin7sin(33 + 7)sin(33 — 7)

를 이용하면

$(△ ABC) = 2R2(sin3a)(sin3/8)(sin3>)

$(△ XYZ) 16V§ R2(sinasin/8sin>)2

,3 7T 7T 7T 7T 7T ^
4sin(3+a)sin(3—屮 n(3+〃sin財-〃sin(3+,sin(3-V

①
8 v&sinasinQ sin>

이다.

3. 결론

본 연구는 주어진 삼각형의 세 각의 삼등분선 중 이웃한 삼등분선의 교점을 연 
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결한 도형(몰리삼각형)의 넓이를 구하는 문헌연구이다.

몰리삼각형이 정삼각형임을 증명하는 한 방법을 분석하고, 몰리정리에 대한 증명 

들 중에서 변의 길이를 사인법칙과 코사인 법칙, 삼각함수의 덧셈정리를 이용하여 

증명한 것을 이해하기 쉽게 설명하였다.

몰리삼각형의 변의 길이와 주어진 삼각형의 세 각의 삼등분 각과 외접원의 반지 

름 이용하여 몰리삼각형의 넓이가 16^3氏"sinasinQsin，〉)。임을 표현하였다. 그리 

고 주어진 삼각형과 그의 몰리삼각형 넓이의 비는 일정하지 않다는 것을 보였다.
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