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어떤 수열의 합에 대한 두 가지 접근 방법

윤석주•한인기

ABSTRACT. Two proving methods are investigated. One method uses the 

mathematical induction and the other uses the progression of difference.Two 

methods are analysed and compared. As a result, we get a generalization of these 

series.

1. 서론

수열과 수열의 항들의 합을 지칭하는 급수는 중등학교 수학교과서 뿐만 아니라, 

수학의 발전에서도 중요한 역할을 하였다. 그리고 고중숙([1], p.313)은 '수열과 급 

수는 수학적으로 흥미있을 뿐 아니라 응용성도 풍부하여 일상적인 경제생활에서도 

널리 이용된다'고 하였다. 즉 수열과 급수는 실세계에서 수학의 응용, 모델링과 

련하여 중요한 도구로 활용될 수 있다.

우리나라 수학교과서에서는 고등학교 수학

관

I에서 수열과 급수를 다루는데, 합

n n n
& »(z + 1),、知+ 1)。+ 2)는 고등학교
?: = 1 ?: = 1 ?: = 1

수준에서 수열의 합과 관련하여 다

룰 수 있는 급수들이다. 우정호 외 5인([3])의 수학교과서에서는 합、云를 등차수
Z = 1

n
、户을
i = 1

열의 합의 공식, 합 、山+1)을 '心,
-1 = 1 -1 = 1

이용하여 구하였으며, 합

n
、*。+ 1)。+ 2)는 수학적 귀납법과 관련하여

7； = 1

문제로 제시하였다. 한편 박두일 외

8인(⑵)의 수학교과서에서는 합 、用+ 1)은
7； = 1

연습문제로 제시하였지만,

皿
、用+ 1)。+ 2)은 다루지 않았다.

7； = 1
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기술한 것들 이외의 다른 수학교과서들을 분석해 보면, 합、/,、応+1),
i = 1 =1

皿
、泛+ 1)侦+ 2)의 취급이 일정하지 않으며, 이들 사이의 관련성 및 
i = \

에 대해 기술되어 있지 않음을 알 수 있다. 그러나 추상화된 대상을 

교과의 특성을 감안하면, 이들 대상의 

수학탐구의 중요한 방향이 될 것이다.

관련성을 바탕으로 일반화를

일반화 가능성

연구하는 수학

시도하는 것은

皿 皿
본 연구에서는 합 赤,、用+1), 

i =1 Z =1

수학적 귀납법과 수열의

확장하여 일반화된 합

n
、知+1)(/ + 1 2) 을

(1) $%= 七。의 증명

1 = 1 2

증명. ⑴ n=l인 경우를 조사하자. 등식의 우변에 n = l을 대입하면, 峙=1 

이므로, 등식이 성립한다.

(2) E인 경우에 등식 '歸 俱+1)이 성립한다고 가정하자. 
7； = 1 2

?；=1

차를 바탕으로 방법유추를 통해 증명 하고, 증명방법 을 

n
、用+ 1)。+ 2) + 顶)을 증명할 것이다. 이를 통해 이 합들 사이의 관련성을 밝
?: = 1

히고, 수학적 귀납법을 활용한 증명방법과 계차수열을 이용한 증명방법의 차이점을 

밝힐 것이다.

2. 수학적 귀납법을 이용한 접근

수학적 귀납법은 수학탐구의 중요한 도구들 중의 하나로, Kolmogorov][4], p.ll) 
는 '수학적 귀납법에는 '만약 '그러면 ...'이라는 표현이 많이 있기 때문어】, 많은 

학생들은 수학적 귀납법의 실제적인 내용을 잘 알지 못한다. 수학적 귀납법의 원리 

를 정확히 이해하고, 사용하는 것은 수학에 필요한 논리적인 성숙도를 판가름하는 

좋은 기준이 될 수 있다'고 주장하면서, 논리적 사고력의 계발 신장에서 수학적 귀 

납법의 중요성을 강조하였다.

n n n
합 &、山+ 1),、山+ 1)。+ 2)을 수학적 귀납법으로 증명하고, 증명방법을 

i=1 i = 1 i = 1
n

확장하여 일반화된 합、*。+ 1)。+ 2)+ 顶)을 증명하자.
7；=1
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(3)

된다.

이

儿=岳+1인 경우를 조사하자. 등식 勇£ = 끄쓰+끄의 양변에 岳+1을 더하면, 

7； = 1 2

（1 + 2T-----卜岛） + （岳+1） = 끄저끄1）+戻+1）,、*= 끄서끄1）+戻+1）
2 8=1 2

얻어진다. 이제 등식의 우변을 정리하면, 끄끄끄+統+1） =

이로부터 儿=岳+1 에 대해 증명하려는 등식이 성립한다.

5쁘. （岳+1）限+1） + 1] 戻+ 1）戻+ 2） m
〉疔------ 2------=---- 2----  口
Z = 1

（册+ 1）（册+ 2）가

2

증명과정을 분석하면, 수학적 귀납법의 첫 번째 단계인 n=1 에서는 등식의 

에 1을 대입하여, 좌변과 같음을 보였다. 그리고 九 = 用+1에서는 

3崩 = 끄—끄 의 양변에 같은 식을 더한 다음, 인수분해를 통해 식을 정리하였다. 

?: = 1 2

수학적 귀납법의 사용과 관련하여 한 가지 주목할 것은 수학적 귀납법의 활용에 

끄—） 이 된다는 것을 직접 구한 것이 아니라, 등식

우변

등식

서는 합 、冲
7； = 1

丸=끄끄끄의

7； = 1 2

타당성을 보였다는 것이다. 즉 등식 方끄이 주어지지 

i = 1 2

않는다면, 먼저 등식 3崩=国也+1〉을 추측하고, 추측된 등식에 대해 그 타당성을 

7；=1 2

수학적 귀납법을 사용하여 증명해야 한다.

3
⑵ $如好1）=끄끄"+2） 의 증명

7；=1 3

公 = 끄"끄1） 의 증명과 유사한 방법으로, 즉 방법유추를 바탕으로 증명과정을
■1 = 1 2

기술하자. 앞에서 분석했던 것처럼, 첫 번째 단계인 n=1 에서는 등식의 우변에 1을

대입하여, 좌변과 같음을 보이고, 九 = 岳+1에서는 등식 史用+ 1） = 끄끄（" + 2）
Z = 1 3

의 양변에 같은 식을 더한 다음, 인수분해를 통해 식을 정리하자.

증명. ⑴ n = l 인 경우를 조사하자. 등식의 우변에 n=l 을 대입하면,

1 • 2 • 3丄^=1.2이므로, 등식이 성립한다.
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（2） 儿 = 而인 경우에 등식

（3） 儿 = 岳+1인 경우를

以好1）=이이이！가 성립한다고 가정하자.

7； = 1 3

（2） 儿 = 而인 경우에 등식 3崩侦+ 1海+ 2）= 끄이1）統이）（"이 가 성립한다고 
Z = 1 4

가정하자.

（3） 九 = 岳+1인 경우를 조사하자. 등식 £山+ 1）。+ 2）= 끄느끄끄土이 

의 양변에 戻+1）戻+ 2）戻+ 3）를 더하면,

조사하자. 등식 以好1）=이브이*의 양변에 

?: = 1 3

統+ 1）統+2）를 더하면,

[1 • 2 + 2 • 3+••• + 用戻+1)] +戻+1)戻+ 2) = 也쓰긔쓰土Zl+Q+MQ+Z),

果用+ 1） = 이끄끄1이끄끄2）+（岳+1）統+2）
Z = 1 3

가 얻어진다. 이제 등식의 우변을 정리하면,

이끄이奸2） +（奸1）（奸2） 顼이您끄2）（奸3）

이 된다. 이로부터 儿 = 岳+1에 대해 증명하려는 등식이 성립한다.

丄戻+1）限+1）+1］限+1）+2］（岳+1）（岳 + 2）（岳 + 3） „
山"1）=------------------ 3-------------------- =------------- 3------------- 口

7； = 1 3 3

증명한 두 등식 £尸 七 D, £［応 + 1） = 이也旦3也也을 비교하면, 공통 

점을 찾을 수 있다. 즉 분수식 ——, 끄也土이—의 분자에는 연속하는 수 

들이 두 개, 세 개가 있으며, 이들 연속하는 수의 개수는 분모에 놓인 수와 일치한 

n
다. 이를 바탕으로 합、知+ 1）。+ 2）에 대한 다음 등식을 추측하고, 등식 

7；=1

史用+1） = ——— 와 유사한 방법으로 증명할 수 있다.

7； = 1 3

4
⑶ $X + 1）（z + 2）= 끄也느峙巫地의 증명

?: = 1 4

증명. ⑴ n=1 인 경우를 조사하자. 등식의 우변에 n=1 을 대입하면, 

1 • 2 • 3 • 44 =1・2・3이므로, 등식이 성립한다.
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[1 • 2 • 3 + 2 • 3 • 4+…+ 处戻+1)(处+ 2)] +(处+ 1)(处+ 2)(处+ 3)

=砒+1)(了 2)戻+ 3)+(面+1)統+2)統+3),

즈^

氛侦 +1 海 + 2）=風 I。統：2）統+3）+ ^+1）^+2）^+3） 
?; = 1 4

가 얻어진다. 이제 등식의 우변을 정리하면,

用戻+1）戻+ 2）戻+ 3）丄"丄〔V,丄〃丄戻+1）戻+ 2）戻+ 3）戻+ 4） 
-------  --------+（册+1）（册 +2）3 + 3） =-------- 4------------------

가 된다. 이로부터 n = /c + 1 에 대해 증명하려는 등식이 성립한다.

M,丄Si （册+1）（册+ 2）（册+ 3）（册+ 4） ^23 + 1）3 + 2）= 
7；=1 4

이제 식 —— n(n + 1)(n + 2) n(n + 1)(n +2)^ + 3) 이
공통점을 바탕으

n
로, 합 、知+ 1）。+ 2） …。+ 顶） 의 계산 결과를 추측할 수 있다. 즉

/ = 1

n
泛+ 1海 + 2） ・- （好项）에서 인수들이 项개 이므로,、用+ 1）。+ 2）…。+ 力 은 분자

Z = 1

에 侦+2）개의 연속하는 자연수가 포함되며 분모는 侦+ 2）가 될 것이다. 즉 등식

$X + 1)(z + 2)…(f )，"+1眼+2)顷* …(” + 顶+1)
?; = 1 J + 2

을 추측할 수 있다. 이를 증명하자.

⑷ 丸（z + 1）（z + 2） ... （f） = 泓” + 1" + 2）（；+3） … （f+1） 의 증명
= 1 + 2

증명. ⑴ n = 1 인 경우를 조사하자. 등식의 우변에 孔 = 1을 대입하면, 

^2'3..... （1+顶+1）=1・ 2 • 3 …… （1+顶） 이므로, 등식이 성립한다.

顶+ 2

顶+ 2
（2） n = 岳인 경우에 등식

《寸丄•丄，•丄風用+1）統+ 2）統+ 3）…統+顶+1） LzS + MS + z）…（z+j）=------------------------
?：=1

가 성립한다고 가정하자.

（3） 九 = 岳+1인 경우를 조사하자. 등식

$,丄•丄，•丄風用+1）統+ 2）統+ 3）…統+顶+1） 
、z（z + 1）（z + 2）…（z + j） =---------- 7—7：---------------------

?: = 1 J + 2

의 양변에 （用 + 1）（用 + 2）（用 + 3） ••• （用+1+j）를 더하면,
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［1 • 2 • 3.......... （顶+1）+…+ *（* + 1）侦+ 2）…（面 + 顶）］

+ （岳+1）（岳 + 2）（岳+3）…（k+\+j）

=俱+1）（奸2）（七+3）...（奸顶I、統+1）統 + 2）統 + 3）...統+1+顶），

J + 2
7N_

k+ 1

以好1）。+ 2）…。+顶）
7；=1

k（k+ 1）（册 + 2）（册 + 3）…（册+ 顶+1） I /, if I oW? I q\ / ］丄 1 I=--------------------- ---- ----------------------HUc+DUc + Z^S + S）…（S + 1+j）
j + 2

가 얻어진다.

이제 등식의 우변을 정리하면,

為戻+1）戻+ 2）?+23）…戻+顶+1） +戻+1）統+ 2）統+ 3）...統+1+顶）

_戻+1）戻+ 2）戻+ 3）…戻+顶+ 2） 
7+2

가 된다. 이로부터 九 = 岳+1에 대해 증명하려는 등식이 성립한다.

氛侦 + 1）侦 + 2）...（由）/+1）妇2）（車）…1 + 2） 口
i = 1 J + 2

n n n n
합 £“。+ 1）, £"。+1）。+2）, £"。+1）。+2） …。+顶）을 수학적 귀납법 

Z = 1 X = 1 X =1 Z =1

을 이용하여 증명하기 우】해, 본 연구에서는 이들 합에 관련된 등식을 추측하였다. 

그런 다음, n=1 에 대해 등식의 우변에 1을 대입하여 등식을 증명하고, 儿 = 岳+1에 

서는 등식의 양변에 같은 식을 더한 다음, 인수분해를 통해 식을 정리하였다.

3. 수열의 차를 이용한 접근

어떤 수열에서 항들의 차 또는 합들의 차를 이용하는 방법이 수학에 폭넓게 활 

용되고 있다. 예를 들어 수열 ｛%〕에 대해 如,=%+i—%으로 정의된 수열 ｛如｝을 

계차수열이라 부르며, 등비수열의 합의 공식을 유도할 때도 수열의 합의 차를 이용 

한다.

皿 n n 皿
본 연구에서는 합 急,、応+ 1）,、応+ 1）（* + 2）,、応+ 1）侦+ 2） ・-侦 +顶） 에 

7；=1 7； = 1 7； = 1 7；=1

서 수열의 일반항 i, 山+ 1）, *。+ 1）。+ 2）, *。+ 1）。+ 2）…。+顶）이 어떤 수열의 

계차수열임을 이용하여, 합의 공식을 유도할 것이다.
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⑴ 합 :&을 구하기
i=l

皿
풀이. 수열의 합 :S*에서 일반항 *를 계차수열로 얻기 우】 해, %=n(n+l) 을 생 

i=l

각하자. 그러면 % — i=n(n—l) 이 된다. 이제 %一% — i을 계산하면,

an — an_x = n(n+\')—n(n—\')= n(n+\—n+\) = 2n
I 、 Q* — Cb^ — -\ (為—di이 얻어진다. 이로부터 n= 一 一一 이 됨을 알 수 있다. 즉 2 = 一一二

do (扁 _一 、 、、、、 、、、、、 、亠 、、、、3 = 一^一, - 등이 성립한다. 이제 수열의 합을 계산하자.

결국 ,£：=1+一一一=1+끄3一二一=끄(一一가 얻어진다. 口

살펴본 접근 방법과 수학적 귀납법에 의한 증명 방법의 가장 큰 차이는 수학적 

귀납법에서는 등식 如 = 一一一이 주어진 후에 증명이 시작될 수 있지만, 계차

7； = 1 厶

수열을 이용한 증명에서는 풀이과정에서 합 끄(一一가 유도된다는 사실이다.

(2) 합、知+ 1)을 구하기 
?: = 1 

n
풀이. 수열의 합 、用+1)에서 일반항 泛+1)을 계차수열로 얻기 우］해, 

i=1

% =n(n+1)(n + 2)을 생각하자. 그러면 % —1 =n(n—1)(n + 1) 이 된다. 이제

%—%•-1 을 계산하면,

an — an _ 1 = n(n+1)(n + 2)—n(n _ 1)(n+1)=n(n+1)(n + 2 _ n+1)=3n(n+1)

이 얻어진다. 이로부터 n(n+1) = 一一一그이 됨을 알 수 있다. 즉

(為—a，1 。3 —。2 .. ........................................................ 、、、、
2 ・ 3 = —그, 3 ・ 4 = —그, … 등이 성립한다. 이제 수열의 합을 계산하자.

n
、/(/ + 1) = 1 ♦ 2 + 2 ♦ 3 + 3 • 4+ +n(n+1)

?: = 1

=1 • 2 + % —。1 % 一％ I , an—C
^—+^—+'"+-그
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결국

丸(好1)=1 . 2+ 宇=1 . 2+"S+l眼+；)7・"3
z = l 3 3

가 얻어진다. 口

n(n+1)(n+2)
3

살펴본 증명과정을 분석하자. 첫째, /侦+1）을 계차수열로 얻기 위해 수열 

% =n（n+1）（n + 2）을 생각하며, 둘째 %, — %—1을 이용하여 n（n + 1）을 표현하여
n n

、用+ 1）에대입하여 정리하였다. 이러한 접근 방법을 합、用+ 1）。+ 2）을 구하 
?: = 1 ?: = 1
기 위해 유추하여 사용할 수 있다.

n
（3） 합、知+ 1）。+ 2）를 구하기

/ =1

n n
합、用+ 1）을 구하는 방법을 방법유추하여 、/+ 1）。+ 2）을 구하자. 즉 

/=1 /=1

/侦 + 1）侦 + 2） 를 계차수열로 얻기 위해 수열 {%} 을 생각하며, 둘째 % —%,— 1 을 이

皿
용하여 n(n + 1)(n+2)를 표현하여、泛+ 1)侦+ 2)에 대입하여 정리하자.

7；=1

풀이. % =n(n+1)(n+2)(n+3)라 놓으면, %,— 1=n(n—1)(n+1)(n+2)가 된다. 

이제 % —% — 1 을 계산하면,

an — an—1 =n(n+1)(n + 2)(n + 3)—n(n—1)(n+1)(n + 2)

= n(n+1)(n+2)(n + 3 —n+1)=4n(n+1)(n + 2)

가 얻어진다. 이로부터 n(n+1)(n + 2) = —一그이 됨을 알 수 있다. 즉

2 ・ 3 . 4 =
（扃—Qi （奴—（加 ................................................. .. 、、、
—一, 3・4・5 = 一一, ••- 등이 성립한다. 이제 수열의 합을 계산하 

자.

n
、知+ 1)。+ 2) = 1・2・3 + 2・3・ 4+…+ n(n+1)(n + 2)

7；=1

= 12 3 + 例—。1 I , an~an-1 
一^+…+-4-

결국

n
»(/ + 1)(/ + 2)=】, 2 , 3 + ^一一-
Z = 1 4

° ci(n+1)(n+2)S+3) — 1・2・3,4 n(n+1)(n + 2)(n+3)=1 . 2 . 3T-------------------------------------------------- =------------------------------4 4
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가 얻어진다. 口

n 皿 n n
합 ££, ££G+i）, £"G+i）侦+2）을 일반화시킨 £“g+i）侦+2）・-侦+项）을 

i=l i=l i=l i=l

방법유추를 바탕으로 구하자.

(4) 합、応+ 1)侦+ 2)・-侦 +顶)를 구하기
7：=1

증명 %, =n(n+1)(n + 2)… (n + j'+1) 라 놓으면,

%,— 1 =n(n—1)(n+1)(n+2)…(n + j)

가 된다. 이제 % 一%—1 을 계산하면,

% — % — 1 = n(n + 1)(n+2)…S+j'+1)—n(n — 1)(n+1)(n+2)…(n + j)

= n(n+1)(n+2)…(n + j')(n + j'+1—n+1) = (顶+ 2)n(n+1)(n+2)…(n + 顶)

가 얻어진다. 이로부터 n(n + 1)(n+2) … (儿+顶) =끜+|그이 됨을 알 수 있다.

즉 2 • 3 • 4・-(顶 + 1) =、^, 3 ・4・5・-(顶 + 2) = ^歹, … 등이 성립한다. 이제 
J + 2 J + 2

수열의 합을 계산하자.

n
、知+ 1)(好2)...(好顶)

?: = 1

=1・2・3.......... (顶+1) + 2・3・4............ (顶+ 2)+------+n(n+1)(n + 2)…(顶+ n)

=1 • 2 • 3..........侦+1) +
例一 ％ %一%.
■:汗＞+ +—7屯

결국

为/(/ +1)(/ + 2)…(/+顶)=1 • 2 • 3.......... (顶+1)+ ： 1
z = 1 J + 2

■, Q 그 广4口,血+1如+2如+3)-("顶+1) — 1 点・3……(顶+2)
i2.3.........0+i)+----------------------------------汗分----------------

_ n(n+1)(n+2)(n+3)…(n + j' + 1)
= 7+2

가 얻어진다. 口

皿 n n 皿
합 ££(*+1), £"(*+1)侦+2), £"侦+1海+2)・- (寸+顶)을 계차수열을 이

?: = 1 ?: = 1 ?: = 1 ?: = 1

용하여 구하기 위해, % =n(n+1), % =n(n+1)(n + 2), % =n(n + 1)(n+2)(n+3),

an =n(n+1)(n + 2)… (n +顶+1)을 생각하였다. 그러면 수열 {n}, {n(n+1)}, 
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{n(n+l)(n + 2)}, {n(n+l)(n + 2)… (n +顶)} 가 계차수열로 얻어진다.

계차수열을 이용한 이 방법의 한 장점은 다양한 수열의 합에 대한 등식과 이에 

관련된 일반화를 비교적 쉽게 얻을 수 있다는 점이다. 예를 들어

n
% =4疽+ 20n + 21 로 잡으면, %. —%._i = 8n+16이 된다. 즉 합、(8n+16)을 앞에

X =1

서와 같은 방법으로 얻을 수 있으며, 이를 바탕으로 새로운 일반화된 수열의 합을 

얻을 수 있다. 이러한 탐구방법은 학생들의 창의적 산출물을 얻는 흥미로운 방법으 

로 사용될 수 있다.

4. 결론

수열과 급수는 중등학교 수학교과서 뿐만 아니라, 수학의 발전에서도 중요한 역 

할을 하였고, 실세계에서 수학의 응용, 모델링과 관련하여 중요한 도구로 활용될
n n n

수 있다. 본 연구에서는 합 '湖 »。+ 1),、/ + 1)。+ 2)을 수학적 귀납법, 수
1=1 1=1 1=1

열의 차를 바탕으로 방법유추를 통해 증명하고,

n
、泛+ 1)侦+ 2) ・-侦 +顶)을 증명하였다.

7； = 1

증명방법을 확장하여 일반화된 합

수학적 귀납법을 이용하여 합 :
7；=1

皿
、泛+1),

7；=1

n
»(好1)侦+ 2),

7；=1

皿
、泛+ 1)侦+ 2) -・ 侦 +顶) 에 관련된 등식을 증명하기 우］해, 먼저 

7； = 1

등식을 추측하여야 했다. 그런 다음, n = 1에 대해 등식의 우변에 1을 대입하여 등 

식을 

통해 

정의

이들 합에 관련된

증명하고, 九 = 岳+1에서는 등식의 양변에 같은 식을 더한 다음, 인수분해를 

식을 정리하였다. 본 연구에서는 등식의 추측과 증명에 관련된 내용을 증명과 

관련성을 강조하여 기술하였다.

한편 수학적 귀납법에서는 등식 公 = 泓"：1)이 주어진 후에 증명이 시작될 
?: = 1 2

수 있지만, 계차수열을 이용한 증명에서는 풀이과정에서 합 ”") 를 유도하였

皿 n 皿 n
다. 합 急,、応+ 1),、泛+ 1)侦+ 2),、応+ 1)(* + 2) ・一 (* +顶)을 구하기 우］해, 

?: = 1 ?: = 1 ?: = 1 ?: = 1

수열 %,=n(n+1), %, =n(n+1)(n + 2), % =n(n+1)(n+2)(n+3),

an =n(n+1)(n + 2)… (n +顶+1)을 생각하여, {n}, {n(n+1)}, {n(n+1)(n + 2)}, 

{n(n+1)(n + 2)… (n +顶)} 를 계차수열로 얻었다. 즉 n, n(n+1), n(n+1)(n+2), 
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n(n+l)(n + 2)… (n + 顶)을 % 一%,-「「을 이용하여 표현하여 구하는 합을 계산하였 

다.
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