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Abstract

  The low flow analysis is an important part in water resources engineering. Also, the results of low 

flow frequency analysis can be used for design of reservoir storage, water supply planning and 

design, waste-load allocation, and maintenance of quantity and quality of water for irrigation and wild 

life conservation. Especially, for identification of the uncertainty in frequency analysis, the Bayesian 

approach is applied and compared with conventional methodologies in at-site low flow frequency 

analysis. In the first manuscript, the theoretical background for the Bayesian MCMC (Bayesian 

Markov Chain Monte Carlo) method and Metropolis-Hasting algorithm are studied. Two types of the 

prior distribution, a non-data- based and a data-based prior distributions are developed and compared 

to perform the Bayesian MCMC method. It can be suggested that the results of a data-based prior 

distribution is more effective than those of a non-data-based prior distribution. The acceptance rate of 

the algorithm is computed to assess the effectiveness of the developed algorithm. In the second 

manuscript, the Bayesian MCMC method using a data-based prior distribution and MLE(Maximum 

Likelihood Estimation) using a quadratic approximation are performed for the at-site low flow 

frequency analysis. 

keywords : At-site low flow frequency analysis, Uncertainty, Bayesian MCMC, Prior distribution, 

Metropolis-Hastings algorithm, MLE, Quadratic approximation
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요   지

저수분석(low flow analysis)은 수자원공학에서 중요한 분야 중 하나이며, 특히 저수량 빈도분석(low flow 

frequency analysis)의 결과는 저수(貯水)용량의 설계, 물 수급계획, 오염원의 배치 및 관개와 생태계의 보존을 위한 

수량과 수질의 관리에 중요하게 사용된다.

그러므로 본 연구에서는 저수량 빈도분석을 위한 점 빈도분석을 수행하였으며, 특히 빈도분석에 있어서의 불확실

성을 탐색하기 위하여 Bayesian 방법을 적용하고 그 결과를 기존에 사용되던 불확실성 탐색방법과 비교하였다. 본 

논문의Ⅰ편에서는 Bayesian 방법 중 사전분포(prior distribution)와 우도함수(likelihood function)의 복잡성에 상관없
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이 계산이 가능한 Bayesian MCMC(Bayesian Markov Chain Monte Carlo) 방법과 Metropolis-Hastings 알고리즘을 

사용하기 위한 여러 과정의 이론적 배경과 Bayesian 방법에서 가장 중요한 요소인 사전분포를 구축하고 이를 비교 

및 평가하였다. 고려된 사전분포는 자료에 기반하지 않은 사전분포와 자료에 기반한 사전분포로써 두 사전분포를 이

용하여 Metropolis-Hastings 알고리즘을 수행하고 그 결과를 비교하여 저수량 빈도분석에 합리적인 사전분포를 선

정하였다. 또한 알고리즘의 수행과정에서 필요한 제안분포(proposal distribution)를 적용하여 그에 따른 알고리즘의 

효율성을 채택률(acceptance rate)을 산정하여 검증해 보았다. 사전분포의 분석 결과, 자료에 기반한 사전분포가 자

료에 기반하지 않은 사전분포보다 정확성 및 불확실성의 표현에 있어서 우수한 결과를 제시하는 것을 확인할 수 있

었고, 채택률을 이용한 알고리즘의 효용성 역시 기존 연구자들이 제시하였던 만족스러운 범위를 가지는 것을 알 수 

있었다. 최종적으로 선정된 사전분포는 본 연구의 Ⅱ편에서 Bayesian MCMC방법의 사전분포로 이용되었으며, 그 

결과를 기존 불확실성의 추정방법의 하나인 2차 근사식을 이용한 최우추정(maximum likelihood estimation)방법의 

결과와 비교하였다.

핵심용어 : 저수량 점 빈도분석, 불확실성, Bayesian MCMC, Metropolis-Hastings 알고리즘, 사전분포 최우추정방법, 

2차 근사법

..............................................................................................................................................................................................

1. 서  론

저수분석(low flow analysis)은 수공구조물의 설계, 

하천환경의 보전 및 생활․공업․농업용수의 안전한 취

수를 위한 최소 유량의 보장, 오염원의 배치 등 수량과 

수질의 관리에 중요하게 사용된다. 년 평균 유량, 절대 

최소 유량 등 저수량을 표현하기 위한 많은 지표들이 

존재하지만 특정한 년 최소 유량의 시계열 자료를 이용

한 빈도분석의 결과가 저수량을 나타내기 위하여 가장 

흔히 사용되어 진다. 저수량 분석을 수행하기 위해서 

국내에서는 주로 갈수량에 해당되는 355위 유량(Q355)을 

이용한 이 값의 10년 평균값(평균 갈수량) 또는 10년 

빈도분석 값(기준 갈수량)을 산정하여 사용하고 있으며, 

미국 및 영국 등의 국가에서는 7일 지속기간 10년 빈도

유량 (7Q10)을 주로 사용하고 있다. 그러나 수자원장기

종합계획, 댐 건설 장기계획 등의 국내 주요 중장기 계

획은 빈도분석의 확정적인(deterministic) 값만을 이용

하여 수립되고 있으며, 빈도분석결과의 불확실성을 반

영한 확률적인(probabilistic) 값이 이용되는 계획은 찾

아보기 힘들다. 이는 불확실성에 대한 인식 부족과 함

께 불확실성에 대한 계산방법이 현실을 제대로 반영하

지 못함으로써 빈도분석 결과의 정확성에 대한 신뢰도

가 낮은 것에 기인한다고 할 수 있다. 

빈도분석을 수행하고자 하는 지점에서의 자료의 길

이가 충분한 경우에는 점 빈도분석(at-site frequency 

analysis)을 적용하여 결과를 산정할 수 있다. 점 빈도

분석의 첫 번째 과정은 확보된 자료를 합리적으로 표현

할 수 있는 확률 분포함수를 선정하는 것이며, 가장 흔

히 사용되는 확률 분포함수로는 이모수 또는 삼모수의 

Lognormal 분포함수와 Weibull 분포함수라 할 수 있다 

(Gumbel, 1958; Gary, 1987; Nathan and MacMahon, 

1990). 통계적 적합성 검토를 이용하여 최종적인 확률

분포함수가 선정되면 적률법(method of moment), 최우

추정(maximum likelihood estimation)방법 등과 같은 

모수적 방법이나 비모수적 방법을 사용하여 선정된 확

률 분포함수의 모수를 추정해야 한다. 추정된 모수를 

이용하여 구하고자 하는 재현기간(return period)에 해

당되는 분위수(quantile)을 추정할 수 있으며, 최종적으

로 특정 지점에 대한 빈도곡선을 작성할 수 있다.

위와 같은 빈도분석과정을 이용하면 특정지점에서의 

확정적인(deterministic) 결과 값을 얻을 수는 있지만 

빈도분석 결과의 불확실성을 표현할 수 있는 확률적인

(probabilistic) 결과를 산정할 수는 없다. 불확실성을 나

타내기 위해서 일종의 근사식을 사용하여 대략적인 신

뢰구간을 산정하고 이로부터 분석결과의 불확실성을 표

현하고자 하는 연구가 진행된 바 있다 (Stedinger, 

1983; Chowdhury and Stedinger, 1991; Stedinger et 

al., 1993, Cohn et al., 2001). 그러나 근사식을 사용한 

신뢰구간 산정방법은 확률 분포함수의 모수를 산정함에 

있어서 정상성(normality), 선형성(linearity) 등의 가정

이 필요하므로, 불확실성을 산정함에 있어서 비현실적

인 값을 산정하거나 과대 추정되는 경우가 있는 것으로 

알려져 있다(Reis Jr. and Stedinger, 2005).

근사식을 사용한 모수의 불확실성 추정방법을 대신

하여 Bayesian 접근방법을 사용한 모수 및 불확실성의 

추정이 수행될 수 있다. Bayesian 방법은 근사식을 사

용하기 위한 가정 조건이 필요하지 않기 때문에 특히 

불확실성을 표현하는 데 있어서 근사식을 사용한 방법
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보다 우월할 수 있다. Bayesian 방법을 사용하기 위해

서는 사전분포(prior distribution)로부터 사후분포

(posterior distribution)를 산정해야 하는 데, 이를 계산

하기 위해서는 해석적으로 산정되기 어려운 적분항들이 

포함되어 진다. 그러므로 과거 초기 연구단계에서는 공

액사전분포(conjugated prior distribution)을 적용하여 

사후분포를 쉽게 해석적으로 구하여 모수 및 불확실성

을 나타내고자 하는 연구가 진행된 바 있다(Vicens et 

al., 1975; Wood and Rodriguez-Iturbe, 1975a, b). 그러

나 공액 사전분포를 사용한 Bayesian 접근 방법의 수자

원 공학으로의 적용은 자료를 합리적으로 표현할 수 있

는 사전분포를 사용하게 되지 못하는 경우가 많아 

Bayesian 방법을 사용하기 위한 원래 목적을 벗어나게 

될 수 있다는 논쟁으로 그 간 활발히 적용되지 못하다

가 최근 들어 발전한 계산 능력과 전체 탐색법 개념의 

알고리즘의 개발로 인하여 90년대 후반부터 다시 빈도

분석 분야, 강우-유출모형의 보정 분야 등에 활발히 사

용되고 있다(Coles and Powell, 1996; Madsen and 

Rosberg, 1997; Kuczera and Parent, 1998; Kuczera, 

1999; Zhang and Govindaraju, 2000; Thiemann et al., 

2001; Wang, 2001; O'Connell et al., 2002; Vrugt et al., 

2003; Kingston et al., 2005; Reis Jr et al., 2005; Reis 

Jr. and Stedinger, 2005; Kavetski et al., 2006; Seidou 

et al., 2006; 김, 2007; Lee and Kim, 2007). 

그러나 위에서 제시한 저수분석의 중요성에도 불구

하고 Bayesian 방법을 사용하여 저수량 빈도분석을 수

행하기 위한 일련의 과정들은 연구사례가 상대적으로 

적다. 그러므로 본 연구에서는 최근 활발히 사용되고 

있는 Metropolis-Hastings 알고리즘(Metorpolis et al.)

을 적용한 Bayesian Markov Chain Monte Carlo 

(Bayesian MCMC)방법을 사용하여 저수량 빈도분석을 

수행하고 그 결과를 MLE 이차 근사식을 이용한 결과

와 비교하여 두 방법 간의 장단점을 비교하는 연구를 

수행하였다. 이를 위하여 연구의 Ⅰ편인 본 논문에서는 

연구의 수행을 위해 필요한 이론적 배경을 서술하고 

Bayesian 방법을 적용하는데 있어서 중요한 사전분포

를 구축하는 연구를 수행하였다.

2. Bayesian 방법과 Bayesian MCMC

베이즈의 정리는 A가 먼저 발생하고 그 후에 B가 발

생하는 두 개의 사건 A, B가 서로 종속적일 경우 A의 

사건에 의해 B 사건의 확률이 달라진다는 것이다. 베이

즈의 정리를 수식으로 나타내면 Eq. (1)과 같고, 여기서 

각각의 확률 사건을 연속 확률밀도함수(Probability 

density function)로 나타내면 베이즈의 정리는 Eq. (2)

와 같이 표현될 수 있다.

 









                 (1)

 

       


 ⋯ 

 ⋯ 
 (2)

Eq. (2)에서 좌변의       는 사후분포

(Posterior distribution), 우변 분자의  는 사전분포

(Prior distribution)라 명명되며, 우변의 분모는 상수로

서 주변분포(Marginal distribution)이고, 우변의 분자의 

 ⋯ 는 발생할 수 있는 모든 가능성을 고

려한 우도함수(Likelihood function)이다. 그러므로 Eq. 

(2)로부터 사후분포는 우도함수와 사전분포의 곱에 비

례하게 됨을 알 수 있다. 분석하고자 하는 자료를 나타

낼 수 있는 확률밀도함수가 결정되면 이로부터 우도함

수를 유도할 수 있고, 적절한 사전분포를 부여함으로써 

사후분포로부터 확률밀도함수의 모수를 추출하고 모수

의 불확실성을 탐색할 수 있다.

Bayesian 방법을 이용한 모수의 추정은 모수를 미지

의 상수로 간주하는 것이 아니라 미지의 난수(random 

number)로 간주하게 됨으로써 추정의 관심이 되는 모

수의 불확실성의 정도를 확률 모형을 이용하여 표현할 

수 있게 된다. 결국 Bayesian 방법을 이용한 모수의 추

정은 자료로부터 얻은 모수에 대한 정보와 모수에 대한 

과거의 경험 또는 주관을 사전분포로 표현함으로써 보

다 정확한 모수의 불확실성에 대한 탐색에 그 목적이 

있다고 할 수 있다.

그러나 Bayesian 방법을 이용하여 사후분포를 계산

하는 것은 쉬운 작업이 아니다. 특히 Eq. (2)의 우변의 

분모의 적분은 결정된 확률밀도함수에 따라 적분이 가

능할 수도 있으나, 대부분의 확률밀도함수는 수학적으

로 적분하기 어려운 경우가 많다. 또한 확률밀도함수로 

표현되는 우도함수와 사전분포를 이용하여 모수의 추출

이 가능한 형태의 사후분포를 산정하는 것은 수학적으

로 어려운 경우가 많다. 그러므로 Bayesian 방법의 초

기 연구단계에서는 위와 같은 Bayesian 방법의 적용에 

필요한 계산을 위하여 공액사전분포(conjugated prior 

distribution)를 이용하는 경우가 많았다. 

공액사전분포란 수학적 계산이 가능한 우도함수와 

사전분포의 조합으로써 예를 들어 우도함수를 이항분포

로 사용하고 사전분포를 Beta분포로 사용하면 사후분
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포가 Beta분포로 계산되어 진다. 그러나 공액사전분포

의 사용은 우도함수와 사전분포를 결정하는 데 있어서 

많은 한계가 있고, 특히 사전분포를 선정함에 있어서 

모수의 과거 경험이나 사용자의 직관과는 무관한 분포

를 선정해야 하는 단점이 있다. 이는 Bayesian 방법을 

사용하는 데 있어서 가장 중요한 사전분포의 의미와 모

순되는 사항이며, 이러한 모순으로 인해 Bayesian 방법

은 많은 논란이 있었다. 

그러나 최근 계산능력의 하드웨어부분의 발전과 주

변 확률분포함수의 적분이 필요 없는 Metropolis- 

Hastings 알고리즘, Gibbs sampling 알고리즘, 주표집

(Importance sampling) 알고리즘과 같은 Bayesian 

MCMC 방법에 입각한 Bayesian 계산방법의 소프트웨

어부분의 발전으로 인하여 공액사전분포를 사용하지 않

아도 Eq. (2)의 계산이 가능하데 됨으로서 서론에 언급

한 연구사례와 같이 최근 들어 수자원공학 분야에서도 

다시 활발히 적용되고 있는 실정이다.

Bayesian MCMC방법이란 마코프 연쇄(Markov 

chain)과 몬테카를로 적분(Monte carlo integration)을 

이용하여 사후분포로부터 모수를 추출하고 통계적 특성

치를 계산하는 방법이다. 즉, 마코프 연쇄를 이용하여 

모수간의 관계를 구성하고 이를 상당히 큰 수만큼 반복

하는 몬테카를로 적분기법을 이용하여 최종적으로 모수

의 통계적 특성을 산정하는 방법이다. 여러 가지 

Bayesian 계산 방법 중에서 가장 활발히 사용되고 있는 

알고리즘은 Metropolis-Hastings 알고리즘으로 기본적

인 개념은 Metropolis et al.(1953)에 의하여 만들어 졌

으나 최근 들어 개선되어져 활발히 이용되고 있다. 마코

프 연쇄는 불변(invariant)인 임의의 함수, 와 임의의 

제안분포(proposal distribution), 를 이용하여 다음과 

같이 정의될 수 있다. 또한 Eq. (3)에서 를 구하고자 

하는 사후분포,  가 불변하다는 가정 하에 대체하

면 좌변 또는 우변이 큰 부등식 (4)를 얻을 수 있다.

       (3)

       (4)

Eq. (4)의 부등식을 등식으로 바꿀 수 있는 값은 반

드시 존재하는데, 이를 로 표현하여 고려하면 다음과 

같은 등식 (5)를 얻을 수 있다.

        (5)

Eq. (5)를 에 대하여 정리하면 최종적인 Eq. (6)을 

얻을 수 있고, 를 채택확률(acceptance probability)이

라 한다.

  



 
  

 



   (6)

그러므로 채택확률은 마코프연쇄를 구성하는 임의의 

두 모수에 대한 제안분포의 값과 사후분포의 값에 의해 

계산되어지며, 확률적 개념 하에 1보다 작은 값으로 계

산되어진다. 합리적인 채택확률이 계산되고 알고리즘이 

효율성을 가지기 위해서는 제안분포가 무작위적인 수를 

발생시킬 수 있도록 합리적으로 선정되어야 할 필요가 

있다. 채택확률을 이용하여 추정하고자 하는 모수를 구

하는 Metropolis-Hastings 알고리즘은 다음과 같은 과

정으로 표현할 수 있다.

Step 1)   에서의 임의의 를 선정한다.

Step 2) 제안분포로부터 제안 모수 를 무작위적으

로 생성한다.

Step 3) 식 (6)으로부터 채택확률을 계산한다.

Step 4) 0과 1사이의 균일분포로부터 무작위수 를 

생성한다.

Step 5) 만약   이면, 를 로 교체하고 반

대의 경우에는   를 로 교체한다. 

(즉   인 경우에는 제안분포로부터 생성

된 를 사용하지 않는다.)

Step 6) 를 1 증가시키고 Step 2)로 돌아간다.

Step 7) 충분히 큰 수만큼 위 과정을 반복한다.

위의 알고리즘을 이용하여 추정된 모수들은 최종적으

로 몬테카를로 적분을 통하여 추정된 모수들의 평균과 

같은 통계적 특성치를 근사적으로 얻을 수 있으며, 기존 

통계학에서 사용되는 신뢰구간(confidence interval)에 

해당되는 신용구간(credible interval)도 얻을 수 있고 

이를 이용하여 추정된 모수의 불확실성을 표현할 수 있

다. 반복하여 추출된 모수의 개수, 과 유의수준

(significance level), 에서의  Bayesian MCMC 방법

에 의한 신용구간, 100(1-)%는 다음 Eq. (7)과 같이 

나타낼 수 있다.

          (7)

즉, Eq. (7)에서 와 는 추출된 모수

들 중에서 번째와 번째에 해당되는 

값이다.
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3. 최우추정법(MLE method): 2차 근사식을 

   이용한 불확실성의 산정

최우추정(Maximum Likelihood Estimation, MLE)방

법은 특정 공간에서의 모집단을 임의의 확률밀도함수로 

가정한 후 자료가 추출될 수 있는 확률을 나타내는 우

도함수(likelihood function)를 최대가 되도록 하는 확률

밀도함수의 모수를 결정하는 일종의 최적화 방법이라 

할 수 있다. 즉 개의 자료와 이를 나타낼 수 있는 모

수가 포함되어 있는 임의의 확률밀도함수, 가 존

재하면 우도함수, 은 다음과 같이 표현될 수 있다.

  




      (8)

최우추정방법은 우도함수를 최대화시키도록 하는 

를 최적화시키는 방법이므로, 우도함수의 형태에 따른 

여러 가지 최적화방법을 고려할 수 있다. 즉, 우도함수

가 단일 모드이고 모수의 차원이 크지 않은 경우에는 

경사법(gradient method)과 같이 우도함수를 각각의 모

수로 편미분한 방정식을 구성한 후 기울기가 0이 되는 

모수를 반복법(iterative method)과 같은 방법을 사용하

여 구할 수 있다. 그러나 우도함수가 다중 모드이고 모

수의 차원이 큰 경우에는 경사법과 같은 최적화 방법은 

전역최적해(global optimum)보다는 국부최적해(local 

optimum)를 찾을 가능성이 많으므로, 최근 들어 사용되

고 있는 전역최적화 알고리즘을 사용할 필요가 있다.

우도함수에 따른 최적화방법을 적용하여 추정하고자 

하는 모수를 구한 이후에는 모수의 불확실성을 나타내

기 위하여 다음 식과 같이 2차 근사식을 이용한 우도비

함수(likelihood function ratio)를 이용할 수 있으며, 2차 

근사식은  에서 최대값을 가져야 하므로 다시 임의

의 상수 를 사용하여 2차식으로 표현될 수 있다.

    
  

  

≅    ≅ 


 

  (9)

여기서, RL은 상대우도(relative likelihood)를 나타내며 

D는 주어진 자료, 는 의 추정치이고 a, b, c는 상수

이다.

또한 Meeker and Escobar(1998)는 Eq. (9)에서 의 

불확실성을 추정하기 위하여 다음과 같이 정상성

(normality)을 가정으로 하는 다음의 근사식을 제안한 

바 있다.

 


≅ ∼   (10)

그러므로 Eq. (10)으로부터 ∼  임을 알 수 

있고 유의수준 에서 다음과 같은 신뢰구간을 유도할 

수 있다.




  ≤


≈  (11)

Bickel and Doksum(1977)은 를 자료의 표준오차로

부터 추정하였으며, Eq. (11)의 신뢰구간의 제안식은 자

료의 수가 많은 경우에는 합리적일 수 있으나, 자료의 

수가 적어지면 좋은 결과를 산정할 수 없음을 제안한 

바 있다.

4. 확률밀도함수의 선정 및 우도함수

위에서 언급한 바와 같이 저수량 점 빈도분석을 수

행하기 위해서는 가장 먼저 확률밀도함수를 선정해야 

한다. 저수량 빈도분석을 위한 대상유역의 선정, 자료의 

선정 및 특성 등은 본 연구와 병행되어 수행된 동 권의 

Ⅱ편 연구인 저수량 빈도분석의 응용 부분에서 상세히 

언급하였으므로, 본 연구에서는 적용 대상 유역인 낙동

강 유역에서 Bayesian MCMC방법을 적용하기 위한 확

률밀도함수의 선정, 사전분포의 유도, 제안분포의 효율

성 검토에 연구의 초점을 맞추어 진행하였다.

본 연구에서 사용되는 확률밀도함수는 Nathan and 

McMahon(1990),   and Bayazit(2001)이 저수량 빈

도분석을 위해 사용한 바 있는 2모수 Weibull 분포로서 

확률밀도함수와 확률분포함수(cumulative distribution 

function)는 각각 다음의 식으로 나타낼 수 있다.

 

 
 








 



  (12)

 





 



  (13)

여기서, 는 형상모수(shape parameter)이고 는 축척

모수(scale parameter)이다.

낙동강 유역의 진동지점에서 얻어진 36년간의 유량

자료를 자연유량으로 환산하고 7일 지속기간 최소유량

(7Q)을 각 년마다 계산하여 36개의 7Q 자료를 산정한 
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Length 

of data

Critical value

at significance level, 0.05

Critical value

at significance level, 0.01
PPCC test statistic, r̂

36 0.9638 0.9239 0.9486

Tabl e 1. Resul ts of PPCC Test

후 PPCC(Probability-Plot Correlation Coefficient) 시

험방법을 이용하여 선정된 분포의 적정성을 확인하였

다. PPCC 시험방법은 Filliben(1975)에 의해 제안된 방

법으로써 정렬된 자료와 그에 따라 추정된 분위수의 상

관계수()를 산정하여 분포의 적정성을 검토하는 방법

이다. 계산된 상관계수, 은 검정하고자 하는 유의수준, 

에서의 한계상관계수, 를 계산하여 비교함으로써 

가설을 검정할 수 있다. Table 1은 유의수준 0.05와 

0.01에서 산정된 한계상관계수와 36개의 자료로부터 산

정된 상관계수를 나타낸 것으로써, 산정된 산정계수는 

유의수준 0.01에서의 한계상관계수 값과 0.05에서의 한

계상관계수 값의 사이에 존재하는 것을 알 수 있다. 즉, 

제안된 확률분포인 2모수 Weibull 분포는 유의수준 

0.01에서 적정하다고 검정할 수 있었다.

본 연구의 최종적인 목표는 Bayesian MCMC방법과 

MLE 방법을 적용하여 저수량 빈도분석을 각각 수행하

고 그 결과를 비교 평가함으로써 저수량 빈도분석을 수

행하는 데 있어서 두 방법 간의 장점 및 단점을 분석하

는 것이며,  이에 대한 결과는 본 연구의 Ⅱ편을 통하여 

언급하였다. 두 가지 방법은 모두 선정된 확률밀도함수

를 이용하여 얻어진 우도함수를 필요로 하는 데, 본 연

구에서는 2모수 Weibull 분포로부터 얻어진 우도함수를 

두 가지 방법에 모두 동일하게 사용하였다. 2모수 

Weibull 분포함수를 이용한 우도함수를 나타내면 다음

과 같다.

   
 








 














 




  (14)

5. 사전분포의 선정 및 비교

확률밀도함수의 선정에 따른 우도함수가 결정되었으

므로 Eq. (2)를 2모수 Weibull 분포함수를 이용하여 표

현하면 다음의 식과 같다.

   




∞




∞

    

   
(15)

여기서,  는 형상모수와 축척모수의 결합확률밀

도함수로써 두 모수의 특징을 나타내는 사전분포이다. 

Bayesian 방법을 적용하기 위해서는 적절한 사전분포

를 선정하는 것이 가장 중요하고도 어려운 작업이며, 

사전분포는 크게 자료에 기반하지 않은 사전분포와 자

료에 기반한 사전분포로 구분할 수 있다. 본 연구에서

는 자료에 기반하지 않은 사전분포와 자료에 기반한 사

전분포를 각각 Eq. (15)에 적용하고 Metropolis- 

Hastings 알고리즘을 이용하여 두 가지 사전분포를 이

용한 추정결과를 비교함으로써 자료에 기반한 사전분포

의 저수량 빈도분석에의 이용 가능성을 분석하였다.

5 .1 자료에 기반하지 않은 사전분포:  Pri o r Ⅰ

자료에 기반하지 않은 사전분포 중 대표적인 사전분

포는 무정보적 사전분포(non-informative prior dis- 

tribution)로써 이는 추정하고자 하는 모수에 대한 과거 

경험에 대한 정보나 사용자의 주관이 전무한 경우에 사

용된다. 무정보적 사전분포로는 Gelman et al.(2004)이 

제안한 Normal, Log-normal, Exponential, 균일분포가 

사용될 수 있으나, 본 연구에서는 각각의 모수에 대하여 

다음과 같은 균일분포만을 적용하고 두 균일분포가 서

로 통계적으로 독립적이란 가정 하에 최종적으로 

 를 유도하였다. 여기서      와는 형

상모수의 대략적인 범위를 고려하여 임의로 설정하였다.

 


       (16)

  


                              (17)

∴     


 (18)

5 .2  자료에 기반한 사전분포:  Pri o r Ⅱ

자료에 기반한 사전분포는 추정하고자 하는 모수

의 과거 자료나 사용자의 경험에 기반한 주관적인 판

단에 의해 구축될 수 있다. 그러나 사용자의 경험에 

기반한 주관적 사전분포는 사용자의 경험을 자료를 

이용하여 표현하는데 있어서 정량화가 힘들어 어려

운 부분이 있다. 

본 연구에서는 자료에 기반한 사전분포를 구축하기 
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위하여 에르고딕(ergodic)가정을 이용하여 낙동강 유역

의 13개 지점의 7Q자료를 이용하여 진동에서의 자료에 

기반한 사전분포를 구축하였다. 에르고딕 가정이란 임

의 공간에서의 앙상블(ensemble) 평균(또는 공간 평균)

과 시간 평균이 같게 된다는 가정으로서 이 가정을 이

용하면 Fig. 1에서 진동 지점을 제외한 나머지 13개 지

점에서의 통계적 특성치가 진동 지점에서의 13년간의 

통계적 특성치와 일치하게 된다는 가정을 수립할 수 있

고, 이로부터 진동지점에 대한 자료에 기반한 사전분포

를 구축할 수 있다. 그러나 이와 같은 에르고딕 가정이 

수문학적 범주에서 만족되려면 진동지점을 포함한 14개 

지점의 유량 특성이 균일해야 된다는 가정이 만족되어

야 한다. 즉 14개 지점으로 대변되는 낙동강유역이 수

문학적으로 동질한 유역(hydro- logical homogeneous 

region)인지를 평가해 볼 필요가 있는 데, 본 연구에서

는 Matlab에서 제공하는 K-means 알고리즘을 이용한 

군집분석(cluster analysis) 툴 박스와 14개 지점의 36년

간 저수기 유량(7, 8, 9월 유량 제외)만을 이용하여 동

질성을 판별해 보았다. 그림 2는 군집분석의 결과를 나

타낸 것으로 14개 지점이 하나의 동질한 유역으로 묶여

졌을 때, 실루엣(silhouette)값이 모두 0.6을 초과하는 값

으로 산정되어 지는 것을 확인할 수 있었으며 이로부터 

13개 지점의 유량특성이 동질하다는 것을 확인할 수 있

었다.

필요한 사전분포는 형상모수 와 축척모수 에 대

하여 구축되어져야 하므로, 먼저 진동지점을 제외한 13

개 지점의 7Q 유량을 2모수 Weibull 분포에 적합시킨 

후, 13개의   추정치와   추정치를 각각 모수 를 가

지는 지수분포와 형상모수 , 축척모수 를 가지는 2모

수 Weibull 분포를 이용하여 다시 적합시켰다. 즉, 에르

고딕 가정 하에 공간적으로 흩어져 있는 13개의   추

정치와   추정치를 진동지점에서의 과거 추정치 자료

로 이용한 셈이며,   추정치는 지수분포로   추정치는 

2모수 Weibull 분포를 이용하여 나타내었다. 각각의 추

정 결과를 확률도시(probability plot)를 이용하여 적합

성을 검정해 본 결과 각각의 분포에 합리적으로 일치하

는 결과 (Fig. 3)를 확인 할 수 있었으며, 정량적인 검

정을 위하여 유의수준 0.5 %에서의 Kolmogorov- 

Smirnov 검정을 수행한 결과 두 분포 모두 합리적인 

분포로 검정되었다 (Table 2). 최종적으로 추정된 와 

형상모수 , 축척모수 의 값은 Table 2와 같다.

위와 같은 과정을 통하여 본 연구에서 사용되어지는 

2모수 Weibull 분포의 형상모수 와 축척모수 에 대

한 사전분포의 구축을 나타내면 다음 식과 같다.

Fi g. 1. Concept for Constructi on of Data Based Pri or Di stri buti on (Pri or Ⅱ)
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Fi g. 2. Resul ts of Cl uster Anal ysi s
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Fi g. 3. Eval uati on of Agreement usi ng Probabi l i ty Pl ot

Tabl e 2. Resul ts of Esti mates by  MLE and Test Stati sti cs

Weibull parameters Estimates by MLE p-value

Shape parameter, α

(be assumed as Exponential)
Arrival rate ( λ ) = 0.9757 0.8911

Scale parameter, β  

(be assumed as Weibull)

Scale (a) = 27.1506

Shape (b) = 1.9189
0.9756

    (19)

  

 
 








 



  (20)

       

∴   

 
 








 


        (21)

여기서 , , 는 위에서 각각 추정된 0.98, 27.15, 1.92

이다.

6. 제안분포의 선정과 Metropolis-Hastings 

    알고리즘의 효율성 검증

위의 이론적 배경에서 언급한 바와 같이 Metropolis- 

Hastings 알고리즘을 수행하기 위해서는 적절한 제안

분포(proposal distribution)가 필요하며, 최종적으로 채

택률(acceptance rate)을 계산하여 적절한 제안분포인지

를 검증해 보아햐 한다. Chip and Greenberg(1995)는 

Metropolos-Hastings 알고리즘을 수행하기 위한 5가지

의 적절한 사전분포를 제안한 바 있는데, 본 연구에서
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는 5개의 제안분포 중 Eq. (22)와 같이 이변량 정규분

포(bivariate normal distribution)를 사용한 확률보행

(random walk) 형태의 제안분포를 사용하였다.

      (22)

여기서, 은 이변량 정규분포이며, 알고리즘 내에서 추

정하고자 하는 모수가 적절한 값을 가지도록 정규분포

의 분산은 수동적인 방법을 통하여 산정하였다. 이변량 

정규분포를 사용하면 채택확률을 산정하는 식에서 

    가 되어 채택확률의 산정이 사후

분포에만 관련되므로 알고리즘의 효율성이 좋은 것으로 

Chip and Greenberg(1995)가 제안한 바 있으며 본 연

구에서도 이들의 결론에 의해 이변량 정규분포를 사용

하였고, 채택률을 산정하여 제안분포의 적정성을 확인

하였다.

위의 과정을 통하여 우도함수, 2가지 종류의 사전분

포, 제안분포가 모두 구축되었으므로 Metropolis- 

Hasting 알고리즘을 사용한 Bayesian MCMC 방법에 

의해 추정하고자 하는 모수의 추정이 가능하다. 본 연

구에서는 알고리즘의 최대 반복횟수를 100,000번으로 

설정하였으며, 최초 샘플링된 1,000개의 추정치는 모형

의 안정성을 위하여 평균계산 시 제외하였으며

(Burn-in=1,000), Burn-in 값은 모의된 모수가 변동하

지 않는 구간을 주관적으로 선정하여 산정하였다. 그림 

4는 Bayesian MCMC방법에 의해 추정된 99,000개의 2

모수 Weibull 분포의 형상모수 와 축척모수 를 나타

낸 것이다.

알고리즘의 안정성을 검증하기 위해서는 위에서 언

급한 바와 같이 채택률을 계산할 필요가 있다. 채택률

이란 알고리즘의 반복회수에 대한 추정된 모수의 채택

된 비율을 의미하며, 채택률이 낮은 경우에는 모수의 

새로운 값이 추정되지 않으므로 제안분포 등을 새로 고

려해야 하고 반대로 채택률이 너무 높은 경우에는 모수

를 탐색하는데 있어서 과도한 시간이 필요하므로 반복

횟수를 증가시키게 되어 계산시간이 너무 길어지는 비

효용성을 가지게 된다. 적절한 채택률은 알고리즘의 효

율성과 크게 관계있으며 Robert et al.(1994)은 약 0.45

를 Gamerman(1997)은 0.2에서 0.5사이를 적절한 채택

률로 제시한 바 있다. Fig. 4의 추정결과로부터 채택률

을 산정해 본 결과, 구성된 알고리즘의 채택률은 0.42로

써 기존 연구자들이 제시한 적절한 채택률과 유사한 것

을 확인할 수 있었다. 
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7. Prior Ⅰ과 Prior Ⅱ의 적합성 비교

본 절에서는 본 연구의 최종 목표인 Bayesian 

MCMC의 결과와 MLE 2차 근사방법을 사용한 결과를 

비교함으로써 두 방법 간의 장, 단점을 분석하기 위한 

사전 준비단계로서 위에서 제안된 두 가지의 사전분포 

중 우수한 사전분포를 선정하였다. 우수한 사전분포를 

선정은 사전에 알고 있는 참값(true parmeter)로부터 필

요한 자료를 생성한 후, 이 자료를 다시 각각의 사전분

포를 이용한 Bayesian MCMC방법에 적용하여 최종결

과를 비교하는 통계적 실험을 통해 수행될 수 있다. 본 

연구에서는 이와 같은 통계적 실험을 위하여 진동지점

의 36개 7Q값에 대해 최우추정법을 이용하여 추정된 

  과   을 참값(true parameter)로 사

용하였다. 이 값을 이용하여 2모수 Weibull 분포로부터 

100개의 모의자료를 생성하였으며, 이용된 36개 자료에 

대한 통계치와 모의된 100개의 자료에 대한 통계치를 

비교하면 Table 3과 같다. 이 표로부터 모의된 자료가 

실측자료의 통계치와 유사하게 모의된 것을 확인할 수 

있으며, 모의된 100개의 자료를 이용함에 있어서 큰 문

제가 없음을 확인하였으며 모의자료의 통계치는 자료의 

길이가 100인 100개의 앙상블을 모의한 후 이들의 통계

치들을 산술평균하여 나타낸 것이다.

모의된 100개의 자료를 이용하고 같은 우도함수, 같

은 제안분포, 두 가지 종류의 사전분포인 Prior Ⅰ과 

Prior Ⅱ를 사용하여 Metropolis-Hastings 알고리즘을 

수행하였으며, 2.5 %, 평균, 97.5 %에 해당되는 각각의  

모수의 추정결과들을 Table 4에 나타내었다.

Table 4를 보면 평균값에 있어서 Prior Ⅱ가 Prior Ⅰ

보다 참값을 추정하는 데 있어서 보다 정확하게 추정하

였음을 알 수 있다. 또한 불확실성을 표현할 수 있는 

97.5 %와 2.5 %의 차이는 가 Prior Ⅰ, Prior Ⅱ의 경

우 각각 1.1061, 0.6613 이고 가 각각 10.882와 4.1224

로써 Prior Ⅱ를 사용한 경우 불확실성 측면에서 많은 

감소가 있었음을 알 수 있다. 추정된 모수의 2.5 %, 평

균값, 97.5 %에 해당되는 모수를 이용하여 2모수 

Weibull 확률밀도함수를 나타내면 Fig. 5와 같고 이 그

림으로부터도 Prior Ⅱ가 Prior Ⅰ보다 우수하다는 결론

을 얻을 수 있었다.

그러므로, Bayesian MCMC방법을 이용하여 저수량 

점 빈도분석을 수행하고자 하는 경우, 자료에 기반하지 

않은 무정보적 사전분포보다는 자료에 기반한 사전분포

를 사용하는 것이 Bayesian MCMC를 수행하는 데 있

어서 합리적일 수 있다는 결론을 얻을 수 있었으며, 본 

연구의 Ⅱ편에서는 자료에 기반한 사전분포를 이용한 

Bayesian MCMC 방법과 MLE 2차 근사방법의 추정결

과를 비교함으로써 저수량 빈도분석에 있어서 불확실성

을 보다 정확하게 분석하고자 하는 연구를 수행하였다.

Types of data Mean
Standard
deviation

Coefficient
of variation

Coefficient
of skewness

Coefficient
of kurtosis

Synthetic data
(100 years)
withα =2.8371,

β =34.4203

32.6943 13.3770 0.4092 0.3235 2.5272

Gauged data
(36 years)

32.8461 12.8604 0.3915 0.3788 2.8204

Tabl e 3. Stati sti cal  Properti es of Each Data (at Ji ndong Stati on)

Parameters
Prior I (Using non-data-based-prior) Prior II (Using data-based-prior)

2.5 % Mean 97.5 % 2.5 % Mean 97.5 %

True alpha

(=2.8371)
1.9041 2.5012 3.0102 2.4798 2.7832 3.1411

True beta

(=34.4203)
31.2311 36.7625 42.1131 32.8653 34.2711 36.9877

Tabl e 4. Resul ts of Bayesi an MCMC wi th Pri or I and Pri or II
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8. 결론 및 향후 연구

불확실성을 고려한 점 빈도분석의 수행 연구의 Ⅰ편

에 해당되는 본 연구에서는 Bayesian MCMC 방법과 

MLE 2차 근사방법을 이용하여 저수량 점 빈도분석에

서 추정될 수 있는 불확실성의 표현을 위한 여러 가지 

이론적 배경을 서술하였다. 또한 Bayesian MCMC 방

법을 적용하는 데 있어서 가장 중요한 요소인 사전분포

를 선정함에 있어서 자료에 기반하지 않은 사전분포와 

에르고딕 가정을 이용한 자료에 기반한 사전분포를 구

축하고, 두 가지 사전분포를 통계적 실험을 통하여 비

교함으로써 자료에 기반한 사전분포가 평균값의 추정과 

불확실성 측면에서 보다 나은 결과를 돌출함을 확인하

였다. 그러므로 일반적으로 Bayesian 방법을 적용하는 

경우에 계산을 간편하게 하기 위하여 공액사전분포를 

사용하는 등 과거의 경험을 합리적으로 나타내지 못하

는 사전분포를 선정하여 사용하는 것은 최종 결과가 현

실을 제대로 반영하지 못 할 요소가 많으므로 가능하면 

자료에 기반한 사전분포를 구축하여 사용하는 것이 합

리적이라는 결론을 얻을 수 있었다. 본 연구의 Ⅱ편에

서는 Ⅰ편에서 제시한 이론들과 선정된 사전분포를 사

용하여 낙동강 유역에서의 저수량 점 빈도분석을 수행

하였다. 또한 Ⅰ편에서 상세히 서술하지 못한 저수량 

자료에 대한 한계성 부분과 적용방법을 추가적으로 설

명하였다.

진행된 연구는 확률분포의 모수를 추정하는데 있어
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서 발생하는 불확실성만을 대상으로 하였다. 그러나 향

후 연구로써 1% 유의수준만을 만족시켰던 2모수 

Weibull 분포보다 더욱 적절한 분포를 고려하여 연구를 

수행하고 결과를 비교함으로써 분포의 선정에 따라 발

생되는 빈도분석에 있어서의 불확실성도 함께 고려할 

수 있으리라 판단된다.
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