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Abstract

A volume integral equation method (VIEM) is used to calculate the plane elastostatic field in an 
isotropic elastic half-plane containing multiple isotropic or anisotropic inclusions subject to remote 
loading. A detailed analysis of stress field at the interface between the matrix and the central inclusion 
in the first column of square packing is carried out for different values of the distance between the 
center of the central inclusion in the first column of square packing of inclusions and the traction-free 
surface boundary in an isotropic elastic half-plane containing multiple isotropic or anisotropic inclusions. 
The method is shown to be very accurate and effective for investigating the local stresses in an 
isotropic elastic half-plane containing multiple isotropic or anisotropic inclusions.

1. 서 론

  복합재료의 구성물들은 일반적으로 등방성 재

료로 이루어진다. 그러나, 기존의 금속재료에 비

하여 비강성, 비강도 및 내열성, 내마모성등이 뛰

어나 항공분야에 사용되고 있는 금속기지 복합재

료에서는 Ti 기지는 등방성 재료로 이루어지지만 

SiC 섬유는 강한 이방성 재료로 이루어진다. 
  따라서, 복합재료에서의 파손 메카니즘을 정확

히 예측하기 위해서는, 등방성 함유체 뿐만 아니  

라 이방성 함유체가 포함된 등방성 무한고체 또 
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는 반무한 고체에서의 탄성해석이 필요하다.
  반무한 공간에 단일의 함유체를 포함하는 반무한 

고체에서의 탄성해석에 관한 연구는 Richardson,(1) 
Melan,(2) Saleme,(3) Shioya,(4) Lee 외,(5) 그리고 

Al-Ostaz 외(6) 등에 의하여 연구되었다. 또한 반무

한 공간에 다수의 함유체를 포함하는 반무한 고

체에서의 탄성해석에 관한 연구는 Dong 외,(7) 
Legros 외,(8) 그리고 Kushch 외(9) 등에 의하여 연

구되었다. 
  본 논문에서는, 서로 상호작용을 하는 다수의 

등방성 함유체 또는 일반적인 이방성 함유체(10~12)

를 포함하는 등방성 무한고체가 정적 또는 동적 

무한하중을 받을 때 무한고체 내부에 발생하는 

변형, 변형률 및 응력분포 해석을 효과적으로 수

행하기 위하여 개발된 체적 적분방정식법(Volume 
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Integral Equation Method)이라는 새로운 수치해석 

방법을 이용하여, 다수의 등방성 함유체 또는 일

반적인 이방성 함유체를 포함하는 등방성 반무한 

고체가 정적 무한하중을 받을 때 반무한 고체 내

부에 발생하는 변형, 변형률 및 응력분포 해석을 

효과적으로 수행하고자 한다.(7,9,13~15)

  등방성 함유체의 배열이 반무한 공간에서의 응

력에 미치는 영향에 대하여 조사하고, 또한, 이방

성 함유체의 배열이 반무한 공간에서의 응력에 

미치는 영향에 대하여 조사해 본다.
  결과적으로, 다수의 등방성 함유체 또는 비교적 

간단한 형태의 이방성을 나타내는 직교 이방성 

함유체가 등방성 반무한 기지에 포함된 반무한 

고체가 정적 무한하중을 받을 때 탄성정역학 응

력해석을 통하여, 체적 적분방정식법이 다수의 

등방성 또는 일반적인 이방성 함유체가 포함된 

반무한 고체에서의 탄성정역학 해석에 효과적인 

수치해석 방법임을 입증하도록 한다.

2. 무한고체에서의 체적 

적분방정식법(VIEM)

  Fig. 1은 x축에 평행하게 전파하는 평면 시간-
조화 탄성파가 입사할 때 재료특성이 다른 다양

한 형태를 갖는 다수의 함유체에 의하여 산란현

상이 발생하는 일반적인 탄성동역학 문제를 나타

낸다. Fig. 2는 재료특성이 다른 다양한 형태를 

갖는 다수의 함유체를 포함하는 무한고체가 무한

하중을 받는 일반적인 탄성정역학 문제를 나타낸

다. 여기서, 무한하중이란 무한원방에서 작용하는 

하중을 나타낸다.
  Fig. 1에서, 기지(matrix)는 무한공간을 차지하는 

균일한 등방성 재료로 이루어지고, 함유체들은 

기지와 다른 등방성 또는 이방성 재료로 이루어

진다고 가정한다. 과
은 함유체의 밀도와 

탄성상수를 나타내고, 와
는 기지의 밀도와 

탄성상수를 나타낸다. 함유체들과 기지 사이의 

경계면은 변위와 표면력 벡터(traction vector)의 

연속성을 보장하는 완전결합이라고 가정한다. 

    
  를 입사파의 변위 벡터의 m성분

이라고 하고, 함유체가 포함되어 있는 무한고체

Fig. 1 Geometry of the general elastodynamic     
problem

의 임의의 위치에서의 변위 벡터의 m성분을

   라고 한다. 여기서 ω는 파형의 각 

주파수(angular frequency)를 나타내고, 공통적인 

시간인자  의 표시는 생략하기로 한다. Mal과 

Knopoff(16)는 무한고체 내부의 임의의 위치에서의 

변위 벡터 um( x)가 

   
 





 

  
   

           (1)

  
의 방정식을 만족함을 보였다. 식 (1) 에서 적분

은 전체 무한공간에 대해서 이루어지고, =

  이고  
  

이며 각각 함유체

와 기지 사이의 밀도와 탄성상수의 차이를 나타

낸다. 
  은 등방성 무한기지에서의 

Green 함수이다. 즉, 
  은 등방성 무한

기지의 x에서 m방향으로 작용하는 단위 집중하

중
   때문에 에서 발생하게 되는 변위 벡

터의 i방향 성분을 나타낸다. 식 (1)에서 합의 규

약과 콤마 표기법이 사용되었으며, 미분은 적분

변수 ξ
i
에 관해서 행해진다. 여기서, 와가 

함유체 내부에서만 0이 아니므로, 피 적분함수

(integrand)는 함유체 외부의 무한공간에서는 0이 

된다는 사실을 주목해야 한다.  
  만약 가 함유체 내부에 속하면, 식 (1)은 함유

체 내부에서의 미정 변위 벡터에 관한 적분-

미분 방정식 (integro-differential equation)이 된
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Fig. 2 Geometry of the general elastostatic problem

다. 따라서, 임의의 형상을 갖는 단일의 함유체라 

할지라도, 식 (1)의 해를 해석적으로 구한다는 것

은 매우 어려운 문제가 된다. 그러므로, 함유체 

내부를 표준의 유한요소들을 사용해서 요소 분할

하여 함유체 내부에서의를 수치해석 방법으

로 결정하는 체적 적분방정식법이 Lee와 Mal(15,17)

에 의하여 개발되었다.
  일단, 함유체 내부에서의가 결정되면, 함유

체 내부에서의 변형률 및 응력을 계산할 수 있

고, 또한 함유체 외부에서의 산란파의 변위 및 

응력은 식 (1)의 적분 값을 구함으로써 별다른 어

려움 없이 계산할 수 있다.
  Fig. 2에 있는 탄성정역학 문제해석의 경우는 

파형의 주파수가 0인 극한 경우의 탄성동역학 문

제로 수식화할 수 있으며, 함유체를 포함하는 무

한고체의 임의의 위치에서의 변위벡터 가 

다음의 방정식을 만족함을 알 수 있다.(15,17) 

   
 



  

   
     (2) 

  식 (2)에서, δc ijkl = c
( 1)
ijkl - c

( 2)
ijkl

이며, 함유체

와 기지 사이의 탄성상수의 차이를 나타낸다. 


 은 등방성 무한기지에서의 탄성정역학 

Green 함수(또는 Kelvin의 해)이다.
  등방성 무한기지에 다수의 등방성 함유체가 포

함된 무한고체에서의 일반적인 탄성동역학 및 탄

성정역학 문제를 해석하기 위한 체적 적분방정식

법에 대한 자세한 기술은 Lee와 Mal(15,17)에 잘 나

타나 있다.
  일반적으로 이방성 재료에서의 Green 함수는 

등방성 재료의 경우와 비교해 볼 때 복잡한 형태

로 나타나며, 특히, 탄성동역학 문제에서는 이방

성 재료에서의 Green 함수를 구하는 것이 매우 

어려운 것으로 알려져 있다.(18) 식 (1), (2)에서 

gm
i
은 등방성 무한기지에서의 탄성동역학 및 탄

성정역학 Green 함수이므로, 체적 적분방정식법

에서는 이방성 함유체에서의 Green 함수를 필요

로 하지 않는다는 장점이 있다.

3. 반무한 고체에서의 체적 

적분방정식법(VIEM)

  Fig. 3은 재료특성이 다른 다양한 형태를 갖는 

다수의 함유체를 포함하는 반무한 고체가 무한하

중을 받는 일반적인 탄성정역학 문제를 나타낸

다. 여기서, 무한하중이란 무한원방에서 작용하는 

하중을 나타낸다. 이때 자유면은 x = 0인 곳에 

위치한다고 가정한다. 
  Fig. 3에서, 기지(matrix)는 반무한 공간을 차지

하는 균일한 등방성 재료로 이루어지고, 함유체

들은 기지와 다른 등방성 또는 이방성 재료로 이

루어진다고 가정한다. c ( 1 )
ijkl

은 등방성 또는 이방

성 함유체의 탄성상수를 나타내고, c ( 2 )
ijkl

는 등방

성 반무한 기지의 탄성상수를 나타낸다. 함유체

들과 기지 사이의 경계면은 변위와 표면력 벡터

(traction vector)의 연속성을 보장하는 완전결합이

라고 가정한다. 
  다수의 등방성 또는 이방성 함유체를 포함하는 

반무한 고체의 임의의 위치에서의 변위벡터

 가 다음의 방정식을 만족함을 알 수 있

다.(15,17) 

   
 



 

   
     (3)

  식 (3)에서,   
  

이며, 등방성 또는 

이방성 함유체와 등방성 반무한 기지 사이의 탄

성상수의 차이를 나타낸다. 
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Fig. 3 Geometry of the general elastostatic half-plane 
inclusion problem

  
은 등방성 반무한 기지에서의 탄성정

역학 Green 함수이다. 일단 함유체 내부에서의 

변위를 알게 되면, 함유체 외부를 포함한 모든 

곳에서의 변위 및 응력은 식 (3)의 적분 값을 구

함으로써 계산할 수 있다.
  일반적으로 이방성 재료에서의 Green 함수는 

등방성 재료의 경우와 비교해 볼 때 복잡한 형태

로 나타나는 것으로 알려져 있다.(18) 식 (3)에서 

G m
i
은 등방성 반무한 기지에서의 탄성정역학 

Green 함수이므로, 체적 적분방정식법에서는 이

방성 함유체에서의 Green 함수를 필요로 하지 않

는다는 장점이 있다.
  

3.1 등방성 반무한 기지에서의 탄성정역학 

Green 함수

3.1.1 등방성 무한 기지에서의 탄성정역학 

Green 함수

  등방성 무한기지에 대한 Green 함수(10)는 다음

과 같이 주어진다.


  

 

 

 

   

(4)

여기서,      ,      그리고 λ, μ는 

등방성 무한기지에서의 Lamé 상수를 나타낸다. 

Fig. 4 Unit point loads applied within the half- 
plane(19)

3.1.2 등방성 반무한 기지에서의 탄성정역학 

Green 함수

  등방성 반무한 기지에서의 Green 함수(Melan(2)

의 해)는 등방성 무한기지에 대한 Green 함수

(Kelvin의 해)와 등방성 반무한 기지에 대한 보충 

부분(complementary part)에 해당하는 Green 함수

의 합으로 주어진다.(2,19) 


  

  
  (5)

여기서, 
는 등방성 반무한 기지에서의 Green 

함수를 나타내고, 
는 등방성 무한 기지에서의

Green 함수를 나타내며, 
 는 등방성 반무한 

기지에 대한 보충 부분에 해당하는 Green 함수를 

나타낸다.
  Fig. 4에서, 하중점(load point) s는    에 

위치하고, 필드점(field point) q가   에 위치

한다고 하면,  s'은 s의 상(image)을 나타내고 ,     
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    
    
    
   
       
     

   




   

   

(6)

로 정의된다.(19)

  등방성 반무한 기지에 대한 보충 부분에 해당

하는 Green 함수[ G
β ( c)
α ]는 다음과 같이 주어진

다.(19)


   

   


 

 








 

 




     (7)

  


 

 




   

   

   


 

  






  또한, Green 함수[ G

β ( c)
α ]를 하중점(load point)

에 대하여 미분한 결과는 다음과 같이 주어진

다.(19)






 
        


   
















 

    


    






   (8)






 

      


  















 
       


 


   

 













 

 

  


 

 












 

    


 

     






 (9) 






 

      


 

  













 

 

  


 

 






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  식 (7), (8)과 (9)에서,   
 , G는 

전단 계수를 나타내고, ν는 푸아송 비를 나타낸

다. 여기서, 주의할 점은 식 (9)의




에 대한 

Telles(19)의 표기에 오식(misprint)이 있었으며, 이

를 정정하여 본 논문에 표기하였다.

3.2 특이에 대한 수치 해석 처리

    에서,     라고 할 때, 등방성 반무

한 기지의 Green 함수는    형태의 특이

(singularity)를 갖게 되고, Green 함수의 미분은 



형태의 특이를 갖게 된다. 이와 같은 특이를 

처리하기 위하여 직접 적분기법(direct integration 
scheme)(15,20~22)이 사용되었다.

4. 다수의 함유체가 포함되어 있는 

반무한 고체의 탄성해석

4.1. 등방성 반무한 기지에 다수의 등방성 함유체

가 포함되어 있는 반무한 고체의 탄성해석

  Fig. 5에 있는 다수의 등방성 함유체가 등방성 

반무한 기지에 포함되어 있는 반무한 고체가 무

한 인장하중을 받는 경우를, 평면 변형률 문제로 

가정하여, 고찰해 본다. 이때 자유면은 x = 0인 

곳에 위치한다고 가정한다. 
  이 경우는 체적 적분방정식법이 최적의 수치해

석 방법임을 알 수 있다.(7,23) 왜냐하면, 등방성 함

유체에 체적 적분방정식법을 적용하면, 유한요소

법과 달리, 함유체 내부만을 요소분할하면 되고, 
또한 경계요소법과 달리, 모든 경계면에서의 연

속조건이 자동적으로 만족되기 때문이다.

4.1.1. 등방성 반무한 기지에 단일의 등방성 함유체

가 포함되어 있는 반무한 고체의 탄성해석

  우선, Fig. 6에 있는 단일의 등방성 함유체가 

등방성 반무한 기지에 포함되어 있는 반무한 고

체가 무한 인장하중을 받는 경우를, 평면 변형률

문제로 가정하여, 고찰해 본다. 이때 자유면은    

  

Fig. 5 Multiple isotropic cylindrical inclusions in   
isotropic semi-infinite matrix under uniform  
remote tensile loading

x = 0인 곳에 위치한다고 가정한다.
  단일의 등방성 함유체가 등방성 반무한 기지에 

포함되어 있는 경우에 단일의 함유체에서의 응력

분포를 조사하였다. Fig. 7은 체적 적분방정식법

에 사용된 대표적인 분할된 모델(24)의 예를 나타

내며, 함유체 내부를 각각 256개의 표준의 8-절점 

사각형 및 6-절점 삼각형 유한요소를 사용하여 

분할하였다. 체적 적분방정식법에서는 반무한 기

지는 요소분할할 필요가 없고, 함유체 내부만을 

표준의 유한요소를 사용하여 분할하면 되는 장점

이 있다.
  등방성 반무한 기지와 등방성 함유체의 물질 

특성치는 Table 1에 나타나 있다. 함유체의 푸아

송 비와 등방성 반무한 기지의 푸아송 비는 0.3

으로 하였으며, 함유체의 μ가 등방성 반 무한기

지의 μ의 100배가 되는 경우를 고려해 보았다. 

이 물질특성치는 Legros 외(8)에서 사용한 동일한 

물질특성치이며, 함유체와 기지의 탄성계수의 차

이가 많이 나는 경우에도, 체적 적분방정식법이 

잘 적용된다는 사실을 강조하기 위하여 사용하였

다.
  Fig. 8은 자유면과 단일의 등방성 함유체 중심 

사이의 거리가 서로 다른 경우에[d = 1.25a, 1.5a,  
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Fig. 6 Single isotropic cylindrical inclusion in     
isotropic semi-infinite matrix under uniform 
remote tensile loading

Fig. 7 A typical discretized model in the volume 
integral equation method

그리고 2.0a], 함유체와 등방성 반무한 기지의 경

계면에서의 규준화된 인장응력 성분(σy/σo)을 나타

낸다(θ = 0˚ ~ 180˚). 여기서, a는 함유체의 반지

름을 나타내고, d는 자유면과 등방성 함유체 중

심 사이의 거리를 나타낸다.
  한편, Legros 외(8)에서도 단일의 등방성 함유체

가 등방성 반무한 기지에 포함되어 있는 반무한 

고체에서의 응력분포를 조사하였다.
  Fig. 9(b)는, 자유면과 단일의 등방성 함유체 중

심 사이의 거리가 서로 다른 경우에, Fig. 9(a)에

(Unit: 
GPa)

Isotropic Matrix Inclusion Isotropic

λ 56.82 5682.0

μ 37.88 3788.0

Table 1 Material properties of the isotropic matrix and 
the isotropic inclusion for the elastostatic 
problems

Fig. 8 Normalized tensile stress component (σ y/σ
o
y)  

at the interface between the single isotropic 
inclusion and the isotropic semi-infinite matrix 
under uniform remote tensile loading for the 
purpose of verification of results of volume 
integral equation method(8)

표시된 5곳의 위치에서, 함유체와 등방성 반무한 

기지의 경계면에서의 규준화된 인장응력 성분에 

대한 Legros 외(8)의 해와 Al-Ostaz 외(6)의 해(Fig. 
9(b)의 "Results from [7]"에 해당함)와의 비교를 나

타낸다. R은 함유체의 반지름을 나타내고, d는 자

유면과 등방성 함유체 중심 사이의 거리를 나타내

며, 무한하중( σ o
x

)은 x축 방향으로 작용한다.

  d < 3.0R인 구간에서, 특히 함유체 내부의 경계

면[Fig. 9(a)의 B'과 C']에서, 두 가지 해들은 서

로 크게 차이가 나는 것을 확인할 수 있다. 이때, 
서로 차이가 많이 나는 경우인 d = 1.25R, 1.5R, 그
리고 2.0R인 경우에, 함유체 내부의 경계면 
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(a)

(b)

Fig. 9 Normalized tensile stress component (σ y/σ
o
y)  

versus d/R at five specified points under 
uniform remote tensile loading [from Legros et 
al.(8)]

[Fig. 9(a)의 B'과 C']에서의 규준화된 응력성분

을, Digitizelt(v. 1.57)라는 프로그램을 사용하여 소

수점 이하 2자리까지 수치화하여, Fig. 9(b)에 표시

하였다.
  Fig. 8에 있는 해는 Legros 외(8)와 Al-Ostaz 외(6)

에서 사용한 동일한 조건을 적용하여 구한 해들로

서, 이 해들의 정확도를 조사해 보기로 한다. Fig. 
10은 Legros 외(8)의 Fig. 9(a)에 대응되는 그림이며, 
Fig. 8에 있는 해는 Fig. 10에서 정의하는 문제에 

대한 해를 나타냄을 알 수 있다.
  체적 적분방정식법을 적용하여 구한 해와 

Legros 외(8) 및 Al-Ostaz 외(6)의 해를 비교하기 위하

Fig. 10 Single isotropic cylindrical inclusion in isotropic 
semi-infinite matrix under uniform remote tensile 

loading component (σ y/σ
o
y)  versus d/R at five 

specified points under uniform remote tensile 
loading [Corresponding to Fig. 9(a) from Legros 
et al.(8)]

여, d = 1.25a, 1.5a, 그리고 2.0a인 경우에, 함유체 

내부의 경계면에서의 규준화된 응력성분을 Fig. 10

의 θ = 0˚[Fig. 9(a)의 C']와 Fig. 10의 180˚[Fig. 9(a)

의 B']의 위치에서 서로 비교해 보았으며, 그 결과

를 Table 2에 정리하였다.
  Fig. 9에서, d < 3.0R인 구간에서, 함유체 내부의 

경계면[θ = 0˚ (Fig. 10) ( C' in Fig. 9)와 180˚ (Fig. 

10) ( B' in Fig. 9)]에서, Legros 외(8)의 해와 

Al-Ostaz 외(6)의 해 사이에는 많은 차이가 존재하

지만, 체적 적분방정식법을 적용하여 구한 해와 

Legros 외(8)의 해는 서로 정확하게 일치하는 것을 

Table 2로부터 확인할 수 있다. 
  결과적으로, d < 3.0R인 구간에서, 함유체 내부

의 경계면[θ = 0˚ (Fig. 10) ( C' in Fig. 9)와 180˚ 

(Fig. 10) ( B' in Fig. 9)]에서의 응력성분에 대한 

Al-Ostaz 외(6)의 해가 정확하지 않음을 알 수 있다.
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d Location VIEM
Legros

 et al.(8)

1.25a
(1.25R)

 θ = 0˚ (Fig. 10) 

[ C' (Fig. 9)]
1.4000 1.40

 θ = 180˚ (Fig. 10) 

[ B' (Fig. 9)]
1.3891 1.39

1.5a
(1.5R)

 θ = 0˚ (Fig. 10) 

[ C' (Fig. 9)]
1.4013 1.40

 θ = 180˚ (Fig. 10) 

[ B' (Fig. 9)]
1.4822 1.48

2.0a
(2.0R)

 θ = 0˚ (Fig. 10) 

[ C' (Fig. 9)]
1.4151 1.41

 θ = 180˚ (Fig. 10) 

[ B' (Fig. 9)]
1.4628 1.46

Table 2 Comparison between the results from 
volume integral equation method in Fig. 
8 and those from Legros et al.(8) in Fig. 
9

4.1.2. 다수의 등방성 함유체의 배열이 정사각

형(square) 형태일 때

  다음으로, 다수의 등방성 함유체가 정사각형 형

태로 등방성 반무한 기지에 포함되어 있는 반무

한 고체가 무한 인장하중을 받는 경우를, 평면변

형률 문제로 가정하여, 고찰해 본다. 우선, 단일

의 등방성 함유체가 등방성 반무한 기지에 포함

되어 있는 경우에 단일의 함유체에서의 응력분포

를 조사하였다. 다음에, 다수의 함유체의 상호작

용을 조사하기 위하여, 함유체의 체적비 (volume 
fraction)는 0.35로 가정하고(이때, 인접한 함유체

들 사이의 거리는 각각 함유체의 반지름의 2.996
배가 됨.), 함유체의 개수를 a) 9개, b) 25개, c) 
49개로 늘려가면서, 자유면에서 가장 가까운 첫 

번째 열의 중앙에 위치한 등방성 함유체에서의 

응력분포를 조사하였다. 등방성 반무한 기지와 

등방성 함유체의 물질 특성치는 Table 3에 나타

나 있으며, 함유체의 탄성상수( λ와 μ)가 등방성 

반무한 기지의 탄성상수( λ와 μ)보다 큰 경우를 

고려해 보았다. Fig. 11은 체적 적분방정식법에 

사용된 대표적인 분할된 모델(24)의 예를 나타내

며, 함유체 내부를 각각 256개의 표준의 8-절점 

사각형 및 6-절점 삼각형 유한요소를 사용하여

(Unit: 
GPa)

Isotropic 
Matrix

Inclusion

Isotropic Orthotropic

λ 67.34 176.06 ―

μ 37.88 176.06 ― 

c11 143.10 528.18 279.08

c12 67.34 176.06 7.80

c22 143.10 528.18 30.56

c66 37.88 176.06 11.80

Table 3 Material properties of the isotropic matrix 
and the isotropic and orthotropic inclusion 
for the elastostatic problems

Fig. 11 A typical discretized model in the volume 
integral equation method

분할하였다. 
  Fig. 12는 서로 다른 개수의 함유체가 포함되어 

있을 때, 자유면과 정사각형 배열의 등방성 함유

체 사이의 거리가 서로 다른 경우에[Fig. 5에서 

(a) d = 1.5a, (b) d = 2.0a, 그리고 (c) d = 2.5a], 
자유면에서 가장 가까운 첫 번째 열의 중앙에 위

치한 등방성 함유체와 등방성 반무한 기지의 경

계면에서의 규준화된 인장응력 성분(σy/σo)을 나타

낸다(θ = 0˚ ~ 360˚). 여기서, a는 각각 함유체의 

반지름을 나타내고, d는 자유면과 자유면으로부



체적 적분방정식법을 이용한, 다수의 함유체를 포함한 반무한 고체에서의 탄성해석 157
터 가장 가까운 열에 위치하는 함유체들의 중심 

사이의 거리를 나타낸다.
  이때, 단일 등방성 함유체 내부에서의 인장응

력 성분이 무한 고체에서는 일정한 값을 갖지만, 
반무한 고체에서는 일정하지 않음을 알 수 있

다.(3~9,11,12,15,25) 특히, 단일 함유체가 자유면에 가깝

게 놓일수록, 함유체 내부의 경계면에서의 인장

응력 성분이 미세하지만 위치에 따라 달라지는 

것을 알 수 있다. 또한 등방성 함유체의 개수가 

증가하면, 자유면에서 가장 가까운 열의 중앙에 

위치한 함유체와 주변에 있는 함유체들 사이의 

상호작용에 의하여, 중앙에 위치한 함유체 내부

의 경계면에서의 인장응력 성분이 단일의 함유체 

내부의 경계면에서의 인장응력 성분과 크게 달라

지는 것을 알 수 있다. 특히, 등방성 함유체의 탄

성상수가 등방성 반무한 기지의 탄성상수보다 크

므로, 함유체 내부의 경계면에서의 인장응력 성

분이 θ = 90˚ 또는 270˚에서 최대가 되는 것을 

알 수 있다. 한편, 등방성 함유체의 개수가 증가

하여도, 자유면에서 가장 가까운 열의 중앙에 위

치한 함유체 내부의 경계면에서의 인장응력 성분

(σy/σo)이 크게 변하지 않는 것을 볼 수 있다. 그 

이유는, 함유체의 체적비가 0.35일 때, 자유면에

서 가장 가까운 열의 중앙에 위치한 함유체와 주

변에 있는 함유체들 사이의 상호작용이, 함유체

의 개수가 증가하여도, 그렇게 크게 변화하지 않

기 때문으로 판단된다.

4.2 등방성 반무한 기지에 다수의 직교 이방성 

함유체가 포함되어 있는 반무한 고체의 탄

성해석

Fig. 13에 있는 다수의 직교 이방성 함유체가 

등방성 반무한 기지에 포함되어 있는 반무한 고

체가 무한 인장하중을 받는 경우를, 평면 변형률 

문제로 가정하여, 고찰해 본다. 이때 자유면은 x 
= 0인 곳에 위치한다고 가정한다. 이 경우는 체

적 적분방정식법이 최적의 수치해석 방법임을 알 

수 있다.(7,23) 왜냐하면, 직교 이방성 함유체에 체

적 적분방정식법을 적용하면 직교 이방성 재료에 

대한 Green함수를 필요로 하지 않는다는 장점이 

있고, 또한 유한요소법과 달리, 함유체 내부만을 

요소분할하면 되기 때문이다. 아울러, 경계요소법

     (a)

     (b)

     (c)

Fig. 12 Normalized tensile stress component (σ y/σ
o
y)  

at the interface between the central isotropic 
inclusion in the first column of square packing 
and the isotropic semi-infinite matrix under 
uniform remote tensile loading
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Fig. 13 Multiple orthotropic cylindrical inclusions in 
isotropic semi-infinite matrix under uniform 
remote tensile loading

과 달리, 모든 경계면에서의 연속조건이 자동적

으로 만족되는 장점을 이용할 수 있다.

4.2.1. 다수의 직교 이방성 함유체의 배열이 정

사각형(square) 형태일 때 

  다수의 직교 이방성 함유체가 정사각형 형태로 

등방성 반무한 기지에 포함되어 있는 반무한 고

체가 무한 인장하중을 받는 경우를, 평면 변형률 

문제로 가정하여, 고찰해 본다. 우선, 단일의 직

교 이방성 함유체가 등방성 반무한 기지에 포함

되어 있는 경우에 단일의 함유체 내부의 경계면

에서의 응력분포를 조사하였다. 다음에, 다수의 

함유체의 상호작용을 조사하기 위하여, 함유체의

체적비(volume fraction)는 0.35로 가정하고(이때, 
인접한 함유체들 사이의 거리는 각각 함유체의  

반지름의 2.996배가 됨.), 함유체의 개수를 a) 9개, 
b) 25개, c) 49개로 늘려가면서, 자유면에서 가장 

가까운 첫 번째 열의 중앙에 위치한 함유체 내부

의 경계면에서의 응력분포를 조사하였다. 등방성 

반무한 기지와 직교 이방성 함유체의 물질 특성

치(26)는 Table 3에 나타나 있다. 직교 이방성 함유

체에 대한 물질특성치는 Davì와 Milazzo(26)에서 

사용한 물질특성치를 참고로 하여 정하였으며, 
직교 이방성 함유체의 c11이 c22보다 상당히 크며, 
또한 직교 이방성 함유체의 c11이 등방성 기지의 

c11 보다 큰 경우를 나타낸다. 

 

Fig. 14 A typical discretized model in the volume 
integral equation method

  Fig. 14는 체적 적분방정식법에 사용된 대표적

인 분할된 모델(24)의 예를 나타내며, 함유체 내부

를 각각 256개의 표준의 8-절점 사각형 및 6-절점

삼각형 유한요소를 사용하여 분할하였다.
  Fig. 15는 서로 다른 개수의 함유체가 포함되어

있을 때, 자유면과 정사각형 배열의 직교 이방성 

함유체 사이의 거리가 서로 다른 경우에[Fig. 13
에서 (a) d = 1.5a, (b) d = 2.0a, 그리고 (c) d = 
2.5a], 자유면에서 가장 가까운 첫 번째 열의 중

앙에 위치한 직교 이방성 함유체와 등방성 반무

한 기지의 경계면에서의 규준화된 인장응력 성분

(σy/σo)을 나타낸다(θ = 0˚ ~ 360˚). 여기서, a는 각

각 함유체의 반지름을 나타내고, d는 자유면과 

자유면으로부터 가장 가까운 열에 위치하는 함유

체들의 중심 사이의 거리를 나타낸다.
  이때, 단일 직교 이방성 함유체 내부에서의 인

장응력 성분이 무한 고체에서는 일정한 값을 갖

지만, 반무한 고체에서는 일정하지 않음을 알 수 

있다.(7,9,14,23) 특히 단일 함유체가 자유면에 가깝게 

놓일수록, 함유체 내부의 경계면에서의 인장응력 

성분이 위치에 따라 달라지는 것을 알 수 있다. 
또한 직교 이방성 함유체의 개수가 증가하면, 자
유면에서 가장 가까운 열의 중앙에 위치한 함유

체와 주변에 있는 함유체들 사이의 상호작용에 

의하여, 중앙에 위치한 함유체 내부의 경계면에  
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     (a)

     (b)

     (c)

Fig. 15 Normalized tensile stress component (σ y/σ
o
y)  

at the interface between the central orthotropic 
inclusion in the first column of square packing 
and the isotropic semi-infinite matrix under 
uniform remote tensile loading

서의 인장응력 성분이 단일의 함유체 내부의 경

계면에서의 인장응력 성분과 크게 달라지는 것을 

알 수 있다. 특히, 직교 이방성 함유체의 c11이 c22

와 비교하여 상당히 크므로, 함유체 내부에서의 

인장응력 성분이 θ = 180˚에서 최대가 되는 반면

에, θ = 90˚ 또는 270˚에서 최소가 되는 것을 알 

수 있다.
  다수의 등방성 함유체 문제에서는, 등방성 함

유체 내부의 경계면에서의 인장응력 성분이 θ = 
90˚ 또는 270˚에서 최대가 되었음을 상기하여 볼 

때, 함유체의 물질특성치에 따라서, 함유체 내부

의 경계면에서의 인장응력 성분이 크게 달라지는 

것을 확인할 수 있다.
  한편, 직교 이방성 함유체의 개수가 증가하여

도, 자유면에서 가장 가까운 열의 중앙에 위치한 

직교 이방성 함유체 내부의 경계면에서의 인장응

력 성분(σy/σo)이 크게 변하지 않는 것을 볼 수 있

다. 그 이유는, 함유체의 체적비가 0.35일 때, 자
유면에서 가장 가까운 열의 중앙에 위치한 함유

체와 주변에 있는 함유체들 사이의 상호작용이, 
함유체의 개수가 증가하여도, 그렇게 크게 변화

하지 않기 때문으로 판단되며, 다수의 등방성 함

유체 문제에서도 동일한 현상이 나타났었음을 알 

수 있다.

5. 결 론

  본 논문에서는 등방성 반무한 기지에 다수의 

등방성 또는 직교 이방성 함유체가 포함된 반무

한 고체가 정적 무한하중을 받을 때 반무한 고체 

내부에 발생하는 변위 및 응력분포를 해석하는 

수치해석 방법으로 체적 적분방정식법을 고찰하

였다.(7,9,13~15)

  우선, 등방성 반무한 기지에 단일의 등방성 함

유체가 정적 무한하중을 받을 때 반무한 고체에 

발생하는 응력분포에 관한 해석을 수행하였다. 
또한 그 결과를 Legros 외(8)의 해와 비교해 봄으

로써, 체적 적분방정식법을 사용하여 구한 해가 

매우 정확함을 입증하였다.
  다음으로, 등방성 반무한 기지에 다수의 등방

성 또는 직교 이방성 함유체가 정적 무한하중을 
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받을 때 반무한 고체에 발생하는 응력분포에 관

한 해석을 수행하였다. 
  첫째로, 등방성 반무한 기지에 다수의 등방성 

함유체가 정사각형 배열 형태로 포함되어 있는 

경우에 대하여 고찰하였다. 단일의 등방성 함유

체의 경우와 다수의 함유체의 경우를 비교해 볼 

때, 등방성 함유체 내부의 경계면에서의 응력분

포가 서로 크게 달라지는 것을 확인할 수 있었

다. 
  둘째로, 등방성 반무한 기지에 다수의 직교 이

방성 함유체가 정사각형 배열 형태로 포함되어 

있는 경우에 대하여 고찰하였다. 단일의 직교 이

방성 함유체의 경우와 다수의 직교 이방성 함유

체의 경우를 비교해 볼 떄, 직교 이방성 함유체 

내부의 경계면에서의 응력분포가 서로 크게 달라

지는 것을 확인할 수 있었다. 또한 다수의 등방

성 함유체의 경우와 비교해 볼 때, 함유체 내부

의 경계면에서의 응력성분이 최대와 최소가 되는 

위치가 크게 다르다는 점도 확인할 수 있었다. 
  셋째로, 함유체의 체적비가 0.35일 때, 등방성 

함유체 또는 직교 이방성 함유체 사이의 거리가 

비교적 멀기 때문에, 함유체의 개수가 증가하여

도 자유면에서 가장 가까운 열의 중앙에 위치한 

등방성 또는 직교 이방성 함유체와 등방성 반무

한 기지의 경계면에서의 인장응력 분포가 크게 

변하지 않는 것을 알 수 있었다.
  끝으로, 본 논문에서 소개한 체적 적분방정식법을 

이용하면, 다수의 등방성 함유체 또는 일반적인 이

방성 함유체가 등방성 반무한 기지에 포함된 반무

한 고체가 정적 무한하중을 받을 때, 반무한 고체에

서의 변위 및 응력분포에 대한 해석을 효과적으로 

수행할 수 있을 것으로 판단된다.
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