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A supersonic base flow is computed to investigate the effect of the eddy viscosity coefficient to the linear k-ε 
turbulence models. Slight modifications to the eddy viscosity coefficient, which are based on the realizability 
condition, are given to the Launder-Sharma turbulence model so that present models satisfy the realizability 
condition. Numerical results for supersonic base flow show that turbulence models with the weaky-nonlinear eddy 
viscosity coefficient can lead to reasonable enhancements in the prediction of the velocity and turbulent kinetic 
energy profiles.
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1. 서  론

초음속 기저부(base) 유동은 발사체의 공기역학적 항력예측

과 직접 연관되는 문제로서 중요한 난류유동 특성을 내포하

고 있다[1,2]. 기저부 유동은 재압축 영역(recompression region)

을 형성하는 재순환 유동(recirculating flow), 강한 전단층(shear 

layer)과 후류(wake)로 영역을 구분할 수 있다[3]. 이러한 유동

의 정확한 예측을 위해서는 난류의 압축성 효과와 비평형 효

과를 포함하는 진보된 난류모델이 필요하다[4-6]. 최근 제시된 

2 방정식 난류모델은 난류 운동에너지(turbulent kinetic energy)

의 생성을 줄이거나, 운동에너지 소산률 (dissipation rate)의 소

산을 증가시킴으로써 예측능력을 향상시키는 방법을 사용하

고 있다. 

한편, 최근에는 난류모델이 물리적이지 않은 해를 제공하

지 않도록 현실성 조건을 만족하는 난류모델이 제안되어 왔

다[7]. 난류모델에 대한 현실성 조건(realizability)은 난류 전단

응력의 수직성분이 양의 값을 가지고(



′

′), 난류의 교

란성분들이 Schwarz의 부등식을 만족해야 한다

(


′
′

′
′  )는 것을 의미한다. 이론적으로 선형 레

이놀즈 응력-변형률(stress-strain) 모델을 사용하는 선형 난류 

모델들은 현실성 조건을 많은 영역에서 만족시키지 못하기 

때문에, 난류모델에 대한 현실성 조건의 적용은 응력-변형률 

구성 관계식(constitutive relation)에서 레이놀즈 응력이 변형률

에 2차 이상의 비선형 관계를 가지도록 하는 비선형 와점성

(eddy viscosity) 모델에 주로 이루어져 왔다. 

선형 모델에서는 강한 전단응력이 작용하는 영역에서 와점

성 계수의 크기를 줄임으로써 현실성 조건의 필요조건을 충

족시킬 수 있으며, 이는 역압력 구배(adverse pressure 

gradients)나 충격파와 경계층의 간섭이 존재하는 유동에서 그 

유효성이 검증되었다[8-13]. k-ω SST[13] 모델의 와점성 계수 

식은 역 압력 구배 영역에서 Bradshow 등[14]의 실험적 결과

를 이용하여 유도되었다. 평균 변형률을 이용하여 현실성 조

건을 부분적으로 충족시키고자 하는 방법의 이론적 설명은 

참고문헌[9-11]에 잘 나와 있다. 이러한 방법들의 핵심은 평균 

변형률(mean strain rate)이 커질 때 와점성 계수의 크기를 줄
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여 일정 수준의 난류에너지가 유지되도록 하는 것이다.

와점성 계수 값을 줄이는 방법은 여러 성공적인 k-ε 난류

모델에도 적용되어 왔다[15-17]. Craft 등[15]의 비선형 와점성 

모델은 평균 변형률과 vorticity의 크기, 난류레이놀즈 수의 함

수로 설계되었다. Craft 모델의 와점성 함수는 본래 벽면효과

를 모델링하고 실험 데이터와 DNS(Direct Numerical 

Simulation)에 기초하여 계수들을 최적화하기 위해서 선택되었

다.

Barakos 와 Drikakis[16]는 Craft 모델의 성공이 응력-변형률 

구성 관계의 비선형 3차 확장에 기인하기보다 최적화된 와점

성 계수함수에 기초한다고 주장했다. 즉, 향상된 k-ε 난류모델

은 복잡한 고차정확도 구성 관계식보다 적절한 현실성 조건

의 충족에 근거한다고 볼 수 있다.본 논문에서는 널리 알려진 

선형모델인 Launder-Sharma k-ε 모델의 와점성 계수에 관한 

수정 모델을 사용하여 현실성 조건의 영향을 살펴보고자 한

다. 본 연구에서 제안된 모델들의 성능을 확인하기 위해 초음

속 기저부 유동 문제에 대해 계산을 수행하였다. 

2. 지배방정식

압축성 Navier-Stokes 방정식은 다음과 같다.







­
 (1)

여기서 q는 유동변수이고, fj와 fvj 는 각 방향의 비점성 및 점

성 유속이다:

     


   
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


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





 









(2)

여기서 ρ, ui, p, E, H 는 각각 밀도, xi 축 방향의 속도성분, 

압력, 총에너지 및 총엔탈피를 나타나며, τij 와 τ*ij는 각각 층

류와 난류에 의한 점성 응력텐서(stress tensor)를, qj는 j 방향

의 열전달량을 나타내고 다음과 같이 표현된다.

 

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
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


(3)

 


 





 

 
  (4)

여기서 γ ,R 는 비열비, 기체상수이고, Prl, Prt 은 층류와 

난류 Prandtl number이다. μl은 Sutherland law에 의해서 결정되

어지며, μt는 와점성으로 난류모델에 따라서 다르게 정의된다. 

Sij는 속도 변형률 텐서이다.

2.1 Launder-Sharma k-ε 모델

Launder와 Sharma에 의해서 제안된 k-ε 난류모델에서 난류 

방정식은 다음과 같다[13].


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여기서 

    이고, fT와 fTv 는 대류항과 확산항을 

나타내고 다음과 같다:
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여기서 모델상수   이고,   이다. S는 평균 변

형률(mean strain rate)을 의미하고, 와점성은 다음과 같이 정의

된다:

  





(8)

Launder-Sharma 모델에서 와점성 계수, cμ 는 다음과 같이 정

의된다.


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
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
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Fig. 1 Variation of eddy viscosity with mean strain rate at 
large turbulent Reynolds number.

여기서 
 이고, ReT 는 난류 레이놀즈수이다. D와 E

항은 벽면효과로 인한 비등방성(anisotropic) 소산률을 표현한 

항이고 다음과 같다. 

 ∇∙    (10)




 ∇   (11)

감쇠함수(damping function) fε 는 난류레이놀즈 수의 함수로 

다음과 같이 표현된다.

 




(12)

식 (9)에 정의된 Launder-Sharma 모델의 와점성 계수는 평균 

변형률이 큰 곳에서 비물리적으로 과도한 난류에너지를 생성

하게 되어 계산의 안정성과 정확도를 저하시키는 원인이 된

다. 본 연구에서는 현실성 조건의 Schwarz 부등식으로부터 유

도된 제한자를 매 반복계산마다 적용하여 소산률 변수의 최

소값을 제한하였다 (LS 모델)[12].

   (13)

2.2 선형 k-ε Craft 모델

Craft[16]등에 의해 제안된 와점성 모델은 Launder- Sharma 

모델을 바탕으로 비선형 응력-변형률 관계를 사용하고, 무차

원화된 변형률과 와도강도에 기초한 와점성 계수 함수를 사

용한다.
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
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(14)

함수 cμ 는  Reynolds stress의 예측된 변화가 실험 데이터 및 

DNS 결과에 잘 일치하도록 최적화되었다. 본 연구에서는 식 

(14)의 와점성 계수와 일반적인 선형 응력-변형률 관계를 적

용하였다.

2.3 수정된 Launder-Sharma(LS) 모델

본 연구에서는 현실성 조건을 만족시키지 못하는 식 (9)를 

평균 변형률의 함수로 다음과 같이 수정함으로써 현실성 조

건을 더하는 방법을 적용하였다(MLS1). 


 

 
    (15)

위 식은 참고문헌 [11,12]에서 k-ω 모델에 적용된 와점성 계수

와 동일하며, 선형모델이 현실성 조건을 충족하기 위한 필요

조건이 된다. 식 (15)는 큰 평균 변형률(또는 와도강도)이 발

생하는 영역에서 계수 값을 줄여 난류의 생성을 제한하는 역

할을 함게 됨을 2.3절 후반에서 보일 것이다.

식 (9)의 Launder-Sharma 모델의 와점성 계수는 난류 레이

놀즈수의 함수로 표현되는 반면, 식 (14)와 (15)의 와점성 계

수는 난류 레이놀즈수와 평균 변형률의 함수로 표현된다. Fig. 

1은 Craft 모델과 MLS1 모델(식 (15))의 차이를 나타낸다. 높

은 변형률에서 식 (14)의 함수 cμ 가 식 (15)의 그것보다 작은 

값을 갖는다. Barakos 와 Drikakis[16]에 따르면 이러한 이유로 

인해서 Craft 모델은 여러 다른 k-ε 모델보다 더 나은 거동을 

보인다. 여기서 주목해야 하는 점은 Craft 모델의 함수 cμ 는 

DNS 결과를 잘 충족시키도록 설계되었으며, 변형률이 작은 

영역에서는 0.09를 초과한다는 것이다. 이 특성은 초음속 기

저부 유동에 대한 계산 결과 재순환영역의 속도분포에 긍정

적인 영향을 미침을 알 수 있었다. MLS2는 작은 평균 변형률 

영역에서는 Craft 모델을 따르고, 큰 값의 영역에서는 식 (15)

를 따르도록 설계되었으며 다음과 같이 표현된다. 


 

  



∙ 




   

 




∙ 



 


 



 


 





(16)
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Fig. 2 Pressure coefficient distributions on the base with 
radial distance from centerline.
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Fig. 3 U velocity distributions along the centerline.
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Fig. 4 Base pressure distributions with grid resolution.
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Fig. 5 U velocity along the centerline.

Craft 모델에서 함수 cμ가 의 역수에 비례하

는데 반해, 본 연구에서는 함수 cμ 가    의 역

수에 비례하도록 설계되었다. 이러한 차이가 난류 운동에너지

의 생성에 미치는 영향을 살펴보기 위해 현실성 조건의 잠재

적 향상을 탐구한 Thivet 등[18]의 분석을 따랐다. 1차원 유동

이 x 방향으로 흘러갈 경우 변형률은 다음과 같이 근사된다. 


∼



 ∆

∆ 


 ∼ ∆

∆  (17)

Cell volume에 대해서 식 (9)를 사용하여 적분한 생성항(Pk)은 

다음과 같다[18]. 

 





∼











∆

∆




∆





∆   

(18)

위 식은 함수 cμ 가 일정할 때, 난류 생성항은 평균 변형률에 

비례함을 보여준다. 충격파-경계층 간섭 영역 또는 강한 전단

류 영역 등 큰 평균 변형률이 발생하는 영역에서 과도한 난

류의 생성을 야기할 수 있음을 의미한다. 이러한 문제는 식 

(14)와 식 (15)에서처럼 현실성 조건에 기초한 함수 cμ를 적용

함으로써 완화될 수 있다. 
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Fig. 6 Axial velocity profiles at X/R=1.26.
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Fig. 7 Radial velocity profiles at X/R=1.26.

식 

 





∼


∆













 (19)

식 

 



∼


∆    (20)

결과적으로 Craft모델의 경우 평균 변형률이 큰 영역에서  

난류 운동에너지가 평균 변형률에 반비례하여 작아짐을 보여

준다. 한편, 본 연구의 수정된 Launder-Sharma모델의 난류생성

은 평균 변형률과 무관하게 일정한 값을 가지게 된다. 

3. 수치 해석 기법

계산을 위해 지배방정식을 물리적 좌표계에서 일반좌표계

로 변환하고, 격자중심 유한 체적법으로 이산화 하였다. 비점

성 유속에 대해 2차의 정확도를 얻기 위해서 HLLE+[19]와 3

차의 MUSCL기법과 minmod 제한자가 사용되었다. 점성 유속

은 중심차분에 의해 계산되었다. 난류변수에 대해서는 

Navier-Stokes 방정식과 동일한 2차 정확도의 MUSCL 기법을 

적용하였다[12].

정상해를 구하기 위해 근사 인자화와 대각화를 동시에 적

용하여 내재적 연산자 행렬을 스칼라(scalar) 형태의 삼대각 

행렬(tridiagonal matrix)로 변환하여 해석하는 DADI 방법을 사

용하였다. 비점성 유속은 상사변환을 이용해 대각화할 수 있

으나 점성유속의 경우에는 대각화가 불가능하므로, 점성유속 

Jacobian의 최대 고유치(spectral radius)를 이용해 고유치를 보

정하고 내재적 부분에 추가된다. 각각의 난류 모델의 원천 벡

터는 생성항과 소멸항으로 구분할 수 있다. 난류 소멸항은 내

재적 부분에 포함되는 반면, 생성항은 외재적으로 처리된다

[12].

경계조건으로는, 벽면에서는 속도가 0으로 설정하였고, 밀

도와 에너지는 영역 내부에서 외삽 하였다. 벽면에서 k와 

은 0으로 설정하였다. 입구조건은 주어진 마하수와 온도조건

에 맞게 Wilcox의 EDDYBL 코드를 이용하여 생성하였다[20]. 

4. 수치 해석 결과

난류 모델의 성능을 시험하기 위해 초음속 축대칭 기저부 

유동 문제를 계산하였다. 입구조건은 마하수가 2.46이고 자유

류 속도 기준으로 레이놀즈수가 ×이다. 형상 및 

기타 조건들은 참고문헌[1]에 잘 나와 있다. 계산은 4가지 2-

방정식 난류 모델들에 대하여 이루어 졌다. 계산에 사용된 모

델은 제한자를 갖는 Launder-Sharma k-ε 모델, 식 (13), 선형 

Craft 모델, 식 (14), 변형 와점성 계수를 가지는 

Launder-Sharma(MLS1) 모델, 식 (15), Craft 모델의 와점성 계

수를 수정한 MLS2 모델, 식 (16)이다.

Fig. 2는 기저부 벽면을 따른 압력계수의 변화이다. 재순환

영역 내부이므로 압력 평형을 이루어 일정한 값을 가진다. 

LS 모델에 의해서 예측된 기저부 압력은 상대적으로 큰 변화

를 보여주는 반면, 다른 모델에 의한 결과는 실험치 보다 작

은 값을 예측하였으나 상대적으로 작은 변화를 나타낸다. Fig. 

3은 중심선을 기준으로 한 흐름 방향 속도분포이다. 모든 모

델이 재부착 지점(reattachment point)을 거의 동일하게 예측하

고 있다. 박리순환 영역에서 역방향 속도의 분포를 Craft 모델

이 가장 잘 예측하고 있으며, LS 모델이 가장 좋지 못한 결

과를 주고 있다. 한편, LS모델과 MLS1 모델은 실험치에 비해 

큰 역방향 속도를 예측한고 있다. 순환 영역 내부에서는 평균 
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(c)

Fig. 8 TKE profiles: (a) X/R=0.079,  (b) X/R=1.26, (c) 
X/R=2.67
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변형률이 크지 않기 때문에, 실험과 DNS 결과를 반영하여 와

점성 계수 값이 0.09보다 클 수 있도록 허용하는 Craft 모델과 

MLS2 모델이 좋은 결과를 제시함을 보여주고 있다.

Fig. 4와 5는 Craft 모델과 MLS2 모델에 성긴 격자와 조밀

한 격자를 적용한 결과이다. 계산을 위해 2가지 조밀 격자

(33×65,321×213)와 성긴 격자(21×51,201×150)를 구성하였다. 각

각의 격자는 두 개의 블록으로 구성되어 있다. 흐름방향 속도

와 압력계수에서 격자에 따른 차이가 거의 없음을 볼 수 있

다. 

Fig. 6과 Fig. 7은 흐름방향으로 X/R=1.26인 곳에서의 흐름

방향 속도와 수직방향 속도를 나타낸다. Craft 모델이 약간 더 

좋은 결과를 보여준다. 난류 모델에 따른 난류 운동에너지 분

포는 Fig. 8에 나타난다. r/R=1.0 근처에서 벽에서 박리된 경

계층으로 인해 강한 전단층이 형성되는데, 이로 인해 난류 운

동에너지가 급격히 생성됨을 실험에서 볼 수 있다. 계산결과

에서도 이러한 경향성은 확인되지만, 그 크기는 충분하지 않

다. 현실성 조건으로부터 유도된 식 (13)을 사용하지 않는 LS 

모델은 r/R=1.0 근처에서 급격히 생성되는 난류 운동에너지를 

적절히 제어하지 못하기 때문에 계산결과를 얻을 수 없었다. 

Craft모델이 다른 모델들 보다 X/R=0.079, 1.26에서 순환 영역 

내부의 난류 운동에너지를 적게 예측함을 확인 할 수 있다. 

이것은 함수 cμ 가 의 역수에 비례하도록 설계

되었기 때문이다. 반면, MLS2 모델은 재순환 영역에서 난류 

운동에너지를 대체로 잘 예측하고 있음을 볼 수 있다. 식 

(18-20)의 근사 해석과 Fig. 8(a)에서 볼 수 있듯이 평균 변형

률의 함수로 표현되는 와점성 계수는 난류 운동에너지의 생

성에 직접적인 영향을 미친다. 또한, 난류 운동에너지의 생성

과 속도분포를 종합하면 재순환 영역에서 역방향 속도의 최

대값은 난류 운동에너지에 직접 비례함을 Fig. 3과 Fig. 8(a)에

서 확인할 수 있다.

5. 결  론

본 연구에서는 초음속 기저부 유동에 대하여 k-ε 모델의 

성능을 시험하기 위해 변형된 Launder-Sharma k-ε 모델과 선

형화된 Craft 모델을 적용하였다. 와점성 계수가 평균 변형률

의 함수가 됨으로써 현실성 조건의 필요조건을 충족할 수 있

다는 이론에 기초하여, 다양한 형태의 와점성 계수를 사용하

여 비교하였다. 근사 해석과 수치해석을 통해 평균 변형률에 

반비례하는 와점성 계수 모형은 변형률이 큰 영역에서 과도

한 난류 생성을 제어할 수 있음을 보였다. 또한, 재순환 영역

의 난류 운동에너지의 생성과 속도분포의 계산 능력을 향상

시킬 수 있음을 확인하였다.
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