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2차원 마찰모델을 이용한 구면무단변속기의 변속특성해석
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Abstract : Semi-spherical CVT(SS-CVT) is one of friction drives, which transmits power via the friction force 
between a spherical shaped variator and output disks. The variator varies the speed ratio of SS-CVT continuously as 
well as transmits input power into the output shaft. Therefore two friction forces are normally applied on the variator; 
one is the longitudinal friction force for power transmission and the other is the lateral for shifting. In order to 
investigate the dynamic behavior of SS-CVT, we introduced a numerical model of 2-dimensional friction force using a 
function of slip ratio and slip angle. And a dynamic model, which describes the shifting mechanism of SS-CVT, is 
developed through 3-dimensional vector analysis. Finally we presented numerical results of the shift characteristics 
focused on the transient behavior of the variator’s slip ratio and slip angle. The numerical results also show the typical 
CVT shifting characteristics of SS-CVT and stable shifting behaviors of the variator.

Key words : CVT(무단변속기), Semi-pherical CVT(구면무단변속기), Variator(베리에이터), Friction model(마찰 
모델), Slip ratio(슬립율), Slip angle(슬립각)

Nomenclature1)

 : friction coefficient
S : longitudinal slip ratio
 : lateral slip angle, deg
f : friction force, N
N : normal force, N
  : variator angle, deg

*Corresponding author,  E-mail: kjungyun@cu.ac.kr

Subscripts

t : driving(longitudinal) direction
s : shifting(lateral) direction
l, r : left and right side
v, d : variator and disc

1. 서 론

구면무단변속기는 입력축에 연결되어 구동원의 

동력을 달하면서 변속비를 조 하는 구면 형상의 
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베리에이터와 출력축에 연결된 출력디스크로 구성

되어 있으며, 별도의 기구나 조작없이 립과 후
진이 구 되는 특징이 있다(Fig. 1). 이러한 구면무
단변속기의 구조  작동원리, 기구학  고찰에 

해서는 이  연구
1)
에서 자세히 다루었다.

구면무단변속기는 출력디스크에 치한 스 링

을 통하여 가해지는 수직항력으로 베리에이터와 출

력디스크의 부에 속과 속의 건마찰을 유

발, 동력을 달한다. 이 부는 Hertzian해석 등
을 이용하여 원형으로 나타나며 이를 1차원 마찰모
델을 이용하여 구체무단변속기의 달동력과 스핀

로스(Spin loss)를 해석한 연구결과를 발표한 바 있
다.2) 이와는 달리 구면무단변속기의 동력 달은 변

속부와 동력의 출력부가 일체로 이루어진 구조이기 

때문에 기존의 1차원 마찰모델이 아닌 2차원 마찰
모델을 이용한 해석이 필요하다.3)

구면무단변속기는 다수의 을 가지며, 각 
부분에 작용하는 반력의 수가 많아 강체 모델링을 

할 경우 부정정계가 발생할 수 있다. 따라서 구면무
단변속기의 동역학 모델을 개발하기 해서는 

한 가정과 마찰 상에 한 분석이 필요하다. 이  

연구1)에서는 동  마찰 모델의 일종인 LuGre모델4)

을 이용하여 구면무단변속기의 동  모델을 개발하

으나, 1차원 마찰력의 세부 상을 모델링하기 
해 개발된 LuGre모델이 2차원 마찰 상을 원활히 

모사해 주지 못함이 밝 졌다.
따라서 본 논문에서는 2차원 마찰 상에 한 심

Fig. 1 Semi-spherical CVT(SS-CVT)

화된 고찰을 통해 엄 하고, 안정 인 구면무단변

속기의 동  모델을 개발하고, 이를 이용하여 변속
시 나타나는 동 특성에 한 해석을 수행하고자 

한다.

2. 구면무단변속기의 변속동역학

슬립이 없는 이상 인 경우 구면무단변속기

(SS-CVT)의 속도 계식과 토크비는 다음과 같이 
결정된다(Fig. 2 참조).

vv

o

out

in

r
r
θω

ω
sin

=
  (1)

o

vv

out

in

r
r

T
T θsin

=
  (2)

여기서, inω 는 입력축 회 속도, outω 는 출력축 

회 속도, vθ 는 베리에이터의 변속각도, or 는 출력

디스크의 회 반경, vr 은 베리에이터의 반경이다.

Fig. 2 Operating principle and schematic diagram of SS-CVT

구면무단변속기는 상하로 베리에이터 두 을 포

함한다. 두 의 베리에이터는 칭으로 치하고 
한 개의 입력축으로 연결되어 있으므로 모델링시 

한 의 베리에이터만을 고려하여 모델링하 으며 

이때 사용한 가정은 아래와 같다.
1) 모든 요소는 강체이다.
2) 동력 달  변속에 계되지 않는 방향의 변
는 없다.

3) 베리에이터에 작용하는 반력은 심  Pcl, Pcr 
(Fig. 3(b) 참조)에 작용한다.
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(a) Definitions of the coordinate system

(b) Definitions of position vectors
Fig. 3 Coordinate system and position vectors

4) 좌우측 베리에이터에 작용하는 변속력은 각각 
내력이며 그 합력은 외력이다.

5) 양 의 수직항력은 기에 인가한 하

이며 상수이다.
모델링을 한 좌표계를 Fig. 3(a)에 도시하 다. 

베리에이터의 심에 고정되어 z방향으로 회 하

는 좌표계를 D 는 xyz좌표계라 정의하 다. 그리
고 체시스템 심에 고정된 좌표계를 S 는 

XYZ좌표계라 정의하 다. 고정 좌표계로 표 된 

벡터의 좌측 상단에 S라는 첨자를 표시하 다.

Fig. 3(b)에 표시된 각 치 벡터( P )의 치에 작

용하는 힘 벡터 F를 정의하 으며, 반력 토크 는 

외력 토크가 작용하는 네 ( clP , crP , ldcP , rdcP )에

는 토크 벡터 T를 정의하 다. 각 치에서 정의된 
힘 는 토크의 아래 첨자는 치 벡터의 아래 첨자

와 같도록 하 다. clP , crP 은 Fig. 3(b)에서 서로 다

른 으로 표시되어 있으나 치상으로 같은 이

며, 양쪽 베리에이터에 작용하는 힘의 작용 을 분

리하기 하여 편의상 두 으로 정의하 다.
베리에이터와 디스크가 하고 있는 은 x-y

평면상에 존재하므로 z좌표는 0이다. 따라서 베리

에이터와 디스크의 왼쪽과 오른쪽의 의 치

벡터는 다음과 같이 표 된다.
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베리에이터의 심을 xyz좌표의 원 으로 잡았

으므로 베리에이터 심의 치벡터는 다음과 같

다.

0== crcl PP  (5)

한 베리에이터의 심에 작용하는 힘과 토크는 

다음과 같이 정의한다.

[ ]zclyclxclcl fff ,,,=F T
 (6)

[ ]zcrycrxcrcr fff ,,,=F T
 (7)

[ ]zclyclcl ,,0 ττ=T T
 (8)

[ ]Tzcrycrcr ,,0 ττ=T T
 (9)

베리에이터 심에서 x-축 방향이 회 항이 없

다고 가정하여 토크의 x-성분 값은 0이다. 토크의 z-

성분은 변속력으로서 zcl ,τ , zcr ,τ 로 정의하며 (가

정 4)에 의해 그 합력이 외력이다.
왼쪽과 오른쪽에서 베리에이터와 디스크의 

에서의 힘 벡터는 다음과 같다. 

[ ]zlylxll fff ,,,=F T
 (10)

[ ]zryrxrr fff ,,,=F T
 (11)

 두 힘은 본 연구에서 사용한 마찰모델에 의해 

체 시스템에서 외력으로 작용하게 되며, 좌우측 
베리에이터의 각속도 벡터는 다음과 같이 정의된다. 

[ ]vvlvl θω 0=ω T
 (12)

[ ]Tvvrvr θω 0=ω T
 (13)

모든 병진 운동이 구속되어 있으므로 병진 운동
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의 운동 방정식은 힘 구속 조건으로 작용한다. 회  

방향의 운동 방정식에서 베리에이터의 회  속도 

벡터는 회  좌표계를 기 으로 기술되었기 때문에 

그 시간 미분은 좌표계의 회  속도를 고려해 주어

야 한다. 한 베리에이터의 형상은 x축에 칭이므
로 모든 상승 모멘트가 0이기 때문에 회  모멘트의 

미분은 아래와 같이 정리된다.
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우측 베리에이터와 좌우측 디스크의 벡터 형태 

운동 방정식을 정리하면 아래와 같다.
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체 운동방정식을 정리하기 해 마찰력 lF 와 

rF 을 아래와 같이 정의한다. 

T
tlvslvsll fff ]cossin[ θθ=F  (22)

T
trvsrvsrr fff ]cossin[ θθ=F  (23)

이상에 정의한 것을 벡터 형태의 운동방정식에 

입하고 성분별로 풀어낸 후, 내력을 모두 소거하
고, 정리하면 아래와 같은 4개의 미분방정식을 얻을 
수 있다.
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tldlLOADdldl frTI −= .ω  (26)

trdrLOADdrdr frTI −= .ω  (27)

3. 2차원 마찰모델

구면무단변속기는 베리에이터와 출력디스크의

부에서 변속과 동력 달이 동시에 이루어지기 

때문에 변속력과 동력 달에 여하는 마찰력의 방

향이 다르다. 따라서 각 마찰력을 해석하기 하여 
2차원 마찰모델이 필요하며, 련변수의 무차원화
를 수행하여 다음 4개의 무차원수를 얻을 수 있다.3)

1) 구동방향 마찰 계수(구동력/수직하 ) t

2) 변속방향 마찰 계수(변속력/수직하 ) s

3) 구동방향 슬립율 S 
4) 슬립각 

3.1 마찰 모델

 4개의 무차원수를 이용하여 양측 출력디스크
와 베리에이터에 작용하는 구동력과 변속력을 결정

하는 종방향과 횡방향 마찰력을 아래와 같이 표

할 수 있다.

),(µ lltltl sNf ξ⋅=  (28)

),(µ rrtrtr sNf ξ⋅=  (29)

),(µ llslsl sNf ξ⋅=  (30)

),(µ rrsrsr sNf ξ⋅=  (31)

여기서 슬립율(Slip ratio, S)과 슬립각(Slip angle, 
)은 구면무단변속기의 기구학  계식으로 부터 

식 (32), (33)으로 표 된다.
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식 (32)와 (33)은 립 상태이거나, 속도가 0인 상
태에서 슬립율과 슬립각이 발산하는 문제가 발생하

기 때문에 이를 해결하기 하여 다음과 같이 1차 
시간지연 모델을 도입하여 과도상태의 슬립율과 슬

립각을 계산하 다.
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3.2 마찰계수 모델

엄 한 물리  이론에 기반을 둔 마찰 모델은 실

제 마찰 계수를 비교  정확히 상하지 못하는 것

으로 알려져 있다. 따라서 실제 용이 가능한 마찰 
계수는 실험을 통해 그 크기를 측하는 실험식을 

도출하여 사용하고 있으며 이러한 실험식은 종방향 

마찰계수는 슬립율에, 횡방향 마찰계수는 슬립각에 
비례한다고 알려져 있다.3-5) 따라서 본 연구에서는 
이러한 특성을 고려하고, 모델의 단순화를 해 변
수 분리, 선형의 가정을 이용하여 아래와 같이 근사
화된 마찰계수 모델을 사용하 다.

)(),(µ ξξ basst −⋅=  (38)

)(),(µ dscss −⋅= ξξ  (39)

 마찰계수 모델에 필요한 상수 a,b,c,d는 간이실
험장치(Fig. 4)를 사용하여 다이나모 실험을 통하여 
추출하 으며, 최종 마찰모델은 식 (40), (41)와 같
다. 자세한 실험내용과 실험결과의 분석은 이  연

구3)에서 자세히 다루었으므로 본 논문에서는 생략

하 다.

Fig. 4 Test bench of SS-CVT

)9851.860149.2(),(µ ξξ −⋅= sst  (40)

)7273.31012.2(),(µ sss −⋅= ξξ  (41)

4. 변속특성 해석

앞 에서 유도한 2차원 마찰모델과 동역학모델
을 이용하여 직류모터에 연결된 구면무단변속기의 

변속특성을 수치해석 로그램을 작성하여 시뮬

이션을 수행하 다.
구동원인 직류모터는 일반 인 회로방정식과 직

류모터 운동방정식을 사용하여 모델링하 으며, 모
터토크(TM)는 다음식을 이용하 다.

a

iea
M R

kekT )( ω−
=

 (42)

해석에 사용한 직류모터는 입력 압 12V,정격출
력 150W이며 스톨토크 2Nm의 사양을 가지고 있으
며 본 해석시 별도의 속도 는 토크제어를 수행하

지 않았다.

Fig. 5 Shift profile of the variator angle
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Table 1 Constants of the system
Constant Value

rv (radius of variator) 0.035
rd (radius of disc) 0.042
I1 (x-directional inertia of variator) 0.01
I3 (z-directional inertia of variator) 0.02
Ib (inertia of input system) 0.01
Id (inertia of output disk) 0.048
 (input gear ratio) 1
Nl, Nr (pre-loaded normal forces) 700
x, y (relaxation distance) 0.001
k (motor torque constant)[Nm/ampere] 0.0268
ke (back emf constant)[volt/(rad/s)] 0.0373
Ra (armature resistance)[ohm] 0.1563
ea (armature voltage)[volt] 12

베리에이터 각도는 0~5 에서 0도( 립), 5~20  

동안 30도 까지 증가시킨 후 30~45  동안 0도로 감
소시켰다(Fig. 5). 해석을 해 사용한 각 상수값은 
Table 1과 같다.
시뮬 이션 시작후 5 까지 베리에이터의 각도는 

0으로 구면무단변속기는 립상태에 있다. 립상태
에서 구동원인 모터는 무부하상태로 모터속도는 별

도의 속도제어 없이도 아이들링상태인 약 3000rpm의 
속도를 유지하고 있음을 알 수 있다(Fig. 6).
이후 5 에서 20 동안 베리에이터의 변속각도

를 증가시켜 상단변속을 수행하면 성이 작은 입

력부의 속도가 격히 떨어지면서 출력부의 속도는 

0부터 증가하는 것을 확인할 수 있다.
Fig. 7에 표시한 기어비의 변화를 살펴보면, 변속

을 시작한 5 부터 기어비가 무한 에서 격히 감

소하면서 발진이 이루어짐을 알 수 있다. 이는 구면

Fig. 6 Input and output speeds

Fig. 7 Reduction gear ratio

무단변속기가 클러치 는 토크컨버터와 같은 발진

기구 없이 립상태에서 발진이 가능함을 나타낸

다. 이론 으로 구면무단변속기는 무한 의 변속기

어비가 가능하지만 베리에이터와 출력디스크사이 

부에 최 정지 마찰력을 과한 부하가 작용하

게 되면 미끄러짐이 발생하리라 상할 수 있다.
Fig. 8과 9는 변속시 발생하는 종방향 슬립율와 

횡방향 슬립각을 나타내고 있다. Fig. 8에서 베리에
이터가 변속을 개시하면서 종방향 슬립율은 격히 

증가하다가 과도상태인 약 15  부근에서 슬립율가 

최 가 된 후 변속이 완료된 20  이후 약 -0.013의 
값을 유지하고 있다. 이는 변속 에 베리에이터의 

자세(Orientation)변화가 종방향 슬립율에 향을 미
치는 과도상태를 나타내며, 변속이 완료된 시 의 

슬립율은 베리에이터의 회 축과 출력디스크의 회

축이 일치하지 않아 스핀로스(Spin loss)가 발생함
을 나타낸다.
이와는 달리 횡방향 슬립각의 변화(Fig. 9)는 변속

이 시작되면서 가장 큰 각도변화를 나타내다가 변

Fig. 8 Longitudinal slip ratio
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Fig. 9 Lateral slip angle

속이 완료되는 다음 정상상태에서 다시 0이 되는 거
동을 나타내고 있다. 이를 통하여 변속시 베리에이
터의 회 축 자세변화로 나타나는 횡방향 슬립각의 

과도상태가 변속이 완료되면서 다음 정상상태에서 

안정화(stabilized)됨을 알 수 있다.

5. 결 론

1) 구면무단변속기의 변속시 과도상태를 해석하기 
해 2차원 마찰모델을 이용한 3차원 강체 동역
학 모델을 개발하 다.

2) 2차원 마찰 상을 고찰하여 슬립율과 슬립각의 
함수로서 종방향과 횡방향의 마찰 계수를 모델

링하 다. 한 1차 시간지연 모델과 선형화를 
통하여 립 는 정지상태에서 슬립율과 슬립

각이 발산하는 문제를 해결하 다.
3) 개발된 2차원 마찰모델과 구면무단변속기의 동
역학 모델을 이용하여 시뮬 이션을 수행하

으며 이를 통하여 개발모델의 정성  오류가 없

     음을 확인하 다.
4) 개발된 2차원 마찰모델과 동역학 모델은 구면무
단변속기의 변속시 과도상태를 모사하고 있음

을 확인하 으며 변속시의 종방향 슬립율과 횡

방향 슬립각의 변화를 고찰하 다.

후    기

이 논문은 2003년도 한국학술진흥재단의 지원에 
의하여 연구되었음. (KRF-2003- 동연구-D20010)
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