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ABSTRACT

Current geometric modeling and analysis are commonly based on B-Rep modeling and a finite ele
ments method respectively. Furthermore, it is difficult to represent an object whose material property is 
heterogeneous using the B~Rep method because the B-Rep is basically used for homogeneous models. 
In addition, meshes are required to analyze a property of a model when the finite elements method is 
applied. However, the process of generating meshes from B-Rep is cumbersome and sometimes diffi
cult especially when the model is deformed as time goes by because the topology of defoiming meshes 
are changed. To overcome those problems in modding and analysis including homogeneous and hetero
geneous materials, we suggest a unified modeling and analysis method based on implicit representation 
of the model using R-function which is suggested by Rvachev. For implicit modeling of an object a 
distance field is approximated and blended for a complex object. Using the implicit function mesh-free 
analysis is possible where meshes are not necessary. Generally mesh-free analysis requires heavy com
putational cost compared to a finite elements method. To improve the computing time of function eval
uation, we utilize GPU programming. Finally, we give an example of a simple pipe design problem and 
show modeling and analysis process using our unified modeling and analysis method.

Key words: Approximated distance implicit function, R-function, heterogeneous material modeling, mesh- 
free analysis, GPU programming

1.서  론

현재까지 모델링과 해석 프레임워크는 대부분 B- 

Rep(boundary representation)모델링과 유한요소법을 

이용하여 구성된다. 이러한 프레임워크에서 B-Rep 모 

델링은 이질속성물체를 표현하기 힘들다는 한계점을 

갖는다卩기，또한 유한요소법은 해석을 위해 B-Rep 
모델의 형상정보를 그대로 이용하지 못하고 해석용 

메쉬를 생성해야 한다는 한계점을 갖고 있다. 유한요 

소법에서 이러한 한계점은 해석결과를 다시 피드백 

(企edback)하여 모델을 수정할 때에 또 모델변환을 해 

야 하는 문제와 시간에 따라 움직이는 형상을 해석할 

경우 계속 remeshing해야 하는 문제를 야기한다.

거리기반 음함수 모델링(approximated distance 
implicit function modeling)과 무요소법 (mesh-fiee 
analysis)은 기존의 이러한 한계점을 해결할 수 있는 

하나의 방법을 제시한다. 거리기반 음함수 모델링은 

B-Rep모델링에 비하여 보다 쉽게 이질속성물체를 표 

현할 수 있다. 이러한 이질속성물체 모델링은 앞으로 

수요가 더욱 증가할 것이다. 또한, 무요소법은 해석용 

메쉬를 만들지 않고 거리기반 음함수 모델을 바로 해 

석 가능하다. 그러므로 유한요소법이 갖고 있던 메쉬 

생성으로 인한 문제가 없으며 모델링과 해석을 통합 

할 수 있다. 그러나 무요소법은 유한요소법 에 비 하여 

해석과정에서 많은 계산이 필요하다. 본 연구에서는 

이러한 문제를 해결하고자 GPU 프로그래밍 기법을 

무요소법에 적용하였다. Fig. 1은 본 연구의 통합된 

모델링과 해석 프레임워크를 나타낸다.

Rvachev는 R-function과 R-fiinction을 이용한 음함 

수 모델의 불리언 연산 등을 정리하였다"灼. 또한 
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Shapiro et aL은 여러 R-function 시스템을 이용하여 

음함수 모델을 불리언하였을 때 각각의 미분성질에 

대하여 연구하였다® Biswas et aL은 거리기반 음함 

수를 이용하여 근사된 거리장(distance field)를 나타내 

는 방법을 연구하였으며 거리기반 음함수를 응용하여 

이질속성물체를 모델링 하였다皿用. Rvachev는 곡선 

위에 정의된 함수값들을 보간할 수 있는 transfinite 
interpolation을 연구하였고 이는 이질속성물체 모델링 

에 이용된다'". Rvachev et al.은 R-function 불리언 

을 이용하여 만들어진 음함수를 이용하여 solution 
structure# 정의하였다州. Tsukanov et aL은 solution 
structure를 이용한 무요소법을 제시하였다〔'기. 최근 본 

래 그래픽 처리용으로 사용되는 GPU를 유한요소법, 

수치해석 등과 같은 다른 범용으로 사용하고자 하는 

많은 연구가 이루어지고 있다* 构.

Fig. 1. 거리기반음함수 모델링과 무요소해석 프레임워크.

2. 형상 모델링

2.1 기본형상 모델링

2.1.1 음함수 표현법

음함수 표현법은 표현하고자 하는 곡선이나 곡면을 

음함수식 을 이용하여 표현한다"I. 즉 주어진 음함수 

식을 만족하는 점들의 집합이 곧 표현하고자 하는 형 

상이 된다. Fig. 2는 단위 윈 과 구를 음함수로 표현 

한 예이다. 이러한 음함수 표현법은 매개변수 표현법 

과 비교하여 다음과 같은 장점을 갖는다. 첫째, 임의 

의 위치에서 물체의 내외부를 쉽게 판단할 수 있다. 

둘째, 불리언(Boolean) 연산이 쉽다. 보통 모델링 과정 

에서 복잡한 형상은 간단한 기본형상들을 서로 조합 

하여 만들어 진다. 불리언 연산이란 기본형상들을 서 

로 조합할 때 이용되는 논리연산을 의미한다. 기본형 

상이 매개변수식으로 표현된 경우 불리언 할 때 서로 

교차계산(surfhce-surfhce intersection)을 수행해야 하 

지만 음함수로 표현된 경우 R-ftinction을 이용한 간단 

한 함수계산 만으로 불리언 가능하다. 셋째, 곡선, 곡 

면, 기본형상들 간의 연결관계 (topology)를 저장하지 

않는다. 매개변수식을 이용한 모델링의 경우 매개변 

수 곡선, 곡면, 기본형상들의 연결관계를 halfedge, 
winged edge와 같은 자료구조에 저장해야 한다. 음함 

수를 이용한 모델링은 최종 모델이 하나의 음함수로 

표현되므로 연결관계를 따로 정의할 필요가 없다.

2차원 단위 원의 예

Parametric function
r(u) = (x(w), jW)) = (cosu, sin i/)

Implicit function
X /(x,>>) = l2-(x2+/) = o

외무 /(2,0) = l2 -(22 +02) = -3 <0 
경게 /(1,0) = 12-(12+02) = 0 
머무 /(0,0) = l2 -(02 +02) = l>0

Fig. 2. 단위 원 및 구에 대 한 음함수 예.

2丄2 거리기반 음함수표현 법

기존의 음함수는 함수값이 0인 점들의 집합이 물체 

의 경계를 나타내고 양수, 음수인 점들의 집합은 각각 

물체의 내외부를 나타낸다. 즉 함수값의 부호로 물체 

의 경계, 내부, 외부를 판단하지만 함수값의 부호 이 

외에 값 자체는 큰 의미가 없다. 거리기반 음함수란 

함수값의 절대치가 물체의 경계로부터 함수값을 계산 

한 점까지의 최단거리를 계산하여 준다WJ. Fig. 3은 

단위 원을 일반적인 음함수와 거리기반 음함수로 각 

각 표현한 예이다. 거리기반 음함수로 기본형상을 표

Fig. 3. 음함수와 거 리 기 반 음함수 비교.
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현하면 이질속성물체를 쉽게 표현할 수 있는 장점이 

있다. 본 논문에서 제안하는 통합된 모델 링과 해석 프 

레임워크에서는 모든 기본형상들을 거리기반 음함수 

로 표현한다.

2.1.3 Normalization condition

Fig. 3의 단위 원 예제에서와 같이 거리기반 음함수 

식와 일반적인 음함수는 함수의 형태가 다르다. 즉, 임 

의의 음함수가 거리기반 음함수가 되기 위해서는 특 

정한 조건을 만족해야만 한다. 이러한 조건을 

normalization condition이라 한다Normalization 
condition은 다음과 같다.

L 씨死 = °

2. ■架-=1 , V = normal to the boundary 30. (1)

如g

식 (1)에서 첫번째 조건은 음함수값이 0인 점들의 

집합이 물체의 경계를 나타낸다는 조건이다. 즉, 물체 

의 경계에서의 음함수값은 모두 0이다. 이는 음함수 

로 모델링하기 위해서 기본적으로 만족해야 하는 조 

건이다. 두번째 조건은 물체의 경계에 존재하는 임의 

의 점에서 법선벡터 방향으로의 한번 미분한 값이 1 
이 되어야 한다는 조건이다. 세번째 조건은 물체의 경 

계에 존재하는 임의의 점에서 법선벡터 방향으로 2번 

부터 A번까지 미분한 값이 모두 0이라는 조건이다. 

k = m 일 때 음함수 &는 也-th order로 normalization 

된다. Normalization 차수가 높을수록 보다 잘 근사 

된 거리기반 음함수가 된다. 만약 무한대 차수로 

normalization되었다면 물체의 경계로부터 법선벡터 

방향으로 최단거리를 정확하게 계산할 수 있는 거리 

기반 음함수가 된다. Fig. 4는 무한대와 1차로 normali- 

zation된 거리기반 음함수를 예로 하여 normalization 

condition의 기하학적인 의미를 설명한다. Normalization 
차수가 높을수록 물체의 경계로부터 더 먼 위치까지 

의 거리도 근사하여 계산할 수 있다.

2.1.4 Normalizing method
임의의 음함수가 거리기반 음함수가 되기 위해서는 

normalization condition을 만족해야 한다. 그러나 

normalization condition을 잘 만족하는 음함수를 찾는 

것은 쉬운 일이 아니다. 또한 간단한 기본형상을 표현 

하는 음함수 뿐만 아니라 임의의 음함수를 거리기반 

음함수로 표현해야 하는 경우도 있다. 그러므로 아래 

와 같이 주어진 임의의 음함수를 거리기반 음함수로 

변환할 수 있는 방법 이 요구된다虬

/1 = -
"+ (巧)2

/■는 주어진 임의의 음함수이고 /는 주어진 음함수 

f를 1차로 normalization한 거리기반 음함수이다.

2.2 R-function을 이용한 불리언 연산

2.2.1 정의

R-fimction은 출력되는 함수값의 부호가 입력된 매 

개변수들의 부호에 의해서만 결정되는 실수함수이 

다. 함수값의 부호를 함수의 논리적 특성 (logical 

property)이라고 보면 음수부호는 false, 양수부호는 

true라 할 수 있다. R-fiinction은 이러한 논리적 특성 

(false, true) 사이의 논리연산을 사칙 연산으로 대신 

수행할 수 있다. R-function 사이의 다음과 같은 논리 

연산자와의 관계에 의해 정의된다

E真W)］=尸［，(对,$2(力］ 

P예서(0 = 0하지의거려 =(y(p) p에서陌 = ()까자의거러 * fW(p)

Normalization up to x -.th order Normalization up to ! - th order

Fig. 4. Normalization condition.

S2(x)
fl, if x>0+ 

[0, if x<0_

S2는 함수값을 입력으로 받아서 논리적 특성(l=true, 
0=워se)을 출력하는 스위칭 함수이다. F는 논리 연산 

자, 즉 불리언 함수이다. /■는 논리 연산자 K에 대응되 

는 R-fiinction이다. 이때 F는 R-ftinction /의 Boolean 

companion function이라 한다. 논리 연산자 F는 입력 

으로 논리적 특성을 받아서 연산하므로 대수적으로 

표현하기가 힘들다. 반면 R-function인 f는 입력으로 

함수값을 받아서 사칙연산을 수행하므로 대수적으로 

쉽게 논리 연산을 할 수 있다. 또한 하나의 논리 연산
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자, 즉 Boolean companion fimction에 대한 R- 

fiinctioii은 무수히 많이 존재 할 수 있다.

Fig. 5는 불리언 함수 AW와 그에 대응되는 하나 

의 R・function에 대한 예를 보여준다. 불리언 함수 

F(x, *) 는 논리 연산 AND를 나타내고 이에 대응되는 

많은 R-fbnction중에 하나로 f(x, y)=x+y-Jx2 +y2 

을 정의하였다. 임의로 정한 함수 g(x,*) 는 불리언 함 

수 AND에 대응되는 R-fiinction이 아닌 것을 알 수 

있다.

으

1

으。2 

0

으으!

h 

0

F(x,y) = AND(x,y)

Fig. 5. 불리 언 함수 ANQ와 그에 대응되는 R-fiinction의 예.

s2
AJ半

1 /(X,*)

흐L±J\ —4 —2 很
츠」[±1 \ 1逐

1 g(x,y)

tziz
當

gg，) = 2x + y

으 

丄 

으 

0

0

0

引，(x),，(y)]
0

&[g(x,y)]

으 

0

2.2.2 음함수 모델의 불리 언 연산

음함수로 표현된 기본형상을 R-fimction을 통해 서 

로 불리언 연산하여 보다 복잡한 모델을 만들 수 있 

다. Fig. 6은 R-fiinction을 이용하여 음함수로 표현된 

두 개의 원을 불리언 연산하는 예이다. 이 때에 사용 

된 불리언 연산은 AND와 NOT이고 이를 각각 대웅 

되는 R-fUnction을 이용하여 사칙연산으로 수행한다.

Fig. 6. R-fiinction을 이용한 음함수 모델의 불리 언 연산 예.

대표적으로 많이 쓰이는 R-fimction 시스템은 아래 

와 같다. + 부호는 OR, - 부호는 AND 불리언 연산 

을 나타낸다.

R'. —--------------- Jx2 +y2-2axy)
1 + a

碍:(x+y ± >Jx2 +y2)(x2 +y2)ml2

Rp- X+*  ± (x“ +/)1/p

2.3 이질속성물체 모델링

2.3.1 이질속성물체의 정의

모델링 과정에서 물체의 기하정보뿐만 아니라 강 

도, 색상, 재질 등의 물체속성까지 표현해야 하는 경 

우가 점점 늘고 있다. 물체속성이 일정한 경우는 쉽게 

모델링 할 수 있으나 계속 변하는 경우에는 B-Rep 
모델링으로는 표현하기 힘들다. 이러한 물체를 이질 

속성물체, 또는 FGM(Functionally Graded Material) 
이라 한다.

Fig. 7은 이질속성물체의 예와 모델링 아이디어를 

나타낸다. 공구의 앞부분과 손잡이 부분이 접합되는 

부분을 FGM으로 정의하였다. FGM 부분의 기하정보 

는 정면도에서 보는 것과 같이 사다리꼴 형상으로써 

쉽게 표현 가능하다. 그러나 물체의 속성은 하나의 속 

성으로 표현되지 않는다. 우리는 FGM 부분의 물체속 

성을 표현하기 위해 FGM 내부의 물체속성이 FGM 

경계로부터 선형적으로 변한다고 가정한다. 즉 FGM 
내부 임의의 위치에서의 물체속성은 이미 물체속성값 

이 주어진 FGM 경계까지의 최단거리를 통한 선형보 

간으로 표현될 수 있다的.

SiC•(탄화규소) 20% L血m邸d

■&琴료

Mnierial Chip

Diamond cutter

FGM(Functlonalty Graded 
MatetlaD욘 diamond요 SIC의 
비晉이 변함

FGM읍 표현하가 읶해서 이질속 
성誓如 모曹멍아 낇요

FGM안의 일의의 위치여!서의 ■체 會성

• Want:

•Solution:
FGM경계예서어 鶉체 속성값骨蕾 경계로 부터 임의의 
나후 위차까지의 촤단거리트 이용하01 선영보간

LpW 서의 &C 비 ■

100%x 으尹+ 80%.

2. p傅서여 diamond 비観

으二스+ 20%丄
i 1

Fig. 7. 이질속성물체의 예와 모델링 아이디어.

2.3.2 Inverse distance weight interpolation
이질속성물체를 표현하기 위한 아이디어로 이미 물 

체속성이 주어진 경계까지의 최단거리를 통한 선형보 
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간법을 제시하였다. 즉 거리가 가까운 물체속성의 영 

향을 많이 받고 거리가 먼 물체속성의 영향을 적게 받 

는다. 이러한 개념의 선형보간법을 inverse distance 

weight interpolation 또는 Shepard's method근牛 하고 

다음과 같은 형태를 갖는다勺

0 =冒JMj(x) 

i = 0

w,(x)는 가중치 함수로서 /가 주어진 점 X로부터 X까 

지의 거리에 반비례하는 값을 가진다. W,(x)는 거리에 

반비례하는 개념을 이용하여 식 (2)와 같이 정의된다•

g = m (2)

W(x)
7 = 0

d,(x)는 /번째 주어진 점인 为로부터 X까지의 유클리디 

언(Euclidean) 거리이다. 지수 〃는 최종 보간된 함수 

7(x)의 주어진 점 X에서의 미분 성질을 조정한다% 

0<//,< 1 일 때 최종 보간된 함수는 /번째 주어진 점 

에서 미분 불가능하다. //,> 1일 때 최종 보간된 함수 

는 /번째 주어진 점에서 出一 1번 미분 가능하다.

2.3.2 Transfinite interp 이 ation

2.3.1에서 보간하고자 하는 함수값이 도메인 상에 

서점에 주어져 있을 때의 inverse distance weight 
interpolation0]] 대하여 설명하였다. 그러나 Fig. 7에서 

와 같이 FGM의 경우 보간하고자 하는 함수값이 도메 

인 상에서 점이 아닌 곡선에 정의 되어 있다. 즉 점에 

주어진 함수값을 보간하는 것이 아닌 곡선에 주어진 

함수값을 보간할 수 있는 방법이 필요하다. 곡선에 주 

어진 함수값을 보간하는 방법을 transfinite interpola- 
tion이라 한다

Transfinite interpolation 역 시 inverse distance 
weight 개념을 사용한다. 즉 식 (2)을 이용하여 가중 

치를 계산하게 된다. 그러나 식 (2)는 점 보간, 즉 보 

간하고자 하는 함수값이 점에 주어져 있을 경우에 사 

용되는 식이다. 우리가 하고자 하는 transfinite inter- 
polation은 보간하고자 하는 함수값이 곡선에 주어져 

있다. 본 연구에서는 모든 물체를 음함수로 모델링 하 

므로 함수값이 주어진 곡선 역시 음함수로 표현되어 

있다. 그러므로 임의의 점에서 가중치를 계산하기 위 

해서는 점과 음함수 곡선 사이의 최단거리를 계산해 

야 한다. 그러나 점과 음함수 곡선 사이의 최단거리를 

수치적인 방법으로 계산하는 것은 많은 비용이 든다. 

거리기반 음함수를 사용하면 이러한 문제를 해결할 

수 있다. 점과 곡선사이의 거리를 수치적으로 찾는 것 

이 아니라 거리기반 음함수에 점을 대입하면 바로 근 

사된 최단거리를 얻을 수 있기 때문이다. Transfinite 
interpolation에서 가중치는 다음과 같이 식 (2)를 변형 

하여 계산된다.

叫(X)=
s"'(x)

W(x)

©는 보간하고자 하는 물체의 속성값이 주어진 /번째 

거리기반 음함수 곡선을 나타낸다. Fig. 8은 거리기반 

음함수와 transfinite interpolation를 이용하여 이질속 

성물체를 모델링한 예이다.

Fig. 8. 이질속성물체 모델 링 예.

3. 무요소해석

3.1 개념
무요소법과 유한요소법의 가장 큰 차이점은 해석용 

메쉬를 생성하지 않는다는 점이다. 유한요소법은 지 

금까지 많이 연구되어온 해석 방법으로서 많은 장점 

들을 가지고 있으나 메쉬를 생성해야 하는 문제를 가 

지고 있다. 복잡한 형상이나 시간에 따라 물체의 형상 

이 변하는 경우에 이 메쉬 생성은 전체 해석 과정에 

큰 부하를 가져온다. 또한 B-Rep 모델과 해석 모델이 

다르기 때문에 모델링과 해석 사이의 피드백을 위해 

계속 모델 변환을 해야 하는 문제도 발생한다. 무요소 

법은 유한요소법의 이러한 메쉬 생성으로부터 파생되 

는 문제를 해결하는데 초점을 두고 있다.

Table 1에서는 무요소법과 유한요소법의 특징을 비 

교하여 정리하였다. 기존에 많은 연구가 이루어진 유 

한요소법에 비하여 무요소법은 많은 연구가 이루어지 

지 않았다• 현재까지 일반적으로 무요소법이 유한요 

소법에 비하여 계산속도와 해석의 정확도가 좋지 않
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은 것으로 알려져 있다. 반면 무요소법은 메쉬를 생성 

하지 않음으로써 메쉬 생성으로 인해 파생되는 여러 

문제들을 해결할 수 있다는 장점을 가지고 있다. 또한 

유한요소법은 메쉬를 생성한 후에 그 메쉬에 따라 형 

상함수를 정의해야 하지만 무요소법은 메쉬를 생성하 

지 않으므로 형상함수를 정의할 때에 해석하고자 영 

역에 영향을 적게 받는다. 즉, 일반적인 삼각함수, 번 

스타인 기저함수, 비-스프라인 기저함수들을 사용할 

수 있다는 장점이 있다. 또한 시간에 따라 움직이는 

모델을 해석할 경우 유한요소법은 remeshing해야 하 

는 문제가 있으나 무요소법은 메쉬를 사용하지 않으 

므로 보다 유리하다.

Table 1. 무요소법 과유한요소법 의 일 반적 인 특징 비교

무요소법 유한요소법

메쉬 없다 있다

형상함수

주어진 데이터의 국 

소해석영역에 영향을 

받음

미리 정의된 메쉬에 

영향을 받음

계산속도 느리다 빠르다

정확도 부정확하다 정확하다

적응해석 

(Adaptive 
analysis)

쉽다 어렵다

3.2 예제
3.2.1 문제 정의

본 연구에서 사용한 무요소법을 간단한 2차원 열전 

달 문제를 통해 설명하고자 한다. 이 문제는 Fig. 9와 

같이 정의한다. 2개의 거리기반 음함수로 표현된 원 

을 불리언 하여 가운데가 비어있는 고리형상을 모델 

링 하였다. 고리의 외부공기의 온도는 1573K로 일정 

하고 내부의 온도는 1073 K로 일정 하다. 즉 고리의 

온도와 고리의 내 • 외부 공기의 온도차에 의해 열이 

전달된다. 고리의 열전도도 2 = 7W/»?・K, 대류 열전 

달 계수 a= lOOW/z/.K로 주어져 있다. 우리가 

풀고자 하는 미분 방정식, 즉 위의 열전달 현상을 표 

현하는 물리방정식은 '아T = 0 이다. 이 문제는 정상 

상태 (steady-state) 문제로서 시간에 따른 온도변화가 

없을 때의 온도분포를 해석한다. 마지막으로 주어진 

미분방정식을 풀기 위하여 고리 표면에서 법선 벡터 

방향으로의 온도변화율은 고리 내부의 임의의 위치와 

표면과의 온도차로 결정된다는 경계 조건이 주어져 

있다. 우리는 주어진 모델의 기하형상, 물체의 속성 계 

수, 경계조건을 이용하여 주어진 미분방정식을 만족 

하는 온도분포함수 7를 무요소법으로 구하고자 한다.

3.2.2 Solution structure

Fig. 9에서 정의한 2차원 열전달 문제에서 최종적으 

로 우리가 구하고자 하는 것은 정상상태의 온도분포 

함수 7이다. 무요소법과 유한요소법과 마찬가지로 먼 

저 구하고자 하는 함수의 형태를 가정해야 한다. 유한 

요소법에서는 trial function으로 구하고자 하는 온도 

분포함수 7를를 가정한다. 이와 같은 개념으로 무요소 

법에서는 solution stmctuMe를 정의하여 구하고자 하는 

온도분포함수 7를 가정한다的［기. 즉, 온도분포함수 

7를를 알고 있는 기저함수를 사용하여 표현하는 것이 

다. 이렇게 구하고자 하는 함수의 형태를 가정하여 정 

의해야만 주어진 미분 방정식에 맞게 함수를 구할 수 

있다.

3.2.2.1 Taylor expansion

Solution structure를 정의할 때에 가장 중요한 개념 

은 Taylor expansion이다. Taylor expansion은 임의의 

위치에서의 함수값과 미분값을 알면 그 함수 전체를 

근사하여 정의할 수 있게 한다. Taylor expansion는 

식 (3)으로 정의된다.

危)=f(a) +f(a)(x - a) + - af +

+丄一厂(x — a) (3)
n\

a 에서의 함수값 /(a), 한번 미분값 广 (a), 두번 미분 

값 /"(«) 등을 알면 임의의 위치 X에서의 함수값을 

모두 근사하여 얻을 수 있다. 식 ⑶를 /의 a에서의 

Taylor expansion이라 한다.

3.2.2.2 일 반화된 Taylor expansion
우리가 구하고자 하는 온도분포함수 7는 도메인이 
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2차원인 함수이다. 그러므로 T에 대한 solution 
structures- Taylor expansion을 이용하여 만들 경우 

식 (3)을 그대로 사용할 수 없다. 식 (3)은 함수의 도 

메인이 1차원인 경우이므로 도메인이 다차원인 함수 

에도 적용 가능한 일반화된 Taylor expansion이 필요 

하다. 일반화된 Taylor expansion은 거리기반 음함수 

를 이용하여 얻을 수 있다. 식 (3)을 보면 임의의 위 

치 %에서의 함수값을 근사할 때 주어진 위치 a까지의 

거리가 필요한 것을 알 수 있다. 같은 개념으로 일반 

화된 Taylor expansion에서는 임의의 위치 x에서 주 

어진 거리기반 음함수의 경계까지의 거리가 필요하 

다. 거리기반 음함수는 경계에서 X까지의 거리를 함 

수값 <y(x)로 출력하므로 쉽게 거리를 계산할 수 있 

다. 식 (4)는 거리기반 음함수로 표현된 도메인의 경 

계에서의 함수값과 巾번 미분값까지 주어졌을 때의 일 

반화된 Taylor expansion이다''L

危)=/。*+ 2!所亳心)*  + 0(，广') (4)
k=\K-

아래첨자는 미분의 회수를 나타낸다. 川는 (2)=0 

에서의 함수값,/;은 @ = 0에서의 법선벡터 방향으 

로의 한번 미분값이다. 윗첨자 f* 는 normalizer# 

나타낸다. /‘*는  의 에 대한 normalizer이다. Taylor 

expansion에서 계수들은 상수이 어야 하므로 nor
malizer^- 이용하여 일반화된 Taylor expansion의 계 

수를 © = 0에서 법선벡터 방향으로 상수화할 수 있 

다. /(X)의 仞에 대한 normalizer 广(对는 다음과 같 

이 정의된다”].

广(X)=/(x-fy(x)V<y(x))

= /Cx)-<y(x)V^(x) - V/(x) (5)

322.3 Constructing solution structure

Solution strucmre는 거리기반 음함수로 주어진 기 

하정보와 경계조건을 이용하여 일반화된 Taylor 

expansion으로 만들어 진다. 이 때 주어진 경계조건을 

만족하도록 가정해야 한다.

码= 1007_ ip0r (6)
3网 7 7

이 경계조건은 도메인의 경계에서의 법선벡터 방향 

으로의 미분값을 나타낸다. 그러므로 우리는 이 경계 

조건을 만족하는 solution structure!- 만들기 위해 도 

메인의 경계에서의 일반화된 Taylor expansion를 이용 

하여 다음과 같이 정의한다的，긔.

T = Tq + T\d)+ a^<t>2 (7)

爲는 도메인의 경계에서의 함수값, 7?은 도메인의 경 

계에서의 법선벡터 방향으로의 한번 미분값이다. 이 

때 주어진 경계조건인 식 (6)가 바로 3이 됨을 알 수 

있다.

Solution structure# 정의할 때에 모르는 항은 기저 

함수의 선형조합으로 가정한다. 경계조건에 의해 도 

메인의 경계에서의 한번 미분값까지만 주어져 있으므 

로 두번 이상의 미분값들은 식 (4)에서 에러항으로 남 

게 된다. 보통의 경우 이 에러항은 표현하지 않으나 

우리는 해석의 정확도를 높이고자 식 (7)의 에러항을 

기저함수의 선형조합 로 근사한다.

= XC2,i%i 
i=0

Z는 기저함수로서 삼각함수, 번스타인 함수, 비-스프 

라인 함수 등을 모두 사용할 수 있으며 본 연구에서는 

비 -스프라인 함수를 사용한다M，이.(% I 는 기 저 함수의 

계수이다. 기저함수는 이미 알고 있으므로 이 계수들 

이 결국 solution structure에서 구해야 하는 미지수가 

된다. 3은 경계조건으로 주어져 있으나 爲는 문제에 

서 주어지지 않았으므로 에러항과 마찬가지로 기저함 

수의 선형조합으로 가정하여 표현한다. :的는 으로 

다음과 같이 가정한다.

=打,质

2 = 0

식 (7)를 살펴보면 일반화된 Taylor expansiorr을 위 

해 爲를(小게 대하여 normalize하여 T； 로 변형 하였다. 

" 는 식 (5)에 의해 다음과 같이 정의된다.

Tq = Tq-(yV(y ■ Vro

앞서 우리는 爲를(0으로 가정하였으므로 兀 는 다 

음과 같이 다시 정리된다.

= Oj-tyVty-VO,

최종적인 solution structure의 형태는 다음과 같다.

T = Q — • VQ +

f 100兀时 100^^ 2
"―二]----- 厂①1丿+ ©①2 (8)

원래의 경계조건은 식 (6)으로 주어져 있으나 경계 
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조건에서의 7는 도메인의 경계에서의 온도를 나타내 

므로 앞서 정의한 Q으로 치환하였다.

Solution structure 식 (8)을 살펴보면 물체의 주위 

공기 온도를 나타내는 命“(X, 力항이 존재한다. 이는 

임의의 위치(X, y)에서의 물체의 주위 공기 온도를 

나타내는 함수이다. 그러나 물체의 주위 공기 온도는 

고리의 안쪽에서 1073 K, 바깥쪽에서 1573 K로만 주 

어져 있고 고리 내부 임의의 위치에서는 정의 되지 않 

는다. 그러므로 고리 내부의 임의의 위치에서도 주위 

공기 온도의 영 향을 나타낼 수 있는 Tem(x, y)를 정 의 

하여야 한다. Transfinite interpolation을 이용하여 

Tem,(x, *) 를 다음과 같이 정의할 수 있다.

]

%(x,*) = ―j------------ j—,

]

z 、 幼(路) ，a.
W}(x,y) = —------------ j— (9)

©oM) s(x,*)

Tenv(x,y) = W0(x,y) x Tem,0 + 仍 x {x,y)Temi

=W0(x,y) x 1073 + W,(x,y) x 1573

㈣ =0, ^ = 0은 각각 兀“巧,兀m 가 주어진 도메 인 

의 내 • 외부의 경계를 나타낸다.

3.2.3 Ritz method

우리는 구하고자 하는 온도본포함수 7를 일반화된 

Taylor expansion과 경계조건을 이용하여 식 (8)과 같 

이 solution structure로 정의하였다. 이 때 7는 열전 

달 현상을 물리적으로 표현하는 미분방정식 寸T = 0 

을 만족해야 한다. 즉, 주어진 미분방정식을 만족하는 

solution structure 기저함수의 계수들을 구해야 한다.

미분방정식을 푸는 방법은 Galerkin method, Ritz 
method, Least square method 등의 여러 방법이 있 

匸" 본 연구에서는 Ritz method를 이용하여 주어진 

미분방정식을 풀고자 한다. Ritz method는 주어진 미 

분방정식을 직접 풀지 않고 이에 대응되는 potential 
energy functional 최소화를 이용하는 방법이다. 우리 

가 예제에서 풀고자 하는 미분 방정식은 다음과 같다.

V2T(x,y) = 0

이는 라플라스(Laplace) 방정식이므로 다시 정리하

면 다음과 같다.

尹“聂)* 力。,■力=o (10)

相 dy

식 (10)는 우리가 원하는 온도분포함수 7에 대하여 

X, y 방향으로 각각 두번 편미분하는 항으로 이루어져 

있다. 즉 직관적으로 생각하였을 때 7를 얻기 위해서 

는 식(10)를 두번 적분하는 개념이 필요하다.

Ritz method는 식 (10)에 대한 potenti시 energy 

fimctional를 이용한다. functional은 입력으로 function 

을 받아서 실수를 출력하는 것을 말한다. 식 (10)에 

대한 Potential energy functional I[T(x,y)] 은 다음 

과 같다"].

"疗)]="急)七(翁旳 (11)

Ritz method는 미분방정식을 직접 풀기 않고 그에 

대응되는 potential energy functional 최소화문제로 

미분방정식을 푼다. 즉, 식 (10)를 직접 푸는 것과 식 

(11)을 최소화하는 문제를 푸는 것은 결과적으로 서로 

동치이다. 식 (10)을 살펴보면 적분기호 안에 7에 대 

한 한번 편미분 항이 있는 것을 알 수 있다. 즉 개념 

적으로 식 (10)는 두번 미분된 식을 두번 적분해야 하 

는 반면 식 (11)은 한번 미분된 식을 한번 미분하는 

형태이므로 더 쉽게 풀 수 있다.

Ritz method를 이용하여 미분방정식을 풀기 전에 

solution structure 식 (8)을 미지수 c1;,c2j； A 있는 
항과 없는 항으로 다음과 같이 분리한耳.

L = 支。1,，3 - 应 —쁴"시 +，疔*2,  iXi

;=0 ' 1=0

주어진 미분 방정식 矿5= 0에 대한 potential 

energy fimctional은 다음과 같다.

/= -Jp(V7'0)2c?Q-2jp(V7'())(V7'1)i/Q-
Q Q.

J aT#S+2 J 吋挪 (12)
an

우리는 이제 위 식을 최소화 하는 문제를 풀어야 

한다. 일반적으로 최소화 문제는 극값을 찾는 문제이 

다. 즉, 최소화 하고자 하는 함수를 함수의 미지수로 

미분하여 0이 되는 점을 찾으면 된다. 같은 개념으로 

식 (12)을 미지수 ci,%”로 편미분하여 0이 되도록 
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한다. 예를 들어 미지수 0」으로 편미분하여 0의 되도 

록 하는 식은 다음과 같다.

凯 f ET、&(V矶c
瓦 = _源"가了5)芯丁幻

一2町為件邮泸S=°

위와 같이 모든 미지수에 대하여 편미분하여 0이 

되도록 하면 최종적으로 미지수에 대한 linear system 

을 만들 수 있다. 이 linear system을 풀면 미지수 

。顷。2” 를 모두 찾을 수 있다이.

324 결과
Fig. 10은 예제에서 정의한 고리형상의 2차원 열전 

달 문제를 해석한 결과이다. 기저함수로는 bicubic 비 

■스프라인 함수를 사용하였고 조종점은 尤, * 방향으로 

10개씩 사용하였다. 즉 식 (8)로 정의된 solution 

structure에서 미지수인 勺疽項 가 각각 100개가 된다. 

드 안에서 그래픽 명령어 처리를 담당한다. CPU 

(Central Processing Unit)와 대비하여 설명할 수 있는 

데 CPU는 컴퓨터에서 모든 명령어를 처리하도록 범 

용으로 설계되었고 GPU는 그래픽 명령어만을 빠르게 

처리할 수 있도록 설계되었다. Table 2는 CPU 프로 

그래밍과 GPU 프로그래밍을 비교한 표이다. CPU를 

이용하는 프로그램을 C, C++, JAVA 등의 고수준 언 

어로 작성하듯이 GPU를 이용하는 프로그램은 CG, 
GLSL, HLSL등을 이용한다. 이 때 GPU에서 실행되 

는 프로그램을 shader라 하며 vertex shader와pixel 
shader가 있다.

Table 2. CPU프로그래 밍 과 GPU프로그래 밍 의 비교

CPU 
프로그래밍

GPU
프로그래밍

실행 속도 느림 빠름

용도 범용 그래픽 전용

저수준언어 어셈블리 shader 어셈블리
고수준언어 C, C++, JAVA, CQ GLSL, HLSL

Table 3은 고수준 shader 언어의 종류와 특징을 정 

리한 것이다. 본 연구에서는 HLSL을 이용하였다.

Table 3. 고수준 shader 언어의 종류와 특징

CG 
(C for Graphics)

GLSL(OpenGL 
Shader 

Language)

니 LSL(니谊h 
Level Shader 

Language)

특징

• NVIDIA 고유의 
형식

• NVIDIA의 그래 
픽카드만 사용 
并 능

- OpenGL 환경
-.NET, UNIX 
기반 컴파일 

지원

- DirectX9 환경
- VC++ 6.0 컴 
파일러 지원

Bicubic B-spline 10x10

Fig. 10. 2차원 열전달 예제 해석 결과.

3.2.5 GPU 프로그래밍을 이용한 무요소법

무요소법은 유한요소법에 비하여 해석4,,속도°如가 

느린 것으로 알려져 있다. 유한요소법은 각각의 메쉬 

마다 단순한 선형의 기저함수가 사용되는 반면 무요 

소법의 기저함수는 번스타인, 비-스프라인 함수 등을 

사용하므로 미분과 적분 등의 계산이 보다 어렵다. 본 

연구에서 는 GPU 프로그래 밍 을 이 용하여 무요소법 의 

계산속도를 향상시키고자 한다.

3.2.5.1 GPU프로그래밍 개념

GPU는 Graphics Processing Unit으로서 그래픽카

3.2.5.2 프로그래 밍 가능한 pixel shader
Pixel shader는 원래 그래픽용으로는 텍스쳐 맵핑을 

수행하는데 사용된다. 이러한 pixel shader는 OpenGL 
이나 DirectX에서 그래픽 라이브러리 함수로 제공된 

다. 그러나 vertex shader와 pixel shader 모두 

shader 언어를 이용하면 프로그래머가 원하는 프로그 

램으로 작성이 가능하다. 본 연구에서는 프로그래밍 

가능한 pixel shader를 이용하여 GPU를 그래픽 처리 

가 아닌 프로그래머가 원하는 임의의 함수계산에 이 

용하고자 한다. 특히 pixel shader# 이용하면 CPU 
프로그래 밍에서는 for문이 두 번 필요한 연산을 1프레 

임 가시화로 for loop없이 빠르게 연산 가능하다. Fig. 
11은 프로그래밍 가능한 pixel shader를 임의의 함수 
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계산에 이용하는 개념을 일반적인 텍스쳐 맵핑 과정 

과 대비하여 설명한다.

Pixel shaderl- 임의의 함수 계산에 사용할 때에도 

텍스쳐 맵핑에 사용될 때와 같은 개념을 사용한다. 

2차원 텍스쳐 이미지는 내부적으로는 텍스쳐 맵핑될 

RGB 값이 저장되어 있는 2차원 배열이다. 즉, 텍스쳐 

에 함수계산에 사용될 입력값들을 2차원 배열로 저장 

할 수 있다. 화면의 픽셀도 역시 내부적으로는 화면에 

출력될 RGB 값이 저장되는 메모리상의 2차원 배열이 

다. 즉, 화면의 픽셀이 저장되는 2차원 배열은 계산된 

함수값을 저장하는데 쓰인다. Pixel shader에는 우리 

가 계산하고자 하는 함수를 shader 언어로 작성한 프 

로그램이 된다. 가시화하려는 기하정보는 가시화 하 

였을 때 화면에 맞는 크기가 되는 사각형으로 정의한 

다. 그리고 입력이 되는 텍스쳐의 해상도와 출력이 되 

는 화면의 해상도를 갖게 하면 텍셀과 픽셀이 서로 

1:1로 대응되어 입력값이 저장된 한 텍셀이 pixel 
shader를 통해 함수값이 계산되면 동일한 위치의 픽셀 

에 저장되게 된다. 즉 첫번째 텍셀의 함수값은 첫번째 

픽셀에 저장되고 두번째 텍셀의 함수값은 두번째 픽 

셀에 저장된다. Fig. 11에서는 13 by 10의 해상도를 

사용하였으므로 총 130개의 입 력값을 13 by 10의 fbr 
loop를 사용하지 않고 1프레임에 처리할 수 있다.

2D texture image

Fig. 11. 프로그래 밍 가능한 pixel shader 개념.

Table 4는 실제로 2097152개의 점을 입력으로 하 

여 아래와 같이 2개의 음함수를 불리언 하는 계산을 

수행하였을 때 GPU와 CPU의 계산속도를 비교하였 

다. CPU는 인텔 펜티엄4 2.6GHz, GPU는 Geforce 
6600GT를 사용하였다. GPU를 사용했을 때가 약 

7.306452배 정도 더 빠른 계산결과를 얻을 수 있었 

다. Fig. 12는 실험에 사용된 pixel shader 코드이다.

a>(x,y) = a>0(x,y)AC^(x,y)

饱(时)=0.4七(。。.5)2-8-。.5)2

2x0.4
W)= °.12-(厂°.7)2一0—().5)2

2x0.1

Table 4. GPU와 CPU의 계산시 간 비교

계산방법 GPU (pixel shader) CPU

시 간(s) 0.062 0.453

sampler tex;

struct PS_INFHJT

floats texcxford : TEXCOORDO;
}；

struct PS_OUTPUT
{ -

vector value : COLORO;
}；

〃 compute circle, distance function
float circlefin float xc, in float yc, in float r, in float x, in float y) 
(

return (r*r  - (x - xc)*(x  - xc) - (y - yc)*(y  - yc)) / (2*r);
}

// R-fijnction, AND
float conjunction(in float fl, in float f2)
(

return fl + f2 - sqrt(fl*fl  + f2*f2);
}

// R-function, NOT
float nat(in float f)
(

return -f;
)
float Pl_x. 기p2_y;
float xi = 0.5, yl = 0.5, rl = 0.4;
float x2 ■ 0.7, y2 - 0.5, r2 - 0.1;

// compute omega(pl)f omega(p2)
PSmOUTPUT gpu_main(PS_INMJT input)

PS„OUTPUT output - (PS一。UTPUT)。；

// input coordinates
vector tmp ― tex2D(texr i nput.texcoord):
pl_x - tmp[0];
pl_y «tmp⑴；
p2_x - tmp[2];
p2_y - tmpj그j;

// compute omega(pl), omega(p2)
float w0_i =■ circle(xl, yl, rl, pl_x, pl_y);
float wl_l — circle(x2, y2( r2, pl_x, pl_y);
float w_l h conjunction(wO_lt noUwl_l))；

float w0_2 => circlefxl, yl, rl, p2_x, p2_y);
float wl_2 - ch■타e[x2, y2, r2, p2_x, p2_y);
float w_2 = conjunction(wD_2, noUwl_2))；

// return
output.value[0] = w„l;
output.value[l] - w__2;

return output;

〃 input coordinates
〃 circle 1 (center, radius)
// circles (center, radius)

}

Fig. 12. Pixel shader 코드 예.

4. 실제 적용 예: 파이프 디자인

4.1 문제 정의 및 가설

Fig. 13과 같이 난방용 배관을 설치하고자 한다. 본 

연구에서 제안하는 통합된 모델링과 해석 프레임워크 

를 통해 동일한 파이프 재질과 동일한 온도의 온수를 

공급하면서 파이프의 열효율(파이프 외부표면의 온 

도)을 높이고자 한다. 8(rc의 온수가 파이프 내부로 

일정하게 공급되고 파이프 외부의 온도는 항상 15°C 
이다. 파이프의 열전도도는 400 W/nrK이고 외부표면 
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과 내부표면의 열전달 계수는 각각 30W/mlK와 

150W/mlK이다.

Fig. 13. 난방용 배관 설치 문제 정의.

온수온도와 파이프의 재질을 변화시키지 않고 파이 

프의 기하형상만 변화시켜서 파이프의 외부표면온도 

를 높이고자 한다. 파이프의 내부에서 온수와 닿는 면 

적을 넓게 하면 파이프 외부표면온도가 높아질 것이 

라는 가설을 세우고 이를 검증하고자 한다.

4.2 가설 검증

파이프의 내부에서 온수와 닿는 면적을 넓게 하기 

위하여 파이프의 내부에 핀을 설치한다. Fig. 14와 같 

이 3가지 형상으로 파이프를 모델 링하였다.

3가지 경우의 파이프 모델에 대하여 각각 무요소법

싸J*, y) = 0.0571+y‘ 
4*2)= 0.0508尸

* 싸>(*，,)人 (-◎(•%〉，))

y) = bandy(x,0.04175,0.01) a 
&，"凝)，,0.0.0.009525) 

pin, (r.y)=AaH</l,( r.0.0,0,009525)  a 
6an(ic(y,-0.04175,0.01)

= hunrfy(j,-O.04l75,O.0l)A 

M 必(y,0.0,0.009525)

= 6arx^(x,0.0,0.009525) a pipe^x.y) = pipe^(x,y)v pin„(x.y)

P々S，y) = v

v pinl(x,y)v pir^fx^iv f>in,(x,y)

A«nifr(j,0.D4175.0.01) v pbt&c,y)v pin.(x,y)v pin^y)

Fig. 14. 파이프의 형상 모델 링.

으로 해석하여 파이프 외부표면의 온도를 계산하고자 

한다. 이 때 열전달을 나타내는 미분 방정식은 

v2y= 0 이다. Solution structure는 T = To + 7"의 

형태로 다음과 같이 정의된다. 爲는 미지수가 있는 부 

분이고 7；은 없는 부분이다.

To = 玄勺&厂应饥 V%,-으©，" + 次？: C"%

i = 0 아 UU ( = 0

7»= 으强。
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물체 외부의 온도 7g(x, 와 물체의 열전달 계수 

a(x, V)는 식 (9)과 같이 transfinite interpolation을 

통하여 만들어 진다.

Fig. 15는 3가지 경우의 파이프 모델에 대하여 해석 

한 결과이다. 파이프의 내부에 핀을 설치 하면 파이프 

외부표면의 온도가 더 높아지는 것을 알 수 있다. 즉, 

온수온도와 파이프 재질을 바꾸지 않고 파이프 내에 

핀을 설치하면 파이프 외부표면의 온도를 더 높아져 

서 열효율이 상승한다.

Fig. 15. 파이프 모델 해석 결과.

5. 결론 및 향후 연구

기존의 B-Rep 모델링과 유한요소법 프레임워크는 

모델링과 해석 사이에서 메쉬를 생성해야 한다. 따라 

서 복잡하거나 시간에 따라 움직이는 모델을 해석할 

경우 메쉬 생성에 많은 비용이 든다. 해석결과를 모델 

의 형상에 다시 피드백으로 반영할 때에도 해석용 게 

쉬를 B-Rep 모델링에서 사용할 수 있는 곡면정보로 

다시 변환해야 한다. 그리고 B-Rep 모델링으로는 이 

질속성물체를 표현하기 힘들다.

R-fiinction을 이용한 거리기반 음함수 모델링과 무 

요소법은 위와 같은 기존의 문제를 보완할 수 있는 

한 방법이다. 거리기반 음함수 모델은 transfinite 

interpolation을 이용하여 쉽게 이질속성물체를 표현할 

수 있다. 또한 무요소법은 거리기반 음함수 모델로부 

터 메쉬를 생성하지 않고 바로 해석할 수 있으므로 유 

한요소법이 갖는 메쉬 생성, remeshing 등과 같은 모 

델 변환 문제가 없다. 즉, 거리기반 음함수 모델링과 

무요소법은 통합된 모델링과 해석 프레임워크를 제공 

한. 그러나 무요소법은 메쉬로 인한 문제가 없는 대신 

유한요소법 비하여 해석과정에서 많은 계산이 필요하 

다. 본 연구에서는 이를 해결하기 위해 GPU 프로그 

래밍을 무요소법에 적용하였다. 해석과정에서 필요한 

함수를 pixel shader로 프로그래 밍한 후 GPU로 계산 

하여 CPU보다 빠른 계산을 수행하였다.

향후 본 연구의 통합된 모델링과 해석 프레임워크 

에대하여 다음과 같은 문제들을 해결해야 한다. R- 

fiinction을 이용한 불리 언 만으로는 freeform object를 
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음함수로 표현하는데 한계가 있으므로 이를 해결할 

수 있는 연구가 필요하다. 또한 시간에 따라 움직이는 

모델에 대한 무요소법도 연구되어야 할 것이다.
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