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요 약

채터링 현상은 VSS의 주요한 약점이며 이 문제를 극복하기위하여 많은 연구들이 발표되었다. 슬라이딩 

섹터 이론이 최근에 발표되었으며, 섹터 안에서 제어입력 없이 상태의 놈이 감소하고 상태가 섹터 안에 있

는 동안에 상태의 놈은 영으로 수렴한다. 슬라이딩 섹터 이론은 기본적인 연구단계에 있으며 선형시스템에 

대하여 연구되어있다. 본 논문에서는 슬라이딩 섹터를 이용하여 불안정한 비선형시스템의 추적제어하는 새

로운 방식을 제안하며 슬라이딩 섹터에 리아프노프 함수를 이용하여 안정도를 분석한다. 역진자 시스템에 

컴퓨터 시뮬레이션을 통하여 제안한 슬라이딩 섹터 제어가 채터링을 줄일 수 있는 것을 확인한다.

ABSTRACT

Chattering phenomenon is still a large drawback of VSS. To overcome this problem, various approaches have been reported. A 

new notion of sliding sector has been proposed recently. Inside this sector, a kind of norm of the state decreases without control 

input. Therefore, so long as the state is constrained inside this sector, the norm of the state approaches to zero. The sliding sector 

theory is elementary study step and is studied about only linear systems. In this paper, new methods of the tracking control of 

unstable nonlinear systems using the sliding sector is proposed. This paper analyzes the stability, using Lyapunov function on the 

sliding sector. Through the computer simulations for an inverted pendulum system, it is verified that sliding sector control is 

capable to reduce the chattering. 
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Ⅰ. 서 론

가변구조제어이론은 그 특징이 제어계의 구조가 상

태전환면에 의해 변하는 이론으로 슬라이딩 면이 존재

하게 되어 슬라이딩 면을 따라 채터링을 가지는 특징 

때문에 슬라이딩모드제어라 말한이 어떤 값에서 다른 

값으로 무한속도로 전환된다.

채터링은 실제응용에서 매우 바람직하지 않은 현상

으로 매우 큰 입력 값이 순간적으로 변화하는 것이며 

이것은 슬라이딩모드 제어시스템의 설계와 해석의 기
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본적인 가정 중 하나는 제어입력이 어떤 값에서 다른 

값으로 무한속도로 전환된다고 하는 것이다. 그러나 실

제의 시스템에 있어서는 물리적 한계 등으로 인해 구현 

하기 어렵다.

채터링은 모델링화되어 있지 않은 시스템의 고주파

수 동특성이나 구조적 공진모드, 액츄에니터의 시간지

연, 표본화 효과 등을 야기해 제어성능을 저하시키는 

원인이 된다. 이와 같은 채터링 현상은 슬라이딩모드

제어이론의 큰 단점으로 채터링 현상을 줄이거나 제

거하기 위한 많은 연구들이 선행되었다.

예를 들면, 슬라이딩 평면에 경계층을 형성하고 경

계층 내부에서 연속함수를 이용하는 방법,  보간법 또

는 저역통과필터를 이용한 연속제어입력을 설계하는 

방법, 잡음 관측기를 이용하는 방법등이 제안되었다

[1][2][3].  

본 논문은 기본 이론인 슬라이딩 섹터 제어이론에 

근거한 가변구조제어의 한 영역으로서 채터링 현상을 

줄이기 위하여 슬라이딩 평면에 경계층을 형성하고 

경계층 내부에 연속 함수를 사용하는 방법[4][5][6]을 

새롭게 확장시킨 방법으로 아직은 미숙한 단계지만 

이런 개념으로 접근하여 가변구조제어의 장점을 다 

가지고 있고 채터링에 강한 새로운 개념의 가변구조

제어라고 할 수 있다. 본 논문에서는 슬라이딩 섹터 

이론을 활용하여, 제어 이론의 중요한 문제인 유한 시

간 안에 미리 선정한 추적에러 안에서 원하는 궤적에 

따라서 상태가 이동하는 비선형 추적제어를 설계하고, 

제안한 제어기를 일반적인 비선형 시스템의 예로 많

이 사용되는 역진자 시스템에 적용하여 슬라이딩모드

제어의 문제점인 채터링 현상이 감소됨을 고찰한다. 

II. 선형시스템에대한 슬라이딩 섹터제어

일반적인 다음과 같은 선형 시불변 단일입력 시스

템을 고려한다.

  (1)

여기서 상태는 ∈이며 입력은 ∈ 
이고, 는 적당한 크기의 상수행렬이고, 는 

제어 가능하다. 그리고 상태 는 측정 가능하다고 

가정한다.

시스템의 상태에 대한 P-norm ⋅을 다음과 같

이 정의한다.

   
  ∈ (2)

여기서 ∈×는 positive definite symmetric 
행렬이다. 

Lyapunov 후보함수와 같은 모습을 가진 P-norm의 

제곱은 다음과 같이 표시된다.

  
     ,∀∈ ≠  (3)

만약 시스템(1)에 입력이 없을 때 안정하다면, 다음 

식을 만족하는 를 찾을 수 있다. 

   ≦   ∀∈ (4)

그러나 시스템 (1)에 입력이 없을 때 불안정하다면, 

위 식은 보장할 수 없다. 불안정한 시스템에서는 어떤 

∈에 대하여 ≧ 이고 어떤 ∈에 
대하여 ≦ 이 가능하다. 그래서 입력이 없을 때 

P-norm  이 감소하는 특별한 영역을 정의하고 

이것을 슬라이딩 섹터(sliding sector)라고 하며 아래

와 같이 정의한다.

슬라이딩 섹터는 의 부분집합으로 시스템에 제

어입력이 없을 때 (3)의 Lyapunov 후보함수의 미분 

값이 0보다 작도록 다음과 같이 정의한다.

Sect = {x| L̇(t)=
d
dt

(xTPx) =xT(ATP+PA)x

              ≤ -xTRx,  x∈Rn } (5) 

여기서 R∈R n×n은 positive semidefinite symm-

etric 행렬이다. 

제어 입력이 없을 때, 슬라이딩 섹터 안에서 시스

템 (1)의 P-norm ||x ||P는 (6)을 만족하기 때문에 감

소한다. 이것은 슬라이딩 섹터 안에 있을 때 제어 입

력이 없이 상태가 0으로 수렴됨을 의미한다. 
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 ≦ ≦  ∀∈ (6)

정리 : (5)에 정의한 슬라이딩 섹터는 다음과 같이 

간단하게 표시한다.

   ≦   ∈  
          ≦   ∈ (7)

여기서        

            

        
             ≧  (8)

증명 : 

슬라이딩 섹터를 다음과 같은 최적제어의 Riccati 

방정식을 사용하여 설계하면, 다음과 같다.

     (9)

여기서 ∈×은 대칭(symmetric), 양의 정부
호(positive definite)행렬이며, 시스템이 제어 가능하

다면 Riccati 방정식의 해 ∈ ×는 존재한다. 해 
를 P-norm으로 사용하면, 제어입력에 없을 때 슬라

이딩 섹터(5)는 다음과 같이 표시할 수 있다.

 



          

            

           ≦  (10)

결국 (10)을 정리하면 다음과 같이 쓸 수 있다.

 ≦   (11)

제어 가능한 시스템에 대하여, (9)의 Riccati 방정

식의 해 를 P_norm으로 정의하고, ≧ 

이 되도록 값을 선택하면 슬라이딩 섹터 (5)는 다음

과 같이 쓸 수 있다.

   

    (12)

여기서     

         

       
            ≧  (13)

슬라이딩 섹터(7) 안에서 제어입력 없을 때 Lya-

punov 후보함수 의 도함수는 다음 상태를 만족

한다.

 



      

       

         

    

    ≦ ∀ ∈ (14)

         

단일입력인 경우 는 에 대하여 선형 함수이

며, 는 에 대하여 비선형 함수이고, 결국 

Riccati 방정식을 사용하여 입력이 없을 때 안정한 비

선형 슬라이딩 섹터를 설계하였고 이것은 제어법칙을 

설계하는데 쉬운 단순한 슬라이딩 섹터이다.

III.  비선형 시스템에 대한 추적제어 법칙 

본 장에서는 선형 시스템에 대한 제어기인 슬라이

딩 섹터 제어에 대하여 비선형 시스템을 다루며, 최적 

제어의 Riccati 방정식을 도입하여 설계한 슬라이딩 

섹터에 적용하여 추적 제어기를 설계한다.

일반적인 불확실한 비선형 동력학 방정식은 다음과 

같이 표현할 수 있다.

 

        

    

         (15)
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여기에서 ∈  ∈이고, 은 
의 선형화한 항이고, 는 의 선형화 후 

나머지 항이며, 는 시스템의 불확실한 항이고, 

는 시스템의 모든 외란을 고려한 항이며, 

는 입력의 불확실성을 고려한 항이다.

모든 선형화 후 나머지 항 및 불확실성과 잡음이 

정합조건을 만족한다고 가정하면, (16)은 존재한다.

        

        

       

          (16)

위와 같은 가정 하에 (15)는 다음과 같이 쓸 수 있

다.

 

       (17)

여기에서 에 대하여 다음과 같은 함수가 

존재한다고 가정한다.

  

          

≧  (18)

(17)에 식(18)을 대입하면 다음과 같이 쓰여 질 수 

있다.

  (19)

제어 이론에서 중요한 문제 중에 하나는 상태 x가 

원하는 궤도 을 유한 시간에 미리 선정한 추적에러 

안에서 잘 추적하도록 시스템을 제어하는 것이다. 

추적제어를 위하여 다음과 같은 식으로 표현되는 

새로운 을 정의한다.

       (20)

여기서   는 추적오차이며, 는 원하는 

궤도이다. 

추적제어에 맞은 슬라이딩 섹터에 근거한 슬라이딩 

섹터 제어법칙은 다음과 같다.







∈  ≠ 
∈   




 ∉  (21)

여기서   는 역행렬이 존재하며,   는 

충분히 커다란 수이다.

제어법칙에 대한 증명은 두 단계를 통하여 증명한

다. 첫 번째로 유한 시간 안에 슬라이딩 섹터 밖에서 

슬라이딩 섹터 안으로 상태가 수렴함을 보이며, 두 번

째로는 슬라이딩 섹터 안에서 안정성을 보인다.

첫 번째 : 슬라이딩 섹터 밖에서

다음과 같이 Lyapunov 함수를 설정하였다.

 

 (22)

Lyapunov 함수의 도함수는 다음과 같다.

 

 

  


  (23)

이것은 슬라이딩 섹터 밖에서 Lyapunov 함수가 감

소함을 의미하며, 시스템의 상태가 슬라이딩 섹터 안

으로 이동할 때까지 가 감소하는 것을 의미한

다. 결국 유한 시간 안에 슬라이딩 섹터의 밖에서 안

쪽으로 수렴할 것이다. 

두 번째 : 슬라이딩 섹터 안에서 
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다음과 같이 Lyapunov 함수를 설정하였다.

 
 (24)

Lyapunov 함수의 도함수는 다음과 같다.





 



   


 


 

 





≦ 

   


≦ 


≦  (25)

이것은 Lyapunov 함수의 미분값이 0보다 작으므

로, 입력 없이 안정한 영역인 슬라이딩 섹터 안에서 

Lyapunov 함수 가 감소함을 의미하며, 에러가 0으

로 수렴됨을 의미한다.

슬라이딩 섹터 제어의 정상상태에서는 섹터영역의 

폭이 0에 가깝기 때문에 슬라이딩 섹터의 밖에 상태

가 존재하며, 함수 제어입력 때문에 채터

링 현상이 발생한다. 이 채터링을 감소시키기 위해서 

고정된 경계층을 고려하고, ⋅대신 ⋅를 

적용하여 제어법칙을 정의하면 다음과 같다.







∈  ≠ 

∈   




 ∉  (26)

여기서 

     ≦ 
 

는 고정된 경계층 폭이다.

Ⅳ. 컴퓨터 시뮬레이션

mc
U

Cart

1x=θ

그림 1. 도립진자 시스템

Fig. 1 Inverted pendulum system

본 장에서는 제안된 제어법칙에 대한 타당성을 보

이기 위해 일반적인 비선형 시스템의 예로 많이 사용

되는 그림 1과 같은 역진자 시스템에 대한 제어결과

를 살펴본다.

Euler-Lagrange 방법을 이용하여 위와 같은 역진

자 시스템의 동력학방정식을 유도하면 다음과 같다. 

여기서는 역진자의 각도만을 제어대상으로 생각하여 

cart의 위치는 논외로 한 것이다.

      


  


  


 


 (27)

   그리고 
로 놓고 동력학방정식을 다

시 쓰면 다음과 같이 쓸 수 있다.

 











   



 















 (28)
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여기서    
는 각각 역진자의 각도와 

각속도를 나타내며  은 역진자의 길이를 나타낸다. 

또한 는 중력가속도를, 은 역진자의 질량을, 는 

cart의 질량을, 그리고 는 cart에 가해지는 입력

을 각각 나타낸다. 

(28)를 평형점 0에서 테일러 급수에 의하여 선형화 

하면 다음과 같다. 

 





 


 

 





 




 (29)

여기서 

      

∣       

      

∣       

      

∣    
          



      

∣         

       

∣          

       

∣      

          



시뮬레이션에 사용된 물리정수는 다음과 같다.

표 1. 역진자 시스템의 물리정수

Table 1. Physical constant of inverted pendulum system

매개변수 크기 단위

 0.1 Kg
 1.0 Kg

 0.5 m

 9.8 

(29)처럼 선형화된 시스템에 대한 슬라이딩 섹터는 

다음과 같다.

∈ ×은 대칭(symmetric), 양의 부호(positive 
definite)행렬이고, ∈×은 대칭(symmetric), 양
의 준정부호(positive semidefinite) 행렬이며 다음과 

같은 값을 사용하였다. 

 


 


 

 
  



 


 

 
(30)

Riccati 방정식 (9)을 만족하는 는 다음과 같다. 

 


 


 

 
(31)

따라서 슬라이딩 섹터는 다음과 같다.

   

        

     (32)

그리고  ,   , 는 0.004로 제어기 변

수로 잡았다. 시스템의 외란과 불확실항의 값이 

  이다는 가정 하에 컴퓨터 시뮬레이션을 

하여본 결과를 그림 2에서 그림 5까지 나타내었다. 그

림 2은 시스템의 상태 의 출력을 나타내고 있으며, 

초기조건       에서 원하는 궤적으로 잘 

수렴함을 알 수 있다. 그림 3은 시스템의 입력을 나타

낸 시뮬레이션 결과로 그림에서 보는 바와 같이 제어

이득에서 처음에 원하는 궤적에 수렴하는 동안에 약

간의 채터링이 있으나 수렴 후에는 슬라이딩 제어의 

특징인 채터링을 거의 볼 수 없다. 그림 4는  의 

상태궤적을 나타낸 그림이며 0으로 잘 수렴됨을 볼 

수 있다. 그림 5는 슬라이딩 평면이다. 
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그림 2. 상태 궤적
Fig. 2 State trajectory 

그림 3. 제어입력
Fig. 3 Control input 

그림 4. 오차    

Fig. 4 State errors    

그림 5. 슬라이딩 평면
Fig. 5 Sliding surface 

Ⅴ. 결 론

슬라이딩 제어는 슬라이딩 평면에 상태를 부디 치

도록 제어함으로 채터링 현상이 발생하는데, 이로 인

하여 실제 시스템에 적용하기 용이하지 않다. 그러나 

슬라이딩 섹터를 사용한 제어기는 슬라이딩 평면이 

아닌 슬라이딩 영역을 둠으로서 채터링 현상을 현저

하게 줄 일수 있다. 그러나 아직은 슬라이딩 섹터 이

론이 초보적인 단계로서 기존의 연구에서는 단지 선

형시스템에 대한 연구와 평형점에 대한 위치제어 밖

에 없다. 

본 논문에서는 슬라이딩 섹터 이론을 활용하여, 제

어 이론의 중요한 문제인 유한 시간 안에 미리 선정

한 추적에러 안에서 원하는 궤적에 따라서 상태가 이

동하는 비선형 추적제어기를 설계하였고, 비선형시스

템에 적용하여 슬라이딩 모드 제어의 문제점인 채터

링 현상이 현저하게 감소됨을 고찰하였다. 
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