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요   약

무한고장수를 가진 비동질적인 포아송 과정에 기초한 모형들에서 잔존 결함 1개당 고장 발생
률은 일반적으로 상수, 혹은 단조증가 및 단조 감소 추세를 가지고 있다. 본 논문에서는 소프트
웨어 신뢰성 모형인 지수분포모형과 어랑 분포 모형을 재조명하고 보다 현실적인 혼합분포모형
을 제안 하였다 고장 간격시간으로 구성된 자료를 이용한 모수추정 방법은 최우추정법과 일반
적인 수치해석 방법인 이분법을 사용하여 모수 추정을 실시하고 효율적인 모형 선택은 편차자
승합(SSE) 및 콜모고로프 거리를 적용하여 모형들에 대한 효율성 입증방법을 설명하였다. 소프
트웨어 고장 자료 분석에서는 41개의 고장 수를 가진 S27[12] 자료를 통하여 분석하였다. 이 자
료들에서 지수분포 모형과 어랑분포 모형 및 혼합분포 모형의 비교를 위하여 산술적 및 라플라
스 검정, 편의 검정 등을 이용하였다.

Infinite Failure NHPP Software Mixture Reliability 

Growth Model Base on Record Value Statistics
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ABSTRACT

Infinite failure NHPP models presented in the literature exhibit either constant, monotonic increa-
sing or monotonic decreasing failure occurrence rates per fault. In this paper, exponential distribution 
and Rayleigh distribution model was reviewed, proposes the mixture reliability model, which maked 
out efficiency substituted for situation for failure time
Algorithm to estimate the parameters used to maximum likelihood estimator and bisection method, 
model selection based on SSE and Kolmogorov distance, for the sake of efficient model, was employed. 
Analysis of failure using S27 data set for the sake of proposing shape parameter of the mixture dis-
tribution was employed. This analysis of failure data compared with the mixture distribution model 
and the existing model(using arithmetic and Laplace trend tests, bias tests) is presented.
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1. 서   론

신뢰도에서 관측시간    사이에 발견된 고장

수 를 모형화 하는데 비동질적 포아송 과정

(Non-Homogeneous Poission Process；NHPP)이 

널리 사용되어 왔다. 이 과정(Process)에서 강도 함

수(Intensity function) 혹은 고장 발생률(Rate of 

occurrence of failure；ROCOF)     

은 에 대한 단조(Monotonic) 함수로 흔히 가정한

다[1, 2]. 

NHPP 모형에서 평균값 함수  (Mean value 

function)와 강도 함수 는 다음과 같은 관계로 

표현할 수 있다[3].

 




, 
 

  (1.1)

따라서 는 모수  를 가진 포아송 확

률 밀도 함수(Probability density function；

Pdf)로 알려져 있다. 

즉,  
 ⋅

     ⋯∞  

(1.2)

이처럼 시간 관련 모형(Time domain models) 들

은 고장 강도 함수 가 다르게 표현됨으로서 평

균값 함수  도 역시 다르게 나타난다. 이러한 

NHPP 모형들은 유한 고장 모형과 무한 고장 범

주로 분류한다[4]. 유한 고장 NHPP 모형들은 충

분한 테스트 시간이 주어지면 결함들(Faults)의 기

대값이 유한 값 lim→∞  ∞을 가지고 반면
에 무한 고장 NHPP 모형들은 무한 값을 가진다

고 가정된다.

즉, 고장 시간을 일반화된 순서 통계량(Generaliz-

ed Order Statistics；GOS) 모형을 사용하면 유한 

고장 모형이 되고, 기록값 통계량(Record Value 

Statistics；RVS)모형을 사용하면 무한 고장 모형

이 됨이 알려져 있다[1, 5]. 일반적으로 GOS를 이

용한 모형은 소프트웨어 테스팅 시점에서 미지의 

개의 결함들을 가지고 있고 이 개의 결함들로

부터 임의의 확률 밀도 함수(Pdf)에 따라 발생된 

개의 순서 통계량이 고장 시점이 된다. 이 모형

은 각 수리 시점에서 새로운 결함이 발생하지 않

는다는 가정을 한다. 그러나 실제 상황에서는 수

리 시점에서도 고장이 발생할 수도 있다. 이러한 

상황을 추가하기 위하여 기록 멈춤 통계량(Record 

breaking statistics)을 사용하는 RVS 모형을 사용

할 수 있다[4]. 유한 고장 NHPP 모형에서 충분한 

테스트 시간이 주어졌을 때 탐색되어질 수 있는 

결함의 기대값을 라고 표현하고 를 분포함

수라고 표현하면 유한 고장 NHPP 모형의 평균값 

함수와 순간 고장 강도 함수(Instantaneous failure 

intensity)   다음과 같이 표현할 수 있다[2, 3]. 

   ,    ′         (1.3)

또, 순간 고장 강도 함수(Instantaneous failure in-

tensity) 는 다음과 같이 변형하여 표기할 수

도 있다. 

         
 ′  

           (1.4)

단,   
  는 위험 함수(Hazard function, 고

장률 함수)으로서 소프트웨어 결함당 고장 발생률을 

의미하고,  은   시점에서 소프트웨어에 남

아있는 결함들의 기대값을 나타낸다.  의 

값은 시점 에 대한 단조 비증가 함수(Monotoni-

cally nonincreasing function)가 된다. 즉, 시간이 

지남에 따라 결함들이 탐색되어 제거되기 때문에 

감소성을 가진다. 따라서 는 의 값에 따라 

달라지며 상수, 증가, 감소 혹은 증가하다가 감소

하는 패턴을 가질 수 있다. 이 분야의 기본적 모형

인 Goel-Okumoto 모형은 가 정수 패턴을 가

짐으로서 시점 에 독립이고 잘 알려진 S 모형
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(Yamada, Ohba-Osaki 모형)은 증가 패턴을 가진

다[5, 6]. 반면에 무한 고장 NHPP 모형의 평균값 함

수와 간 고장 강도 함수(혹은 ROCOF)는 다음과 

같이 알려져 있다[1, 7]. 

       (1.5)

  ′     (1.6)

한편, 시간   까지 조사하기 위한 시간 절단(Time 

truncated) 모형은 번째까지 고장 시점 자료를

 
  



   ⋯   ≦ ≦ ≦⋯≦  (1.7)

이라고 하면, 데이터 집합 는   ⋯   

와 같이 구성된다. 번째까지 고장시점이 관찰된 

고장 절단 모형일 경우에 데이터 집합 은 

 ⋯  으로 구성된다. 이 시간 절단 모형에서의 

우도 함수는 다음과 같이 알려져 있다[1, 3, 7].

        
 



          (1.8)

단, 은 미지의 모수 집합을 의미하고 우도 함수 

식 (1.8)에서 을 으로 대치하면 유사한 형태의 

고장 절단 모형의 우도 함수가 된다[3]. 식 (1.8)과 

식 (1.5), 식 (1.6)을 연관하면 무한 NHPP 모형에 

대한 우도 함수는 다음과 같은 형태로 표현할 수 

있다[1, 4].

      
 



  
      

 
 



       
(1.9)

따라서 본 연구에서는 무한 고장 NHPP 모형에 

대하여 수명 분포가 감마 분포의 특수한 형태인 

지수 및 어랑 분포모형과 이들의 혼합모형을 제시

하여 신뢰성 척도를 추정하고 이를 바탕으로 소프

트웨어 신뢰성에 대한 특성을 알아보고자 한다. 

2. 관련 연구 

2.1 기록값 통계량과 무한 고장 NHPP 

RVS 모형에서 고장 시점은 밀도 함수  

에 의

해 동일하고 독립인 분포(Identically Indepemdent 

Distribution；I.I.D)에서 발생된 확률변수의 기록

값들(Record values)이라고 가정된다. 여기에서 

  

은 모수의 공간을 의미하고     ⋯은 동일하고 

독립적인   

 분포(i.i.d)에서 발생되는 확률 변

수라고 표현하면 기록값 열(Sequence of record 

values)  ≧ 은 다음과 같이 정의된다[1, 4].

  

               단     ⋯
   단 ≥

 

(2.1)

기록값   ⋯의 관측값(Observation)을  

  ⋯으로 표시한다. Glick(1978)은 이러한 기록

값 열은 무한하게 됨을 보였다. 따라서 고장수가 

→∞가 됨에 따라 무한(Unbounded)할 경우를 모

형화할 수 있다고 하였고[4] RVS 모형과 NHPP 

모형을 연관시키는 정리는 Dwass(1964) or Resnick 

(1987)에 의하여 다음과 같다[1, 4].

 를  (실수영역) 상에서 정의된 연속 분포 함

수라고 했을 때    상에 있는 값으로서 만들어

진 기록값들은    상에 있는 다음과 같은 평균  

척도(Mean measure)를 가진 NHPP의 점들(Points)

과 같다[1, 4].

          (2.2)

따라서 (1.1)과 연관하면 NHPP의 ROCOF   

 ′          . 즉, 의 위험함수가 되는 것

이다.
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2.2 지수분포 및 어랑 분포 모형 

본 절에서는 지수분포와 어랑분포(Erlang dis-

tribution)[1, 8]를 이용한 무한 NHPP 신뢰성 모형

에 대하여 최우 추정법(Maximum likelihood esti-

mation)을 이용한 모수 추정에 대하여 살펴보고자 

한다. 우선, 수명 분포가 감마 분포   

를 적용 할 경우 감마분포의 확률 밀도 함수는

     
 

             

이고 분포함수는 값이 양의 정수일 때 

         
  

 





   

가 된다[1]. 따라서 식 (1.9)과 관련하여 무한 고장 

NHPP 우도함수는 다음과 같다.

    







 




 










  



  




  

 

 






  (2.3)

최우 추정법을 이용하기 위한     모형 로

그 우도 함수(Log likelihood function)는 식 (1.11)과 

관련하여 다음과 같이 유도된다.

        

          
 



 


 



  
 



 

 


       
 



 

  




 (2.4)

본 연구에서는 형상모수 인 경우인 지수 분

포와 인 어랑 분포(Erlang distribution)[1, 7, 8,

9]를 고려하고자 한다. 이 어랑 분포는 감마 분포

의 특수한 경우로서 형상모수 가 정수인 경우를 

의미한다. 

인 경우에는 식 (2.4)에서 에 대하여 편미분 

하여 다음과 같은 식을 만족하는 을 다음과 

같이 추정할 수 있다. 



      
                (2.5)

식 (2.5)를 계산하면     
 이 된다. 

인 경우에 식 (2.4)에서 에 대하여 다음과 

같은 비선형식을 만족하는 을 수치 해석적 

방법으로 계산 할 수 있다. 

 

      

 

 
 




     


 

(2.6)

3. 제안된 혼합모형을 이용한 신뢰성 

모형 

부품이나 시스템집단의 수명분포가 서로 다른 개

의 부분집단으로 구성된 경우에 적용가능한 모형이

다[9, 10]. 예를 들어 전체집단이 결합부품이나 제

조상의 결함을 지닌 초기고장 집단과 정상집단의 

두 그룹으로 구성되는 경우도 혼합모형에 해당된

다. 이러한 혼합모형은 분포함수와 확률밀도함수는 

여러분포의 가중합 형태로 다음과 같이 표현된다.

         
 



 (3.1)

   
 



  (3.2)

위 식에서 은 미지의 모수 집합을 의미하고 모집

단의        ⋯ 는 부분집단 에 속하는 

부품의 고장시간에 대한 확률밀도함수이며 혼합모

수(Mixing parameter)    ⋯   는 다음을 만

족한다.

 




     ≦  ≦  (3.3)

본 논문에서는   (      )인 경우를 

고려하고자 한다. 따라서 혼합모형의 분포함수와 
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확률 밀도함수는 다음과 같이 변형된다.

     ⋅  ⋅       (3.4)

     ⋅    ⋅        (3.5)

무한고장 상황에서의 혼합모형에 대한 평균값 함

수는 식 (7)과 식 (8)를 연관하여 평균값 함수 

  와 고장발생률   을 다음과 같이 

유도 할 수 있다.

                 (3.6) 

       

  
           (3.7)

즉, 지수분포와 어랑분포의 혼합밀도 함수와 혼합

분포함수는 다음과 같이 유도된다.

       ⋅  
   

  
   

  
  

         ⋅
    

 

               
   

단,      ≥. 시간   까지 조사하기 위한 

시간 절단(Time truncated)모형은 번째 까지 고

장시점 자료를 

 
  



   ⋯  ≦ ≦ ≦⋯≦  (3.8) 

이라고 하면 데이터 집합 는   ⋯  와 

같이 구성된다. 을 최종 고장시점 으로 대치하

고 식 (3.6), 식 (3.7)를 연관하여 지수분포와 어랑

분포의 혼합밀도함수 이용한 로그우도함수를 정리

하면 다음과 같이 표현된다. 

                    (3.9)


 










     

      
   


    

  
   

 
    



        
    

  

척도(scale) 모수 값은 상수(사전에 알고 있는 경

우)라고 가정 했을 때 최우추정법을 이용하기 위

하여 위 우도함수식을 와 에 대하여 편미분을 하

면 다음과 같은 식을 유도 할 수 있다.



    
                      (3.10) 

   
  




 

    
  

   
 
   

 
  

  
   


  




      

      
   


   

     

  

     

     
  


  

    
 

 

   
    (3.11)

  
  




 

    
  

   
 
   

  
     

 


  




      

      
   

 
    

 

  

    

    
  


   

 
   

식 (3.10)과 식 (3.11)를 비선형 연립방정식(수치

해석적 방법)을 이용하여 풀면 최우추정치 

와 의 값을 구 할 수 있다. 본 논문에서는 혼

합분포의 모수  값은 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9와 같

은 상수인 경우를 본 논문에서는 제시하고자 한다. 

4. 소프트웨어 고장 자료 분석 

이 장에서 실제 고장자료인 1197.95시간단위에

서 41개의 소프트웨어 고장자료 S27[11]를 적용하

여 지수분포와 어랑 분포의 모수에 따른 혼합 신뢰

도 모형을 분석하고자 한다. 자료는 <표 1>에 요
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Failure

number

Failure

Time(hours)

Failure

Interval

(hours)

failure 

times ×  

1 5.65  2.649 0.0565

2 8.92  3.271 0.0892

3 20.29 11.37 0.2029

4 29.96  9.665 0.2996

5 34.72  4.76 0.3472

6 75.95 41.235 0.7595

7 78.17  2.221 0.7817

8 78.63  0.454 0.4863

9 83.02  4.397 0.8302

10 89.11  6.092 0.8911

11 89.8  0.69 0.898

12 92.86  3.056 0.8386

13 93.66  0.8 0.9366

14 110.66 16.995 1.1066

15 111.99  1.333 1.1199

16 122.55 10.557 1.2255

17 127.05  4.5 1.2705

18 128.71  1.667 1.2871

19 128.99  0.278 1.2899

20 131.77  2.778 1.3177

21 131.83  0.061 1.3183

22 141.71  9.883 1.4171

23 164.21 22.5 1.6421

24 342.85   178.638 3.4285

25 356.14 13.294 3.5614

26 399.14 43 3.9914

27 446.49 47.35 4.4649

28 476.64 30.15 4.7664

29 497.14 20.5 4.9714

30 497.66  0.517 4.9766

31 591.16 93.5 5.9116

32 665.64 74.483 6.6564

33 686.44 20.8 6.8644

34 765.94 79.5 7.6594

35 772.98  7.033 7.7298

36 774.94  1.967 7.7494

37 791.56 16.617 7.9156

38 815.98 24.417 8.1598

39 837.15 21.167 8.3715

40 861.95 24.8 8.6195

41 1197.95 336 11.9795

<표 1> 고장 자료

약되었다. 신뢰모형들을 분석하기 위하여 우선 자

료에 대한 추세 검정이 선행 되어야 한다[3, 11]. 추

세 분석에는 산술평균 검정(Arithmetic mean test)

과 라플라스 추세 검정(Laplace trend test) 등이 있

다. 산술 평균 추세 검정은 다음과 같이 정의 된다.

   
 
 



        (4.1)

식 (4.1)에서      ⋯ 들은 관찰된 고장 

간격 시간을 의미하기 때문에 의 값이 증가하

면 신뢰 성장을 의미한다. 또한 라플라스 검정은 

식 (4.2)과 같이 계산되며, 의 값이 감소이면 

고장 강도가 감소함으로 인해서 신뢰 성장이 나타

난다.

 





 

 


 
 

 




 






 





(4.2)

이러한 검정을 실시한 결과 (그림 1)에서 산술

평균 검정결과 고장시간이 증가함에 따라 산술 평

균이 거의 증가 추세를 보이고 있으므로 신뢰성장

(Reliability growth)이 되고 있음을 나타내고 있고 

(그림 2)에 나타난 라플라스 추세 검정의 결과도 

라플라스 요인(Factor)이 고장시간이 증가함에 따

라서 감소하기 때문에 역시 신뢰성장(Reliability 

growth)이 되고 있음을 나타내고 있다. 따라서 이 

자료를 가지고 신뢰성장 모형을 제시하는 것이 효

율적임을 시사하고 있다[3. 11]. 본 논문에서는 모

수추정을 용이하게 하기 위하여 실제자료에서 수

치 변환된 자료( × )를 이용하였다.

소프트웨어 신뢰성 모형의 모수 추정은 최우추

정법을 이용하였고 비선형 방정식의 계산방법은 

수치해석적 기본 방법인 이분법(Bisection meth-

od)을 사용하였다. 이러한 계산은 초기값을 

와 을, 허용 한계(Tolerance for width of inter-

val)는 을 주고 수렴성을 확인 하면서 충분한 

반복 횟수인 100번을 C-언어를 이용하여 모수 추

정을 수행하였다. 그러나     이상인 경우는 비
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(그림 1) 산술평균 검정

(그림 2) 라플라스 추세 검정 

Model MLE

Exponential Model      

 Erlang Model      

 Mixture Model( )
  

    

Mixture Model( )
  

    

Mixture Model( )
    

    

Mixture Model( )
    

  

Mixture Model( )
    

    

<표 2> 각 모형의 모수 추정값

효율적이고 근이 수렴되지 않아 본 논문에서는 고

려대상에서 제외 시켰다. 지수 및 어랑 모형과 혼

합 신뢰도 모형에 대한 모수의 추정값들의 결과는 

<표 2>에 요약되었다. 이 분야에서는 일반적으로 

모형 선택의 하나의 방법으로 다음과 같은 편차자

승합(SSE[6])을 이용할 수 있다.


  



     


       (4.3) 

단,   은 의 시점에서 고장의 누적수를 의

미하고,  는 시점 에서 추정된 누적 고장수

를 의미하며, 편차 자승합이 작으면 상대적으로 효

율적인 모형이 된다. 본 논문은 효율적 모형의 선

택을 위하여 SSE를 적용하여 효율적인 모형을 선

택하고자 한다. 편차 자승합의 값의 결과는 <표 

3> 요약 되었으며, 이 표에서 지수모형이나 어랑

모형에 비해 혼합모형( ,  인 경우)이 

상대적으로 효율적 모형으로 나타나고 있지만, 그 

외의 경우는 비효율적 모형으로 나타나고 있다. 

<표 3> 모형들에 대한 SSE의 값

 

Model SSE

Exponential Model 20508.19

 Erlang Model 4577.912

 Mixture Model( ) 16671.74

 Mixture Model( ) 4262.480

 Mixture Model( ) 19584.82

 Mixture Model( ) 3480.403

Mixture Model( ) 17778.04

(그림 3)에서는 임무시간(Mission Time)에 대한 

강도함수(Intensity Function)의 형태를 나타내었다. 
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이 그림에서 강도함수(위험함수)는 지수모형은 시

간에 독립적으로 일정하고 어랑분포나  인 혼

합모형은 시간이 흐름에 따라 급격이 감소하는 형

태이지만  인 혼합모형은 완만한 형태를 보

여주고 있다. 예측 오류(Prediction error)의 비정

상성(Nonstationarity)에 대한 측도는 Kolmogorov 

거리(Distance)[3, 12]로 측정되는데 이 거리가 클

수록 상대적으로 비정상성을 내포하고 있다. 

Mission time vs. Intensity Function
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(그림 3) 모형에 대한 강도함수의 형태

Mixture Model( b1 = 0.3 )

Mixture Model( b1 = 0.7

Erlang model

 (그림 4) 모형에 대한 Kolmogorov 검정 그림

(그림 4)는 S-Plus 소프트웨어[13]를 이용하여 

Kolmogorov 검정에 대한 그림을 보여주고 있고 이 

그림에서도 혼합 신뢰 모형의 모수(   )

에 따른 신뢰혼합모형들이 상대적으로 비정상성 

속성이 덜 내포하고 있음을 알 수 있다. <표 4>는 

Kolmogorov 거리를 요약한 표로서 모형에 대한 

치우침(Bias)을 나타내고 있다. 이 표에서도 혼합 

신뢰 모형의 모수(   )에 따른 신뢰도혼

합모형들이 상대적으로 비정상성 속성이 덜 내포

하고 있음을 알 수 있다. 

<표 4> 모형에 대한 Kolmogorov 거리 

Model Kolmogorov distance

 Erlang Model 0.457326

Mixture Model ( ) 0.4463762

 Mixture Model ( ) 0.228774

임무시간(Mission time))에 대한 즉, 소프트웨어

의    (단, 는 임무시간(Mission Time))사

이에 고장이 일어나지 않을 확률인 신뢰도(Relia-

bility)  는 다음과 같이 정의 된다[3, 7].

               (4.4)

단,  ≥ ≥  이러한 신뢰도에 대한 그림은 

(그림 5)에 나타내었다. 이 그림에서도 어랑분포나 

 인 혼합모형은 시간이 흐름에 따라 급격이 

감소하는 형태이지만  인 혼합모형은 완만

한 형태를 보여주고 있다.
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따라서 혼합 신뢰도 모형(    )들이 상

대적으로 효율적인 신뢰도를 나타내고 있다. 

5. 결  론 

본 논문에서는 기존의 단일 분포보다 더 현실적

인혼합 분포를 이용한 혼합 신뢰도 모형을 제안하

였다. 고장 간격시간으로 구성된 41개의 소프트웨

어 고장자료 S27[11]를 이용하여 단일 분포인 지

수와 어랑분포와 이 분포들의 혼합으로 이루어진 

신뢰도 모형에 대하여 최우 추정법을 이용하여 모

수 추정을 실시하였다. 

효율적인 모형 비교를 위한 편차자승합의 결과

는 혼합모형이 지수나 어랑분포보다 더 우수한 모

형이 있을 수 있음을 보여주고 있으며 동시에 콜

모고로프 거리의 결과도 혼합모형이 상대적으로 

정상성에 가까운 모형이 될수 있음을 알 수 있다. 

분석된 자료에 대한 평가에서도 산술평균 검정과 

라플라스 추세 검정을 실시한 결과도 신뢰성장이 

되고 있음을 나타내고 있다. 신뢰도에 대한 평가

도 역시 완만하게 감소하는 혼합 모형이 신뢰도가 

높음을 알 수 있다. 향 후 기존의 사전정보(혼합모

형중에서 모수)를 이용한 수리적인 베이지안 분석

을 기대한다.
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