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Abstract : Variable displacement type piston pump uses various controllers for controlling more than one state 
quantity like pressure, flow, power, and so on. These controllers need the mathematical model closely expressing 
dynamic behavior of pump for analyzing the stability of control systems which usually use various kinds of state 
variables.
This paper derives the nonlinear mathematical model for variable displacement type piston pump. This model consists 
of two 1st oder differential equations by the continuity equations and one 2nd oder differential equation by the motion 
equation. To simplify the model we obtain the linear state variable model by differentiating the three nonlinear 
equations. And we verify this linearized model by comparison of simulation with experimentation and analyze the 
stability for the flow/pressure control. Finally this paper suggests the design compensation to ensure the stability of the 
systems.

Key words : Design compensation(설계보상), Stability(안정성), Pressure control(압력제어), Flow control(유량제
어), Variable displacement(가변용량), Piston pump(피스톤 펌프)

Nomenclature1)

  : control part area of servo cylinder

  : piston area of pump

  : supply part area of servo cylinder

  : leakage coefficient of servo cylinder

 : leakage coefficient of pump

  : specific volumetric displacement

 : vertical length between pump piston ball and 
tilting center

*Corresponding author,  E-mail: eskang@cnu.ac.kr

  : mass inertia of swash plate

 : bulk modulus of elasticity
  : spring constant of servo piston

  : proportional gain of servo valve

  : tilting friction coefficient

  : vertical length between servo cylinder ball and 
tilting center

  : compressed distance of spring at '0' tilting angle

 : mass of holding plate

 : mass of piston
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 : mass of servo cylinder

 : number of pistons
  : control pressure of servo cylinder

  : discharge pressure of pump

 : mean pressure acting on piston

  : supply pressure for servo valve

 : differential pressure of servo valve
  : supply flow for hydraulic actuator

 : pitch circle radius
  : vertical length between acting point of piston 

and tilting center of swash plate
 : input signal of servo valve
  : volume between servo valve and servo cylinder

  : volume between pump and actuator

  : rotation angle of cylinder block
  : tilting angle of swash plate
 : maximum tilting angle

 : input rotation speed
 : timing angle
 : notch angle of groove in discharge pressure port

 : notch angle of groove in suction pressure port

 : shape coefficient of groove

1. 서 론

피스톤 펌프는 건설기계, 선박, 방산장비 등에 유
압동력 공급기로 널리 이용되고 있으며 피스톤 모

터와 더불어 상용차량, 특수차량, 농기계 등에 무단
변속장치

1)
로도 사용되고 있다. 피스톤 펌프는 목적

에 따라 압력, 유량, 동력 등 한개 이상의 물리량을 
제어하기 위하여 다양한 제어기들을 활용한다. 제
어시스템은 피스톤 펌프의 동적거동을 근사하게 표

현하는 수학적 모델을 필요로 한다. 그리고 모델에 
의하여 안정성이 분석될 수 있으며 설계보상에 의

하여 제어성능도 개선될 수 있다. 
피스톤 펌프의 수학적 모델은 대부분 비선형으

로 유도되어 해석이 용이하지 않다.2) 특히, 사판에 
작용하는 피스톤의 토크는 밸브판의 그루브 형상

(groove form)에 의하여 야기되는 피스톤의 과도압
력(transient pressure) 때문에 심한 비선형 형태로 

나타난다.3) 이 모델은 적분과 평균을 이용하면 비
선형 형태가 다소 완화되지만4) 여전히 복잡한 연
산과정을 필요로 한다. 피스톤 펌프는 일반적으로 
사판을 가변하기 위하여 두 개의 서보실린더를 사

용하고 있다.5) 이 구조는 제어에서 불안정한 속성
을 내포하고 있고 사판을 지지하는 큰 용량의 베

어링을 필요로 한다. 이러한 단점들을 극복하기 
위하여 한 개의 서보실린더를 이용한 연구들도 진

행되었다.6) 이 경우에는 사판을 복원시키는 토크
가 없기 때문에 서보실린더에 반력 스프링을 두거

나 밸브판에 타이밍 각(timing angle)7)을 적절히 조

정해야한다.
지금까지는 복잡한 수학적 모델의 중간상태들이 

일부분 소거되기 때문에 모델의 정확성을 보증하기

가 어려웠으며 불안정한 시스템이 제어기로 보상되

기 때문에 제어시스템의 성능을 개선하는 데는 한

계가 있었다. 이들을 해결하기 위해서는 간단한 수
학적 모델과 안정된 설계변수들을 분석할 수 있는 

연구가 필요하다. 
본 논문에서는 과도압력을 새로운 평균압력으로 

표현하고 중간상태들을 소거하지 않고 연산이 간단

한 상태변수모델로 표현된 피스톤 펌프에 대한 수

학적 모델을 제안하고 시뮬레이션과 실험을 통하여 

모델의 유효성을 입증한다. 그리고 모델로부터 제
어시스템에 대한 안정성을 조사하여 제어성능을 개

선하기 위한 반력 스프링과 타이밍 각의 설계보상

을 제안한다. 

2. 수학적 모델

2.1 시스템 구성

Fig. 1은 서보밸브에 의하여 제어되는 피스톤 펌
프의 제어구조를 보여주고 있다. 피스톤 펌프는 피
스톤들을 왕복시키는 실린더블록과 경사각을 형성

하는 사판에 의하여 유량을 흡입하고 토출한다. 밸
브판은 유량을 흡입 및 토출하는 두 개의 포트를 가

지고 있다.
서보밸브에 의하여 제어부의 압력이 상승되면 서

보실린더는 사판의 경사각을 감소시킨다. 일반성이 
부여된 선형모델을 유도하기 위하여 서보밸브에 공

급되는 유압원은 별도로 구성된다. 
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Fig. 1 A schematic of variable displacement type piston 
pump

2.2 유체연속방정식

2.2.1 펌프의 토출부

피스톤 펌프에서 액추에이터까지 검사체적( )

을 정의하면 연속방정식에 의하여 다음과 같은 식

이 유도된다.8) 

 





 


  (1)

실험에 의하면 펌프의 누설유량은 토출압력에 비

례하기 때문에 누설유량계수  는 상수로 표현될 

수 있다.

2.2.2 서보실린더의 제어부

서보밸브에서 서보실린더까지 검사체적( )을 

정의하면 연속방정식에 의하여 다음과 같이 식이 

표현될 수 있다.9)

 


 


 





 
  (2)

 는 서보실린더의 누설유량계수이며 실험으로

부터 얻어진다. 

2.3 사판의 운동방정식

2.3.1 사판의 관성력에 의한 토크

사판의 회전토크는 다음과 같이 표현된다.10)

    (3)

2.3.2 피스톤의 토출압력에 의한 토크

피스톤이 사판에 작용하는 토크를 유도하기 위하

여 먼저 Fig. 2(a)와 같이 밸브판에서 피스톤에 작용
하는 압력분포로부터 평균압력( )을 가정한다. 

 









 


    

   ≤ ≤

 

     

   ≤  ≤

(4)

여기서 는 그루브의 형상 및 제원에 따라 결정

되는 그루브의 형상계수이며 실험에 의하여 구해진

다. 식 (4)는 그루브가 삼각형의 홈을 가질 때 유효성
이 높다. 다음은 Fig. 2(b)로부터 사판에 작용하는 피
스톤의 힘을 구한다.

 

 
  (5)

사판의 회전중심에서 작용점까지 수직거리는 

 


   (6)

마지막으로 사판에 작용하는 평균토크는 식 (5)
와 식 (6)을 압력이 존재하는 전 영역에 대하여 적분
함으로서 구해진다. 

 







   
  (7)

식 (7)을 정리하면 다음과 같다.

 


    
  (8)

where  




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(a) Pressure distribution in high pressure port of valve plate

(b) Piston force acting on swash plate
Fig. 2 Geometric relation of the swash plate, piston shoe, and 

valve plate ports

 

 



 

  



 

2.3.3 피스톤의 관성력에 의한 토크성분

피스톤들은 실린더 블록내부에서 축의 회전과 경

사판의 운동에 의하여 두개의 토크성분을 가진다. 
첫 번째 항은 축의 회전에 의한 성분이고 두 번째 항

은 경사판의 운동에 의한 성분이다.

 







 
 (9)

2.3.4 홀딩판의 관성력에 의한 토크성분

홀딩판도 피스톤과 마찬가지로 축의 회전과 사판

의 운동에 의하여 두 개의 토크성분을 가진다. 

 


  




 
 (10)

2.3.5 서보실린더에 의한 토크성분

Fig. 3에 있는 서보실린더도 두 개의 토크성분을 
가진다. 첫 번째 항은 작용압력에 의한 성분이고 두 
번째 항은 관성력에 의한 성분이다. 

Fig. 3 Geometric relation of the servo cylinder and the swash 
plate

 


    




  
 (11)

2.3.6 스프링에 의한 토크성분

피스톤들을 지지하는 스프링은 서보실린더의 반

력스프링에 비하면 사판에 작용하는 토크가 작다. 
따라서 반력스프링만 고려하면 다음과 같다.

 

  
 (12)

경사각이 충분히 작기 때문에  ,   , 
그리고  로 두고 지금까지 언급된 사판의 

토크성분들을 합성하면 2차 미분방정식인 사판의 
운동방정식이 얻어진다. 실험으로부터 얻게 될 운
동마찰계수  가 이 식에 추가된다.
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         

             

           (13)

where  


,  


         ,     

3. 상태변수모델

3.1 비선형 모델

식 (1), 식 (2), 그리고 식 (13)으로부터   , 

  ,   ,   ,   ,   로 네 개의 

상태변수들과 두개의 입력변수들을 정의하면 네 개

의 상태방정식이 유도되며 이들 중 두개가 비선형

으로 나타난다.







 



 (14a)







 



  (14b)


  (14c)




    
 

 
 

    
     

 

    

 

    




 
 (14d)

3.2 선형 모델

미분이 가능한 식 (14)로부터 1차 미분으로 선형
화된 근사식을 얻기 위하여 경사각이 최대( )이고 

토출압력이 “0”일 때의 조건을 평형점(equilibrium 
point)으로 정의한다. 평형점에서   ,  

이므로 나머지 상태량을 구하면 식 (15)와 같이 표
현된다.

 


 

     
  (15a)

   (15b)

   

   (15c)

    (15d)

따라서 식 (14)를 평형점에서 선형화된 상태방정
식으로 표현하면 다음과 같다.

        (16a)

where  


,  
 

,  


        (16b)

where  
    


, 

            
 

,  
  

   (16c)

        (16d)

where  
   ,  

 

            
     

,  


식 (16)의 상태미분방정식을 행렬로 표현하면 다
음과 같다. 











   

   
   
   

 
 
 
 



 

 
 
 

 
 

 (17)

 (18a)

   (18b)

여기서 언급된 출력행렬 는 임의의 상태변수 

또는 상태변수들의 선형적인 조합으로 표현될 수 

있다. Fig. 4와 Fig. 5는 피스톤 펌프에 대한 개루프
제어(open loop control)의 블록선도를 보여주고 있
다. 
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Fig. 4 Block diagram of state variable model for discharge 
pressure control

Fig. 5 Block diagram of state variable model for theoretical 
flow control

Fig. 4는 토출압력을 출력(       )으로 정
의하고 있으며 작동기의 공급유량은 외란으로 작용

한다. 외란을 제외한 압력제어의 전달함수를 구하
면 다음과 같다.

 

  (19)

where

     
      



         

Fig. 5는 이론유량을 출력(        )으로 
정의하고 있으며 이때 토출압력이 외란이 된다. 외
란을 제외한 유량제어의 전달함수를 구하면 다음과 

같다.

 

  (20)

where   


    

4. 실험적 연구

4.1 실험장치

Fig. 6은 수학적 모델에 이용되는 파라미터들을 
측정하고 모델의 유효성을 입증하기 위한 실험장치

의 유압회로를 보여주고 있다. 실험장치는 펌프의 
속도를 가변속하는 400PS DC 모터, 토출압력을 제
어하는 40MPa 비례압력제어밸브, 서보실린더의 압
력을 제어하는 MOOG사의 J076-903 서보밸브, 서보
밸브에 유압동력을 공급하는 4.3MPa 유압장치, 토
출유량과 누유유량을 측정하기 위한 두개의 유량센

서, 토출압력과 서보밸브의 제어압력과 공급압력을 
측정하기 위한 세 개의 압력센서, 그리고 서보실린
더의 변위와 속도를 측정하기 위한 LVDT로 구성된
다. 작동유체는 MOBIL사의 VG32, 데이터취득과 
시스템제어장비는 NI(주)의 PCI6071E, 그리고 실험
용 프로그램은 LABVIEW 7.1을 시용하였다.

Fig. 6 Hydraulic circuit for experimental apparatus

Fig. 7은 실험용 펌프가 설치된 시험장치의 사진
을 보여주고 있다. 실험에 이용된 피스톤 펌프의 제
원은 Table 1과 같다.

4.2 실험결과 분석

누설유량계수(leakage coefficient)는 토출압력( ))
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Fig. 7 Photo of experimental apparatus

Table 1 Specification of test pump

에 따라 누설유량을 측정함으로서 얻어진다. Fig. 8
은 펌프의 누설유량이 토출압력에 거의 비례함을 

보여주고 있다. 
Fig. 9와 Fig. 10은 식(16d)의 파라미터인 , , 

의 유효성을 확인하기 위하여 시뮬레이션과 실험의 

결과들을 비교하고 있으며 Fig. 11은 를 얻기 위한 

실험결과를 보여주고 있다. 시뮬레이션에는 MATLAB 
7.0이 사용되었다.

먼저 경사각(tilting angle)을 일정()하게 유지
하면 식(16d)는 다음과 같이 표현된다. 

       (21)

Fig. 9와 Fig.10은 0.253rad인 경사각에서 회전수
가 증가함에 따라 제어압력( )의 변화를 보여주고

Fig. 8 Test result of the pump leakage and discharge pressure

Fig. 9 Comparison of experimentation with simulation for 
control pressure(  ,  )

Fig. 10 Comparison of experimentation with simulation for 
control pressure(  ,  )

있다. 시험결과가 시뮬레이션과 잘 일치하고 있으
며 이로부터 , , 의 유효성이 입증된다. 토출
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Fig. 11 Test result of dynamic friction factor at constant 
tilting speed

압력이 낮은 상태에서 회전수가 증가하면 부품들의 

운동관성에 의하여 제어압력은 높아지고 토출압력

이 높은 상태에서 회전수가 증가하면 운동관성보다

는 영향을 크게 미치는 평균압력( )에 의하여 제

어압력이 낮아짐을 확인할 수 있다. 평균압력은 회
전수가 증가하면 흡입포트(suction port)의 과도영역
에서는 증가하고 토출포트(discharge port)의 과도영
역에서는 감소한다. 
다음은 유효성이 입증된 , , 을 이용하고 실

험으로부터 을 얻는다. 사판(swash plate)의 각속

도가 일정()하면 식 (16d)는 식 (22)와 같이 표
현된다.

     (22)

Fig. 11은 일정한 각속도에서 토출압력, 제어압
력, 경사각을 측정하고 식 (22)를 이용하여 산출된 
의 파라미터인 운동마찰계수( )를 보여주고 있

다. 각속도가 일정하게 유지된 일부구간의 시험결
과만을 표현하였다. 운동마찰계수는 일정한 각속도
에서 거의 상수로 나타나고 있다. 

5. 안정성 분석 및 설계보상

유효성이 확인된 모델로부터 전달함수들의 극점

들을 조사하여 시스템의 안정성을 분석한다. 

5.1 안정성 분석

피스톤 펌프의 압력 또는 유량을 제어하기 위한 

개루프 제어시스템의 안정성과 응답특성은 식 (19)
와 식 (20)의 극점(pole)들에 의하여 예측된다. Table 
1의 제원을 갖는 피스톤 펌프가 100rad/s으로 작동
될 때 제어시스템들의 극점들을 조사하면 다음과 

같다. 
압력제어(pressure control)의 전달함수인 식 (19)

는 s-평면의 좌반부에 네 개의 실수축 극점들을 가
진다. 모든 극점들이 실수이므로 계단입력에 대한 
과도응답은 오버슈트 및 진동이 없는 감쇠과다를 

갖는다. 그리고 이중 세 개는 원점 근방의 근보다 5
배 이상 멀리 위치함으로서 원점에 가장 가까운 극

점이 우세근으로서 시스템의 응답특성을 대표한다. 
유량제어(flow control)의 전달함수인 식 (20)은 s-

평면의 원점에서 좌반부로 멀리 떨어져있는 두개의 

실수축 극점과 원점에 가까운 우반부에 한 개의 실

수축 대표극점을 가지고 있다. 식 (19)와 식 (20)의 
모든 극점들은 피스톤 펌프의 설계변수들에 의하여 

조정될 수 있다. 조사에 의하면 설계변수들 중에서 
타이밍 각(timing angle)과 반력스프링(reaction spr-
ing)이 대표극점들의 궤적변화에 가장 민감하게 작
용하고 있다. 

Fig. 12는 반력스프링이 없고 타이밍 각이 0.1rad
인 설계변수에서 입력회전수의 변화에 대한 대표극

점들의 궤적을 보여주고 있다. 압력제어는 약 
100rad/s 이하에서 유량제어는 전 영역에서 대표극
점이 원점에 가까운 우반부에 위치하기 때문에 두 

개의 제어시스템들은 불안정하고 응답특성이 좋지 

않다는 것을 알 수 있다.

Fig. 12 Dominant pole locus of pressure and flow control as 
variation of input speed
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5.2 설계보상

압력제어시스템에서 피스톤 펌프의 토출압력을 

제어하고자 할 때 대표극점의 궤적이 원점에서 좌

반부로 멀어질수록 압력제어의 안정성과 응답특성

이 향상된다. Fig. 13과 Fig. 14는 타이밍 각과 반력스
프링의 설계보상에 따라 대표극점들의 궤적을 보여

주고 있다. 
Fig. 13은 타이밍 각의 변화에 따른 대표극점의 

궤적을 보여주고 있다. 타이밍 각이 감소할수록 대
표극점은 원점에서 좌반부로 멀어지고 압력제어시 

스템은 빠르게 안정화된다. Fig. 14는 반력스프링의 
변화에 따른 대표극점의 궤적을 보여주고 있다. 반
력스프링은 타이밍 각에 비하여 상대적으로 대표극

점에 미치는 영향이 적다.

Fig. 13 Dominant pole locus of pressure control as variation 
of timing angle

Fig. 14 Dominant pole locus of pressure control as variation 
of spring constant

Fig. 15 Dominant pole locus of flow control as variation of 
timing angle

Fig. 16 Dominant pole locus of flow control as variation of 
spring constant

Fig. 15와 Fig. 16은 유량제어에서 안정되고 응답
을 향상시키기 위한 설계보상을 보여주고 있다. 타
이밍 각은 Fig. 15와 같이 대표극점에 거의 영향을 
미치지 않지만 스프링 반력의 증가는 Fig. 16과 같이 
시스템의 안정화에 기여하고 있다. 대표극점들의 
분석에 의하면 안정적으로 압력과 유량을 제어하려

면 타이밍 각은 "0"rad 보다 작아야 하며 반력스프링

은 ×  보다 커야 된다.

6. 결 론

본 논문에서는 가변용량형 피스톤 펌프에 대하여

선형상태변수로 표현된 수학적 모델을 제안하고 모

델의 전달함수를 분석하여 안정적인 유량/압력제어
가 가능한 설계보상을 제시하였다. 
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밸브판의 그루브에 새로운 형상계수를 정의하여 

피스톤의 평균압력을 제안함으로서 복잡한 모델을 

간결하게 표현하였다. 그리고 서보실린더의 제어압
력에 대한 실험결과와 시뮬레이션의 결과가 거의 

일치함을 확인함으로서 제안된 모델의 유효성을 입

증하였다. 
모델을 이용하여 안정성을 분석한 결과 압력제어

는 100rad/s이하에서 유량제어는 전 영역에서 불안
정하고 안정시간이 매우 느림을 추정할 수 있었다. 
압력제어의 안정성은 스프링 정수의 증가보다 타이

밍 각의 감소에 의하여 크게 개선되며 유량제어의 

안정성은 타이밍 각에는 거의 무관하고 단지 스프

링 정수의 증가에 의하여 개선됨을 확인하였다. 안
정적으로 유량/압력을 제어하려면 스프링은 

× 보다 크고 타이밍 각은 “0” rad보다 작
아야 된다. 
본 연구는 피스톤 펌프에서 유량, 압력, 동력 등 

한 개 이상의 제어기능을 갖는 제어기들을 설계할 

때와 제어성능 및 응답특성을 향상시키기 위하여 

설계변수들을 보상하고자 할 때 유용하게 활용될 

수 있다.
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