
第26卷 第2A號 · 2006年 3月 − 319 −

構 造 工 學大 韓 土 木 學 會 論 文 集

第26卷 第2A號·2006年 3月

pp. 319 ~ 326

8절점 Hybrid/Mixed 평면응력요소

Development of an Enhanced 8-node Hybrid/Mixed Plane Stress 
Element : HQ8-14β Element

천경식*·박원태**·임성순***

Chun, Kyoung Sik·Park, Won Tae·Yhim Sung Soon

·····························································································································································································································

Abstract

A new enhanced 8-node hybrid/mixed plane stress elements based on assumed stress fields and modifed shape functions has

been presented. The assumed stress fields are derived from the non-conforming displacement modes, which are less sensitive to

geometric distortion. Explicit expression of shape functions is modifed so that it can represent any quadratic fields in Cartesian

coordinates under the same condition as 9-node isoparametric element. The newly developed element has been designated as

‘HQ8-14β’. The presented element is compared with existing elements to establish its accuracy and efficiency. Over a wide

range of mesh distortions, the element presented here is found to be exceptionally accurate in predicting displacements

Keywords : hybrid/mixed element, assumed stress, 8-node plane stress element, modified shape function, non-conforming dis-

placement modes. 
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요 지

본 논문에서는 가정응력장과 수정된 형상함수를 이용한 새로운 8절점 hybrid/mixed 평면응력요소를 제시하였다. 가정응력

장은 비적합 변위모드로부터 유도하였으며, 이는 요소의 찌그러짐에 대한 민감도를 완화시켜준다. 그리고 Cartesian 좌표계에

서 9절점 등매개변수 요소와 동일한 조건하에서 2차 변위를 정확히 보간하도록 수정한 형상함수를 사용하였다. 제시한 8절

점 hybrid/mixed 평면응력요소(HQ8-14β)의 수치해석에 대한 정확성과 효율성을 검증하기 위해 기존의 참고문헌들과 비교,

분석하였다. 그 결과 본 논문에서 제시한 요소는 요소가 왜곡된 경우를 포함하여 우수한 성능을 보였다.

핵심용어 : hybrid/mixed 요소, 가정응력, 8절점 평면응력요소, 수정된 형상함수, 비적합 변위모드
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1. 서 론

유한요소는 요소수에 따른 해의 수렴성 및 정확성을 개선

하고, 평판요소에서의 전단구속(shear locking), 쉘 요소에서

의 면내잠김(membrane locking), 비압축성 문제에서의 체적

구속(volumetric locking) 등의 잠김현상과 가상의 제로에너

지모드를 제거하며, 요소형상의 왜곡에 대해서도 보다 우수

한 성능을 지니도록 꾸준히 개발되고 있다. 요소개발을 위해

제안된 방법들중 대표적으로 감차적분, 대체 변형률, 비적합

변위모드 등이 있다. 변분개념에 있어서 변위 이외에 변형률

또는 응력을 독립변수로 도입하는 혼합법(hybrid/mixed

method)에는 변위와 응력을 가정하는 가정응력법(assumed

stress hybrid method)과 변위와 변형률을 가정하는 추가변

형률법(enhanced assumed strain method)이 있다.

Hellinger-Reissner 변분원리에 근거하고 응력 및 변위를

독립 변수로 하는 가정응력법을 적용한 유한요소의 개발은

가장 폭넓게, 꾸준히 진행되고 있으며, 현재 유한요소 연구

방향의 길잡이 역할을 한다. 가정응력법에서 가장 중요한 과

제는 합리적인 응력 근사 함수의 설계를 위한 최적 응력항

(optimal stress terms)의 체계적 도출과 요소의 형상 왜곡에

민감하지 않고, 앞서 언급하였듯이 가상의 제로에너지모드

및 잠김현상이 발생하지 않는 응력 근사 방법이다.

Pian(1964)과 Pian과 Sumihara(1984)는 Hellinger-Reissner

범함수를 이용하여 가정응력 hybrid 요소를 개발하기 위한

새로운 방법을 제안하였다. 그들은 응력을 변분적 관점에서

평형식을 만족할 수 있도록 자연 좌표계상에서 근사하여 정

의하였다. 이로써 요소의 왜곡 효과를 응력의 근사에 고려할

수 있었고 좌표계 독립성 문제도 해결하였다. 응력은 초기에

독립적인 다항식의 형태로 정의되며, 평형조건은 기하학적

섭동(geometric perturbation)이라는 수학적 조건을 갖는 적

분형태의 방정식으로 보강함으로써 최적 응력항을 도출하였

다. Pian과 Tong(1986)은 기하학적 섭동이 필요하지 않은
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응력 제한식을 제안했으며, Pian과 Wu(1988)는 경계에서 비

적합 변위와 응력의 고차항에 의한 가상일이 0이 되도록 하

는 조건을 이용하여 응력 근사 함수를 구하였다. 

최근에, Sze(1992)는 hybrid 요소를 구성하기 위해 직교

성(orthogonal)을 갖는 저차와 고차 응력모드를 사용하였고,

요소의 강성행렬 역시 저차와 고차로 구분하였다. 이때 저

차 강성행렬이 부차 적분된(sub-integrated) 요소와 동일한

것으로 판명되면서 고차 강성행렬은 안정화 행렬로서의 역

할을 수행한다. Chen과 Cheung (1995)은 가정응력장을

산정하기 위해 비적합 변위모드을 적절히 선택함으로써 요

소의 찌그러짐에 대한 민감도를 완화시킬 수 있었다. Wu

와 Cheung (1995, 1996)은 변분적 관점에서 평형조건을

보강하기 위해 변칙 평형조건(penalty equilibrium)을 도입

하였고, 이를 이용하여 응력의 정확도를 높일 수 있음을

보였다.

Di와 Ramm(1994)은 비적합 변위모드를 사용하지 않는 엄

밀한 수학적 조건을 도입하였다. 그들은 Hellinger-Reissner

원리에 근거한 다양한 혼합응력 요소를 소개하였다. Yeo와

Lee(1997)는 4절점 혼합응력 요소와 8절점 혼합응력 입체요

소를 개선하기 위해 일반적인 비적합 변위모드를 제안하였

다. Feng 등 (1997)은 혼합응력 유한요소의 안정성과 수렴

성 기준 등을 종합적으로 다루었다.

이와 더불어 요소가 상당히 찌그러진 상황에서도 보다 개

선되고 정확한 수치결과를 도출할 수 있는 평면응력요소 개

발에 관한 연구는 꾸준히 진행되고 있다. 본 연구에서는, 8

절점 혼합응력 요소를 위한 최적의 응력장을 선별하기 위한

접근법을 제안하였다. 본 논문에서 제안한 8절점 혼합응력요

소는 비적합 변위모드로부터 도출한 합리적인 최적의 응력

장과 수정된 형상함수에 의해 구성되었고, 검증한 결과 요소

의 찌그러짐에 대한 민감도가 낮으며, 보다 안정적이고 정확

한 거동을 보였다. 

2. 8절점 형상함수의 수정

8절점 형상함수는 9절점 등매개변수 요소와 동일한 조건하

에서 2차 변위를 정확히 보간하도록 수정할 수 있다. 즉,

요소 중앙점의 변위를 요소 외곽을 이루는 8개 절점의 변위

에 대한 선형조합으로 구속조건을 설정한다(Kikuchi 등,

1999; MacNeal과 Harder, 1992; Chun과 Kassegne, 2005;

Chun 등, 2005).

(1)

(2)

여기서, 는 9절점 Lagrange 요소의 i번 절점에 대한

형상함수이고, Ti는 구속조건과 관련된 계수를 의미한다. 식

(2)는 기존 8절점 유한요소의 형상함수 와 계층적 함수

식으로 식(3)과 같이 표현할 수 있다.

(3)

구속조건에 따른 계수 Ti는 각 절점의 실제 좌표값에 의해

결정되며, 식(4)는 8절점 Serendipity 요소의 형상함수

와 9절점 Lagrange 요소의 형상함수와의 관계를 나타낸

것이다. 식(5)는 본 논문에서 적용하고자 하는 8절점

Serendipity 요소의 수정된 형상함수이다(Kikuchi 등, 1999;

천경식 등, 2004; 천경식과 장석윤, 2004; 박원태 등,

2004).

(4a)

(4b)

(5a)

(5b)

여기서, 자연좌표계(natural coordinate system) ξ와 η는 경

계부에서 ±1과 같으며, i-절점에서의 값은 각각 ξi= -1,1,1,

-1,0,1,0,-1과 ηi=-1,-1,1,1,-1,0,1,0이다. Di는 절점 i에서

Jacobian ∂(x, y)/∂(ξ, η)의 4배와 동일한 값을 가지며 다음

과 같이 정의한다.

(6)

(7)

MacNeal과 Harder (1992)가 제시한 8절점 형상함수와는

달리 식(5)에 나타낸 수정된 형상함수는 요소가 찌그러진 경

우 8절점 형상함수를 나타내는 기본적인 단항식중 ξ2η과
ξη2을 정확하게 보간하는 장점을 지닌다.

3. 비적합 변위모드

비적합 변위모드의 기본개념은 요소의 적분과정에서 인위적

으로 전단에너지를 무시하는 감차적분과는 달리 원래의 변위

형태에 새로운 변위(비적합 변위, incompatible displacement

mode)모드를 추가하여 전단변형모드로 제약된 변위모드를 풀

어 주어 실제 변위를 복원하는 것이다(최창근, 2003). 즉,

요소의 가정된 변위에 결여되어 있는 변위성분을 추가하는

것이다. 

(8)
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그림 1. 8절점 유한요소
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여기서, 는 외시적으로 수정된 형상함수로서 앞서 식(5)

에 정의하였다. 는 비적합 변위모드이다. n은 요소당 절

점수를, m은 사용된 비적합 변위모드의 수를 의미한다. 8절

점 Serendipity 요소에 사용가능한 기본적인 비적합 변위모

드는 그림 2와 같고, 이를 수식으로 표현하면 식(9)와 같다

(Chun 등, 2005; Choi와 Park, 1999):

(9)

식(9)는 8절점 요소의 각 절점에서 0의 값을 가지면서 기

존 등매개변수 요소(isoparametric element)에서 나타난 예기

치 않은 제약조건을 완화하도록 선택된 모드들이다. 식(9)의

첫번째와 두번째 모드는 3차 다항식을, 세번째 모드는 볼록

한 변위모드를 추가하기 위함이며, 네번째와 다섯번째는 비

틀림에 대한 제약을 완화하기 위한 것이다(최창근, 2003).

최근 Kim과 Choi(1992), Choi와 Park(1999)는 선택적인 비

적합 변위모드, 감차적분 그리고 대체전단변형률을 혼합하여 8

절점 평판 휨요소(Plate bending element)의 성능을 개선하였다

. 그들이 제시한 요소는 적용된 비적합 변위모드에 따라 구분

된다. Kim과 Choi(1992)가 제시한 NC-QH는 비적합 변위모드

 그리고 를 사용하였으며, Choi와 Park (1999)은 비

적합 변위모드 을 사용한 NMS-8P를 제시하였다.

본 논문에서는 면내거동을 개선하기 위해 두 개의 비적합

변위 과 로부터 다음 절에서 설명하는 가정응력장을

도출하여 면내강성에 추가하였다. 이때 hybrid 응력장의 합

리적인 도출방법은 Pian와 Wu(1988), Chen과 Cheung(1995)이

제안한 비적합 변위모드를 이용한 조합방법을 따른다. Pian

과 Wu(1988)는 hybrid 응력요소의 정식화 과정에서 비적합

변위모드를 추가 적용하는 최근의 연구동향에 대해서 hybrid

응력모델과 비적합 변위모델과의 관계를 제시함으로써 동등

성을 입증하였다. 

4. 가정응력장

최근, hybrid 응력요소의 최적의 응력장을 도출하기 위한

많은 합리적인 방법이 제시되었다. 이들 방법의 주요목적은

가정응력(assumed stress)을 위한 구속조건의 채택이다. Pain

과 Tong(1986)은 가정응력의 고차항에 대한 구속조건을 다

음과 같이 제안하였다.

(10)

여기서, σh는 가정응력의 고차항이다. δuλ는 비적합 변위모

드의 변분(variation)을 의미한다. 식(10)은 고차항이 비적합

변형률과 직교해야 한다는 것을 의미하며, Chen과 Cheung

(1995)는 이를 적용하여 4절점 평면응력요소의 개선방안을

제안하였다. 

8절점 요소에 대해서 응력장 σe에 대한 초기함수는 변형

률장에 포함된 다항식을 고려하여 구성한다. 가정된 응력

은 초기에 독립적인 ξ와 η의 2차항까지 취하며 식(11)과

같다. 

(11)

여기서, β는 가정응력장에 대한 매개변수 벡터를 의미한다.

우선, 8절점 유한요소의 Jacobian 행렬 [J]은 다음과 같다.

(12)

자연좌표계 ξ, η와 직교좌표계 x, y의 관계는 Jacobian 행

렬을 적용하여 식(13)과 같이 표현할 수 있다.

(13)

여기서, j는 요소 중앙점 (ξ, η)=(0, 0)에서 정의된 Jacobian

행렬이다. 앞서 식(9)에 나타낸 비적합 변위모드중 면내변위

와 관련하여 사용할 과 에 의한 변위장을 식(14)와

같이 정의한다.

(14)
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그림 2. 8절점 유한요소를 위한 비적합 변위모드
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식(10)에 정의된 구속조건에 식(13)과 (14)를 대입하여 정

리하면 식(15)와 같이 확장하여 표현할 수 있다.

(15)

평형조건을 만족하기 위해서는 윗 식에서 λ1, λ2, λ3 그리

고 λ4의 계수는 0이어야 한다. 즉,

(16)

식(16)의 두 개의 독립변수 β7와 β8에 대해서 나머지 네

개의 종속변수를 소거할 수 있으며, 최종적으로 도출될 응력

장에서 우선적으로 고차항은 식(17)과 같이 나타낼 수 있다.

(17)

최종적으로 비적합 변위모드로부터 구한 응력장(stress

fields)은 식(18)과 같이 주어진다.

(18)

절점당 2개의 자유도로 구성된 8절점 평면응력요소는 요

소당 16개의 자유도를 갖는다. 그러므로 최소 13개 이상의

독립변수를 갖는 응력장이 필요하며 식(18)에 나타낸 응력장

은 8절점 가정응력 요소를 개발하는데 있어서 충분하다

(Feng 등, 1997, Chun 등, 2005). 그러나 식(23)의 응력장

에 대한 14개의 독립변수는 요소단위에서 정적응축방법에 의

해 소거되므로 전체적인 자유도는 증가시키지 않는다. 응력

장을 행렬형태로 표현하면 식(19)와 같이 나타낼 수 있다.

(19)

여기서,

자연좌표계에서 T0는 요소의 원점 (ξ,η)=(0,0)에서 계산된

Jacobian 행렬의 요소들로 구성된 변환행렬이다. 변환행렬은

자연좌표계에서 정의된 공변(共變, covariant) 응력을 직교좌

표계에서 정의된 물리적인 응력으로 변환시키는 역할을 한

다. 비적합 변위모드와 구속조건인 식(10)에 의해 최적 응력

항을 구하는 방법은 응력근사함수의 행렬식 P를 이용하여

자연좌표계의 성분 즉, 공변응력으로 정의한 후 이를 변환행

렬을 이용하여 전체 좌표계의 물리적 성분으로 변환한 것과

동일하다(Yeo와 Lee, 1997). 따라서 비적합 변위모드를 사

용하여 8절점 평면응력요소의 최종적인 응력근사 함수를 도

출함으로써 요소형상 왜곡에 대해 강건한 응력근사함수의 개

발이 가능함을 알 수 있다.

5. Hybrid 응력요소의 정식화

Hybrid 응력수식화는 가정응력장에 대해 구속조건을 갖는

Hellinger-Reissner 원리에 근거한다. Pian과 Wu(1988)에 의

한 Hellinger-Reissner 범함수는 다음과 같다.

(20)

여기서 Ω는 요소 내부 영역을 의미한다. S는 재료의 연성행

렬을, D는 변형률·변위관계를 위한 미분연산자를 의미한다.

u는 적합 변위모드 uq와 비적합 변위모드 uλ의 조합인 전체

변위 u=uq+uλ이다. σ는 가정응력 벡터를 나타낸다. 

유한요소 수식화를 위해 하나의 요소에 대하여 정의된 함

수 공간 내에서 변위, 응력을 다음과 같이 근사한다. 이때

가정응력은 요소경계에서 연속조건을 필요로 하지 않으므로

도입된 응력의 근사인자들은 요소단위에서 독립적으로 정의

될 수 있다.

(21)

(22)

여기서, β는 가정응력 변수에 관한 벡터이다. N는 자연좌표

계에서 정의된 기본적인 등매개변수 형상함수의 행렬이다. P

는 응력 근사 함수의 행렬이다.

식(20)에 식(21)과 (22)를 대입하여 정리하면, 다음과 같은

행렬식 형태의 Hellinger-Reissner 범함수를 구할 수 있다.

(23)

여기서

식(23)을 응력 근사 인자 및 절점 변위에 대하여 변분을

취하면 시스템 방정식을 구할 수 있다. 이때 응력 근사 인

자는 요소 단위에서 독립적으로 정의되었기 때문에 응력 근

사 인자를 절점 변위로 다음과 같이 표현할 수 있다.

(24)

(25)

결과적으로 요소의 강성행렬은 식(25)과 같이 구성할 수
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있으며, 3×3 Gauss-Legendre 적분을 사용하여 구한다.

6. 수치해석 및 예제

본 논문에서 제시한 hybrid 응력요소의 성능은 이 장에서

평가한다. 선정한 수치예제는 종종 사각형 형상을 갖는 요소

(quadrilateral element)의 성능평가로 사용된다. 모든 예제에

사용된 재료는 선형, 탄성, 균질 그리고 등방성의 성질을 갖

는다고 가정한다. 해석모델의 단위는 모두 일관성있게 처리

하였으므로 특정 단위로 구분지어 표현할 필요는 없다. 제시

된 요소는 참고문헌들의 수치결과와 비교하여 정확도 및 수

렴성이 높은 것으로 평가되었다. 표 1은 제시된 요소의 평

가기준 또는 비교대상으로 선정한 평면응력요소 항목을 정

리한 것이다.

6.1 고유치시험(Eigenvalue Test)

개별 요소강성행렬을 이용한 고유치시험을 통하여 가상

의 제로에너지모드(spurious zero energy mode) 발생 여

부를 검증한다. 평면응력요소는 구속조건이 없는 하나의 요

소에 대하여 3개의 강체운동 모드(rigid body mode)가

존재하여야 한다. 고유치시험은 한 변의 길이 1.0이고 탄

성계수 1.0, 포아송비 0.25, 두께 1.0인 정사각형 단일 체

눈 모델에 대하여 수행하였고, 그 결과 HQ8-14β는 표 2

에서 보듯이 가상의 제로에너지모드는 발생하지 않음을 알

수 있다.

6.2 조각시험(Patch Test)와 캔틸레버 보

본 연구에서 사용한 HQ8-14β 요소가 일정변형률 및 응력

상태를 표현할 수 있는지의 여부를 알아보기 위해 그림 3과

같이 MacNeal과 Harder(1985)가 제안한 조각시험을 수행하

였다. 다음 식(26)과 같이 정의된 변위 u와 υ를 해석모델의

각 절점 좌표값(x, y)에 근거하여 계산하고, 이를 해당절점에

재하하였다. 즉, 변형상태에서 해석모델의 각 절점에 대한 변

형률 및 응력을 산출하였고, 그 결과 식(27)과 같이 일정변

형률 및 응력상태를 나타내었다.

(26a)

(26b)

(27)

요소의 찌그러짐 정도가 유한요소 해석결과의 정확도에 미

치는 영향에 대하여 두가지 캔틸레버 보를 해석모델로 설정

하였다. 이는 많은 연구자들에 의해 수행되고 있는 또 다른

조각시험이다. 해석모델의 기하학적 형상, 경계 및 하중조건

은 그림 4에 나타낸 바와 같으며, 수치해석결과는 표 3에

비교하여 나타내었다. 표 2에서 u1은 x방향에 대한 변위를,

u2는 y방향에 대한 변위를 의미한다.

LC1은 일정변형상태를 나타내는지를 알아보기 위한 조각

시험(Patch test)의 일부로써, 비교대상 모두 변위가 해석해와

동일하였으며, 이는 조각시험의 통과를 의미한다(Di와

Ramm, 1994). LC2는 해석모델의 휨거동을 나타내기 위함

이며, LC3과 LC4는 요소형상의 왜곡에 대한 영향을 검증하

기 위함이다. 본 논문에서 제시한 평면응력요소 HQ8-β14은

기존 8절점 요소인 Q8과 QPM8뿐만 아니라 면내회전자유도

를 갖는 쉘 요소인 QC9D보다 훨씬 정확성이 높은 것으로

평가된다. 단지, Q8 요소는 LC2에 대해서 상대적으로 다소

u 10
3–
x y 2⁄+( )=

υ 10
3–
x 2⁄ y+( )=

ε
x

ε
y

γ
xy

10
3–

= σ
x

σ
y

1.333= = τ
xy
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표 1. 수치해석 결과비교를 위한 유한요소 

Name Description

Q8 Standard 8node quadratic plane stress element.

QPM8 2D plane stress continuum element in LUSAS

QC9D Membrane finite element with drilling degrees of freedom derived by Groenwold and Stander (1995). 

5β-EP 5β family with equilibrium constraint plus perturbation derived by Di and Ramm (1994).

8β-EP 8β family with equilibrium constraint plus perturbation derived by Geyer and Groenwold (2002).

M5β 4node plane stress element with refined transformation matrix derived by Yeo and Lee (1997).

HQ8-14β Present hybrid assumed stress 8node plane stress element with nonconforming displacement modes and modified 
shape functions

표 2. 고유치(Eigenvalue)

λi 고유치

1 4.5939E-00

2 4.5939E-00

3 2.1333E-00

4 2.1031E-00

12 3.0155E-01

13 1.5621E-01

14 1.0000E-07

15 -5.0000E-08

16 -5.0000E-08

… …

그림 3. 조각시험(Patch Test)
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좋은 결과를 보이고 있을 뿐이다. 

6.3 Cook의 평면문제

전단력과 휨이 동시에 작용하는 왜곡된 요소형상을 갖는

해석모델에 대해 요소의 개수에 따른 거동특성을 평가하기

위하여 Cook의 평면문제를 적용하였다. Cook의 평면문제는

주로 요소의 면내방향 거동을 평가하기 위하여 사용되는 모

델이다. 그림 5에서 보듯이 한변은 고정단이고 다른 한변은

단위하중을 받는 것으로 해석모델이 구성되며, 해석을 위해

사용된 요소분할은 2×2, 4×4, 그리고 8×8이다. 보의 끝단

중앙부 C점에서의 수직처짐 δc, 보의 상하부 A점과 B점에

서의 최대·최소 주응력을 정해(Simo 등, 1989)에 대한 비

율로 정규화하여 표 4와 5에 각각 비교하여 나타내었다. 표

에서 보듯이 제시된 요소 HQ8-14β은 매우 정확한 결과를

나타낸다.

6.4 직선 캔틸레버 보

MacNeal과 Harder(1985)에 의해 제시된 캔틸레버 보는

그림 6에서와 같이 3가지 요소분할에 대해서 해석한다. 본

해석예제는 동일한 모델에 대해서 직사각형, 사다리꼴, 평행

사변형과 같은 다양한 요소형상에 대한 해의 민감도와 높은

종횡비(1:5)를 해결할 수 있는 능력을 가졌는지를 증명하기

위함이다. 

그림 4. 조각시험(Patch Test) 및 캔틸레버 보 해석모델

표 3. 조각시험 수치해석 결과비교 

Element
LC1 LC2 LC3 LC4

Q8 6.00 17.80 99.70 3003 2.72 101.41 4095

QPM8 6.00 16.80 99.99 2999 1.65 102.45 4158

QC9D 6.00 16.78 81.86 2541 - 84.59 3453

5β-EP 6.00 17.64 96.18 3014 - 98.19 4137

8β-EP 6.00 16.87 84.86 2881 - 88.00 3822

HQ8-14β 6.00 17.75 100.00 3000 0.00 102.13 4137

Analytical 6.00 18.00 100.00 3000 0.00 102.00 4050
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그림 5. Cook의 면내문제 해석모델

표 4. 평면응력문제의 수직처짐(δc)비교
Element 2×2 4×4 8×8

Q8 0.950 0.992 0.999

QPM8 0.965 0.992 0.999

QC9D 0.806 0.946 0.985

5β-EP 0.884 0.963 0.991

8β-EP 0.841 0.950 0.986

HQ8-14β 0.968 0.993 0.999

Best known 23.91

표 5. 평면응력문제의 최대·최소 주응력 비교 

Element
2×2 mesh 4×4 mesh 8×8 mesh

(σmax)A (σmin)B (σmax)A (σmin)B (σmax)A (σmin)B

Q8 1.057 1.044 1.025 1.002 1.012 1.013

QPM8 1.106 1.070 1.030 1.012 0.012 1.013

QC9D 0.779 0.804 0.950 0.948 0.984 1.001

5β-EP 0.786 0.778 0.950 0.924 0.994 0.988

8β-EP 0.768 0.818 0.959 0.906 0.998 0.990

HQ8-14β 1.099 1.065 1.031 1.004 1.012 1.013

Best known 0.2360 -0.2010 0.2360 -0.2010 0.2360 -0.2010

그림 6. 직선 캔틸레버 보의 해석모델
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인장력과 면내전단력을 받는 보의 이론적 해석치는 전단변

형효과를 고려한 보 이론으로부터 계산하며 표 6에 각각 나

타내었다. 인장력을 받는 경우 요소형상에 관계없이 비교대

상으로 제시된 모든 요소가 좋은 결과를 보여준 반면, 면내

전단력에 관한 문제에서 HQ8-14β의 수치결과는 M5β와 Q8

과 비교하여 다양한 요소형상에서 가장 우수한 결과를 보여

주고 있다. 즉, 본 연구에서 제시된 평면응력요소 HQ8-14β
는 요소형상에 대한 민감도가 적어 해의 정확성이 높으며,

다른 요소들에 비해 정해와 비교하여 최대 3% 미만의 오차

를 갖는다.

6.5 요소왜곡에 대한 민감도 분석

유한요소의 요소왜곡에 대한 민감도를 측정하기 위하여 그

림 7과 같이 편심 e를 갖는 캔틸레버 보를 해석모델로 설정

한다. 기하학적 요소왜곡의 정도를 나타내는 편심 e에 대한

A와 B점에서의 수직처짐(δA)과 응력(σxB)을 정규화하여 그림

8에 비교하였다. 

요소 Q8은 e=0에서 조차 정확한 결과를 도출하지 못하였으

며, QPM8은 e>2에서 수직처짐이 점차 증가하는 경향을 나

타내고 있다. 이들에 비해 HQ8-14β은 과도한 요소왜곡에

대해서도 낮은 민감도를 보이며 매우 정확한 결과를 보여주

고 있다. 참고적으로, A점에서의 처짐과 B점에서의 응력에

대한 정해는 각각 102.04, 3375이다.

7. 결 론

본 논문에서는 비적합 변위모드와 수정된 형상함수를 이용

하여 새롭게 보강된 8절점 hybrid/mixed 평면응력요소를 제

시하였다. 우선, 면내거동을 개선하기 위해 2개의 비적합 변

위모드로부터 적절한 응력 근사 함수를 유도하였다. 또한 x-

y좌표계에서 정의된 2차 다항식을 통해 기존의 8절점 형상

함수를 수정함으로써 요소의 찌그러짐에 대해서도 충분한 정

확도를 가질 수 있도록 하였다. Hellinger-Reissner 변분 원

리에 기초한 8절점 hybrid 응력요소의 정확도와 효율성을

증명하기 위해 참고문헌의 결과들과 비교하였다. 그 결과 요

소 형상 왜곡의 민감성 및 거동의 정확성 측면에서 기존의

유한요소보다 성능이 우수함을 알 수 있었다.
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