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A Tessellation of a Polynomial Curve by a Sequential Method
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ABSTRACT

Curve tessellation, which generates a sequence of points from a curve, is very important for curves 
rendering on a computer screen and for NC machining. For the most case the sequence of discrete 
points is used rather than a continuous curve. This paper deals with a method of tessellation by calcu
lating the maximal deviation of a curve. The maximal deviation condition is introduced to find the 
point with the maximal chordal deviation on a curve segment. In the previo나s research a curve tessella
tion was tried by the subdivision method, that is, a curve is subdivided until the maximal chordal devia
tion is less than the given tolerance. On the other hand, a curve tessellation by sequential method is 
tried in this paper, that is, points are generated successively by using the local property of a curve. The 
sequential method generates relatively much less points than the subdivision method. Besides, the 
sequential method can generate a sequence of points from a spatial curve by approximation to a planar 
curve. The proposed method can be applied for high-accuracy curve tessellation and NC tool-path gen
eration.
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1.서 론

최근 고속 및 고정밀 NC기계에 의하여 제품가공이 

이루어지고 있으며 제품의 정밀도에 대한 관심이 매 

우 높아졌다. 일반적으로 NC가공은 공구가 따라가야 

할 곡선으로부터 주어진 허용오차 범위에서 얻어진 

점열을 보간한 직선선분들을 따라 이루어진다. CAD/ 
CAM분야에서 주어진 곡선을 점열화하는 방법으로는 

크게 2가지 접근법이 이용되고 있다. 첫번째 방법은 

곡선 상에서 적절히 점열을 취하여 이웃한 두 점들을 

양끝점으로 갖는 구간곡선 상의 중간점으로부터 현까 

지의 거리를 구하여 그 크기가 허용오차를 벗어나면 

중간점을 추가하여 구간을 둘로 분할하는 방법이다叫 

이러한 방법은 매우 단순하므로 적용하기 쉬운 잇점 

이 있으나 계산된 최대오차의 크기가 허용오차를 벗 

어날 수 있다는 문제점을 가진다. 나머지 다른 방법으 

로는 B-스플라인곡선이나 Bezier 곡선의 convex hull 

성질을 이용하는 것으로 현과 곡선 사이의 최대오차 

를 곡선의 조정점을 이용하여 구하는 방법이다〔지. 즉 

현과 곡선의 조정점들까지의 거리를 구하여 최대거리 

가 허용오차를 벗어나면 곡선에 중간점을 추가하여 

곡선을 작게 분할한다. 이 경우 곡선의 조정점을 이용 

하여 구한 현과의 최대거리는 실제 곡선의 최대오차 

값보다 항상 크게 되므로 이 방법을 사용하여 생성된 

점열은 허용오차를 항상 만족시키게 된다. 하지만 곡 

선의 조정점을 이용한 분할방법은 생성되는 점들이 

필요 이상으로 많아질 뿐만 아니라 옾셋곡선에서는 

적용이 불가능하다는 문제점이 있다.

최 근에 최 대 오차조건식 을 이 용하여 곡선으로부터 

점 열을 생성하는 방법이 제안되었다최대오차조건 

을 만족하는 곡선상의 점에서 현과의 최대오차를 구 

하여 허용오차를 벗어나면 곡선을 분할하는 방법이 

다. 이 방법은 곡선과 현 사이의 최대오차를 정 확하게 

구할 수 있을 뿐만 아니라 옾셋곡선에 대해서도 적용 

할 수 있다는 장점이 있으므로 간섭이 없는 NC데이 

터를 생성하는데 유용하게 이용될 수 있다. 하지만 이 

방법에 대하여 현재까지 연구된 것은 단지 평면다항 
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식곡선에 대하여 점열을 생성한 것에 머무르고 있다.

본 논문에서는 최대오차조건식을 이용하여 순차적 

으로 점 열을 생성하는 방법을 제안하고자 한다. 순차 

적으로 점열을 생성하는 경우 한 점에서 이웃한 다음 

점만을 반복적으로 구하게 되므로 이웃한 점들 사이 

의 짧은 구간곡선을 평면곡선으로 근사시킬 수 있게 

되어 공간곡선에 대해서도 근사적으로 최대오차조건 

식을 적용하여 점열을 얻을 수 있다. 또한 최대오차가 

허용오차에 가깝게 되는 점을 구할 수 있게 되어 분할 

법보다 적은 수의 점을 가진 점열을 기대할 수 있다.

본 논문은 다음과 같이 구성된다. 2장에서는 곡선 

으로부터 최대오차를 갖는 점을 찾기 위한 최대오차 

조건식을 유도한다. 3장에서는 먼저 3.1 절에서 최대오 

차조건 식을 이용하여 평면곡선으로부터 최대오차를 

결정하는 방법을 소개한 후 3.2절에서 공간곡선을 평 

면곡선으로 근사시켜 최대오차를 결정하는 방법을 제 

시한다. 4장에서는 이웃한 점들을 연속적으로 찾아가 

는 순차적 점열생성의 방법을 제시한다. 5장에서는 분 

할법으로 생성된 점열과 순차법으로 생성된 점열을 

비교한 후 마지막 6장에서는 본 논문에 대한 결론을 

기술한다.

2. 곡선의 최대오차조건

Fig. 1에서 보는 바와 같이 구간 仏, 加]에서 곡선 

«)의 오차벡터 h(r)는 다음과 같이 정 의된다.

h(/) = r(z)-Q(z)

=[r(0-P,]-{[r(0-P,]-u}u (1)

r(t)

P*)

Fig. 1. An error vector between a curve and a chord.

오차벡터 h(F)의 최대크기를 결정하기 위하여 일단 

함수식 的)를 식 (2)와 같이 정의하자.

(2)

식 (1)과 식 (2)를 각각 미분하면 다음과 같다.

如)= ^ = "{R)・u}u (3)
at

穿= 2h("r) (4)

식 (3)을 식 (4)에 대입하면 다음의 결과를 얻게 

된다.

件)= 2{h(H6[«).u][u.hG)]}
at

= 2h(0-r(0 (5)

구간곡선의 최대오차는 식 (5)의 값이。을 만족하는 

곡선상의 점들 가운데 존재하므로 식 (6)을 곡선 r(z) 
에 대한 최대오차조건이라고 부르기로 한다.

2h(f).R) = 0。戶*+1) (6)

F(Z) = |h(0|2 = h(/)-h(/)

F = 에서 식 (6)의 최대오차조건이 만족되는 경우 

구간곡선에서 오차벡터의 크기 |h(?)| 는 식 (1)로부 

터 다음과 같이 얻어진다.

|h(舟=J|r(/*)-Pr-{[r(r*)-P,].u}2 (7)

만약 주어진 구간 내에서 최대오차조건을 만족하는 

점이 두개 이상 존재하는 경우에는 이들 오차의 크기 

들을 서로 비교하여 가장 큰 값을 구간곡선의 최대오 

차로 정한다.

3. 최대오차의 결정

3.1 평면곡선에 대한 최대오차의 결정

만약 r(7)가 평면곡선인 경우 오차벡터 h(/)는 항상 

동일한 방향을 향하게 되므로 다음과 같이 표현될 수 

있다.

h(/) = d(t)H (8)

여기서 d(、t) = |h(/)|
H = h(/)/|h(/)| = N x u
N: 곡선이 존재하는 평면의 단위법선벡터

식 (8)을 식 (6)의 최대오차조건에 대입하면 다음을 

얻게 된다.
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旳)H・f(r) = 0 (/,<?<?;+1) (9)

F = 4와 / = 弓+에서는 오차벡터의 크기 姓) = 0이 

므로 최대오차는 존재하지 않는다. 따라서 식 (6)의 최 

대오차조건은 식 (10)과 같이 바꿀 수 있다.

«•!•(/) = 0 (Z,</<Z;+1) (10)

즉 Fig. 2와 같이 최대오차를 만족하는 점에서는 단 

위오차벡터 H와 곡선의 접선벡터 HQ 가 수직으로 

만난다.

Fig. 2. A point of the maximum chordal deviation.

단위벡터 H는 F의 함수가 아니므로 곡선 r(f)가 n차 

다항식인 경우 식 (10)은 n- 1차 다항식이 된다.

4차 이하의 다항방정식은 대수적인 방법으로 해를 

구할 수 있으므로怛 곡선 r°)가 5차 이하인 경우에는 

주어진 구간에서 곡선에 대한 최대오차를 반복없이 

한번에 구할 수 있다.

3.2 공간 곡선에 대한 최 대오차의 결정

I")가 공간곡선인 경우에는 평면곡선에서와 달리 

식 (1)의 오차벡터 h(0는 식 (8)과 같이 표현될 수 

없으므로 대수적으로 식 (6)의 최대오차조건을 만족 

하는 해를 구하는 것은 불가능해진다. 이 경우 구간 

［?,, 加］에 존재하는 공간곡선 r(f)에 대한 최대오차는 

Fig. 3의 알고리즘을 따르는 이분탐색법을 사용하여 

쉽게 구할 수 있다.

1. Set a search interval 仏，/J = [r；, /；+/]
2- Find tm (t, + Q/2
3. WHILE(!h(/J-r(/J|>^){

4- IF h0J.r(/J>0 THEN ts=t„
5. ELSE 七=4
6. Find tm~ (ts + tJ/2
7. }
8. Find | h(/m) | from Eq(7)

Fig. 3. An algorithm for finding the maximal deviation on 
a spatial curve segment.

Fig. 4(a)에서 보는 바와 같이 탐색구간의 중점에 대 

한 공간곡선 상의 점 r(")에서 곡선의 접선벡터 

r(tm) 과 오차벡터 h(tm) 의 사잇각이 90도보다 작은 

예각을 이루는 경우, 즉 h(tm)-r(tm)>0 인 경우에는 

공간곡선 r(泸 최대오차는 구간 사이에 존재 

한다. 반면에 Fig. 4(b)와 같이 공간곡선 상의 점 

r(饥에서 곡선의 접선벡터 r(tm) 과 오차벡터 h(rm) 의 

사잇각이 90도보다 큰 둔각인 경우, 즉 h(^) - r(/m) 
<0인 경우에는 최대오차는 구간 사이에 존 

재한다. 만약 곡선의 접선벡터 f(匕)과 오차벡터 

h(/m) 의 사잇각이 90도에 충분히 가까워지는 경우, 

즉 也(&)”(微<£를 만족하게 되면 식 (7)을 이용 

하여 최대오차의 크기 |h(/m)| 를 얻게 된다.

(b) h(R).血)<0
Fig. 4. Determination of a new search interval

4. 순차적 방법에 의한 점열의 생성

점열화 과정에서 허용오차는 최대한계값으로 주어 

지는 것이 일반적이다. 그러나 이렇게 허용오차를 정 

하는 경우 불필요하게 많은 점들이 생성될 수 있을 뿐 

만 아니라 얻어진 점들간의 간격 또한 균등하지 않게 

될 가능성도 있다. 본 연구에서는 주어진 허용오차 범 

위 내에서 보다 적은 수의 점들로 이루어진 점열을 생 

성하기 위하여 최대허용오차값 环林와 최소허용오차 

값 跖m을 갖는 허용오차의 범위 ［鬲而 를 정하기 

로 한다. 여기서 최대허용오차 跖林은 지정된 허용오 

차에 해당하고, 최소허용오차의 크기는 瑞로 

정한다. 최소허용오차를 결정하기 위한 a 값은 0과 1 
사이의 값을 가지며 값이 0인 경우 최대허용오차만 주 
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어진 경우와 일치한다. 또한 a 값이 1에 가까울수록 

점들 사이의 간격은 넓어지며 보다 적은 수의 점들이 

얻어진다.

공간곡선 r(F)로부터 점열을 순차적으로 얻는 과정 

을 설명해 보자. 곡선 상의 한점에서 곡률은 곡선의 

길이에 대한 접선각도의 순간변화율로 정의된다% 

만약 곡선 상에 이웃한 두 점 P„ P,h 이 매우 가깝 

게 존재하는 경우, Fig. 5에 도시된 바와 같이 곡선 

상의 이웃한 두 점 P„ P시와 그 점에서의 접선 

可上)」仏+1)를 이용하여 곡률 k는 식 (11)와 같이 

추정할 수 있다时.

K = 4⑹ hs (11)

여기서 Ay： 이웃한 두 점 P„ Pg간의 거리

△仓 두 접선 의 사잇각

Fig. 6은 현재의 점 P; = r(/,.) 에서 접선방향으로 

step size c/만큼 떨어져 있는 점 G와 그 점에서 가장 

가까운 곡선 상의 점 1戶 = r(卢) 구하는 방법을 보 

여주고 있다. 먼저 점 日에서 곡선에 접하면서 곡률반 

지름。= 1/k를 갖는 원호를 정한다. 또한 원호의 양

C

Fig. 6. The guess point G for a next point.

끝점 P,와 Q를 연결한 현과 원호 사이의 오차가 평균 

허용오차 跖=(£細+ 瑞“)/2이 되도록 점 Q를 정한 

다. 추정점 G는 원호의 중심점 C와 점 熒 연결한 

직선과 점 p,에서의 접선이 만나는 점으로 결정된다.

Fig. 6으로부터 다음의 두 관계식을 얻을 수 있다.

d = ptanO (12)

今=Q(1 - cos(0/2)) (13)

여기서 p. 점 日에서 곡률반지름 1/xr

식 (12)와 식 (13)에서 0를 소거하면 step size d를 

식(14)와 같이 얻게 된다.

d = 2(1*弱2%厂沼爲 (M)

，《1-4件“ + 2沼4)

점 G에 가장 가까운 곡선상의 추정점 p°=r(/G>gr 
식 (15)를 이용하여 근사적으로 얻을 수 있다卩〕.

tG = ti + \t (15)

여기서*  = c叩0)|.

얻어진 추정점 L와 점 P,•사이에서 구간곡선의 최 

대오차는 3.2절에서 이미 소개된 방법에 의히■여 구할 

수 있다. 만약 얻어진 최대오차의 크기가 허용오차의 

범위 [M, 跖林]내에 속한다면 다음 점 %는 P°에 

의하여 결정된다. 만약 추정점 pG=r(/°)의 최대오차 

의 크기 |h(U| 가 허용오차의 범위를 벗어나는 경우 

추정점 파라메터값 卢를 근사적 비례관계식에 의하여 

얻은 값 卢(%/何(匕)|) 로 대신하여 추정점 P°를 수 

정한다. 수정된 추정점으로부터 얻어진 최대오차가 허 

용오차 범위에 들어올 때까지 파라메터값을 반복하여 

수정한다.

5. 분할법과 순차법의 비교

이제 분할법에 의하여 점열을 생성하는 방법과 순 

차법에 의하여 점열을 생성하는 방법을 비교해 보자. 

Fig. 7은 3차 Bezier 복합곡선으로부터 분할법과 순차 

법을 각각 사용하여 점열을 생성한 그림을 보여주고 

있다. 여기서 허용오차의 범위는 [0.0045, 0.005]로 정 

하였다.
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Fig. 7. Comparison of two generated point sequences.

1 13 25 37 49 61 73 85 97 109 121 133 145 157 169

동일한 곡선에 대하여 Fig. 7(a)와 같이 분할적인 

방법으로 생성된 점들의 개수는 242개이고, 순차법의 

경우 생성된 점들의 수는 178개로 나타났다. 순차법 

이 분할법보다 약 26% 정도 적은 점들을 생성하는 

것을 알 수 있다. 또한 그림에서 부분 확대된 부분을 

보면 순차적 방법으로 생성된 점열에서 이웃한 점들 

간의 간격이 분할법의 경우보다 좀더 큰 것을 확인할 

수 있다.

분할법과 순차적 방법으로 생성된 점열에 대하여 

구간곡선에서의 최대오차를 도시하면 Fig. 8과 같다. 

분할법의 경우 Fig. 8(a)에서 보는 바와 같이 구간곡 

선에서의 최대오차는 크게 차이를 보이고 있다. 특히 

최대오차가 0의 값에 가까울수록 구간곡선의 길이는 

매우 짧아지므로 생성된 점열은 많은 점들을 가지게 

된다. 반면에 순차법의 경우 Fig. 8(b)에서 보는 바와 

같이 지정된 허용오차의 범위 [0.0045, 0.005] 사이에 

존재하게 되므로 상대적으로 적은 수의 점들로 이루 

어진 점열을 생성하게 된다.

그뿐만 아니라 분할법으로 점열을 생성할 경우에는 

이진트리 데이터구조를 사용하여 점들을 생성하게 되 

므로 이진트리데이터구조가 필요없는 순차법에 비하 

여 상대적으로 많은 메모리를 필요로 하게• 된다.

하지만 순차법은 분할법에 비하여 계산과정이 복잡 

하기 때문에 더 많은 계산시간을 필요로 한다. Fig. 7 
의 경우 분할법을 사용한 경우 점열을 구흐｝는데 0.078 
초의 시간이 소요된 것에 비하여 순차법은 0.172초의
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0.001

0
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0,001

0

(b) by the sequential method

Fig. 8. Chordal deviations of generated point sequences.

계산시간이 소요되었다. 그 외에 여러 곡선들에 대하 

여 두 방법을 비교조사해 본 결과 순차법이 분할법에 

비하여 2~5배 정도 시간이 많이 소요되는 것으로 나 

타났다.

6.결  론

지금까지 곡선으로부터 점열을 생성하는 방법으로 

는 허용오차를 만족할 때까지 곡선을 분할해 나가는 

분할법이 이용되었다. 본 연구에서는 순차적인 방법 

을 사용하여 최대오차조건을 만족흐｝는 점열의 생성방 

법을 제시하였다. 분할법으로 최대오차조건을 만족하 

는 점열생성의 방법에 비하여 순차법을 이용한 본 연 

구의 방법은 계산시간이 많이 소요되는 단점이 있지 

만 상대적으로 다음과 같은 장점이 있다.

첫째, 평면곡선은 물론 공간곡선에 대해서도 적용 

할 수 있다.

둘째, 순차적 방법은 분할법에 비하여 적은 수의 점 

을 가진 점열을 생성한다.

마지막으로, 순차적 방법은 분할법에 비하여 상대 

적으로 적은 메모리를 사용한다.

지 금까지 는 다항식 곡선으로부터 점 열을 생성 하는 
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연구에 집중되었다. 차후에는 평면과 곡면의 교선 그 

리고 곡면과 곡면간의 교선으로부터 최대오차조건을 

만족하는 점열을 생성하는 방법에 관한 연구가 필요 

하다.
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