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인벌류트 스퍼기어 치형 강도에 관한 연구
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<Abstract>

Strength Design method for involute spur gears is developed. The 

developed gear strength design system can design the optimized 

gear that minimize the number of pinion teeth with face tooth.    

Method of optimization is matrix form which is developed from 

this study. Design variables are transmitted power, gear volume, 

gear ratio, allowable contact stress and allowable bending stress, 

etc. Gear design method developed this study can be apply to the 

gears of plants, machine tools, automobiles.
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1. 서 론

  기어는 산업기계에서 가정용 전동기기에 이르기 

까지 여러 시스템에 동력을 전달하는 기계요소로 사

용되고 있다. 특히 인벌류트 스퍼기어는 타 기어에 

비해 소음이 발생하지만, 제작이 간편하고 제작비가 

싸기 때문에 많이 사용되어지고 있다.

  기어는 운전 중에 파손이 일어나지 않고 제한 된 

체적 내에서 제 기능을 발휘하도록 설계 되어져야 

한다. 따라서 이러한 조건을 만족 시키려면 간섭,  

안전계수, 부하용량을 고려한 굽힘강도와 면압강도

를 만족하는 기어 설계가 수행되어야 한다. 그러나 

기어의 설계시에 이러한 강도를 만족하는 변수들을 

찾기가 매우 어려우며, 설계식 계산도 매우 복잡하

다. 이러한 변수들을 만족하기 위한 연구를 살펴보

면, D. Waite와 G. Cockerham1)이 스퍼기어와 헤리

컬 기어의 컴퓨터이용 기어설계 연구에서, 굽힘강도

와 면압강도에 관하여 연구를 수행하였고, J.J. Coy, 

P. Townsend, Savage
2)
등은 스퍼 기어의 최적 잇

수에 관한 연구에서 피니언의 지름을 변화시키면서 

굽힘강도, 면압강도를 만족하는 최적 기어설계에 대

하여 연구 한 바 있다. 또한 정태현, 김민수
3)
는 컴

퓨터를 이용한 동력전달용 인벌류트 원통형 치

차 설계에 관한 연구에서, 굽힘강도와 면압강도

의 안전성 해석을 수행한 바 있다. 그러나 이들 

연구는 적용 수식들의 인자들을 생략하거나 선형화 

한 기어 설계 해석에 국한되었다. 따라서 본 연구는 

시스템에 요구된 제한된 체적 내에서 기어의 물림률, 

치폭, 접선속도 등의 조건을 만족하면서, 운전시 기

어가 파손되지 않고 원활히 운전할 수 있도록 굽힘

강도와 면압강도에 대한 최적화 설계 기법에 대하여 

연구 하고자 한다.
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2. 이론식

2.1. 기어 형상 이론식

  인벌류트 기어의 형상은 직선형 호부

(straight sided hob)를 사용하여 가공하였을 

때 이끝원부, 인벌류트부, 필렛부, 이뿌리원부

로 구분된다. 

  Fig.1은 2차원 좌표상에서 기어치형의 형상

을 나타낸 것이다. 여기서 Ro는 기어의 이끝원 

반지름이고, R은 피치원 반지름, Rg는 기초원 

반지름과 Rr은 이뿌리원 반지름, Ri는 임의의 

인벌류트 곡선상에서의 반지름이다. 또 Sc는 

랙의 이 두께이다.

  점 a와 a1은 이끝원과 인벌류트 곡선이 만나 

형성되는 이끝원 부이다.

  점 e'와 e는 인벌류트 곡선과 필렛부가 만나

는 점이고, f'와 f는 필렛 부와 이뿌리원이 만

나는 점이다. 

Fig. 1. Geometric drawing of gear tooth profile

 (1) 이끝원

  기어의 기초원부터 형성되는 이끝원은  이

의 양쪽 인볼류트 곡선에 의하여 만나는 교점, 

즉 a와 a1 사이의 부분이다. 따라서 이끝원부

의 좌표값은 다음과 같이 유도된다.

   X o= R o  sin(θ o)            (1)       

  Y o= R o  cos(θ o)                  (2)  

                                           

  여기서 Xo, Yo는 각각 이끝원 부를 형성하는 

X 좌표와 Y 좌표, Ro는 이끝원의 반지름, θ o

는 이끝원이 양쪽 인벌류트 곡선에 의하여 만

나는 교점 사이의 각이다.

 (2) 인벌류트 곡선

  인벌류트 치형 창성은 랙을 피니언의 접선 

방향으로 이동시킬 때 발생한다. 

  인벌류트 곡선의 개시점은 d(Xd , Yd)이며, 

여기서 부터 이끝원 까지 인벌류트 곡선 부가 

그려지게 된다.  

  

    X d= R g  sinθ g
                  (3)  

 

    Y d= R g  cosθ g
                  (4)  

  

  여기서 θ
g= θ p- tanα c+α c  이다.

  인벌류트 곡선 부는 이 d점에서 a점까지이

다. 따라서 반경 Ri인 원 위의 인벌류트 치형

의 좌표(Xi, Yi)는 다음과 같이 구할 수 있다.

  

  X i= R i  sin(θ g+ tanα i-α i )    (5)     

  X i= R i  cos(θ g+ tanα i-α i )   (6)  

        여기서 cos α i=
R g

R i

이고, Xi, Yi 는 

각각 임의의 점에서 인벌류트 곡선 X, Y 좌표

이고 Ri는 임의의 인벌류트 곡선상의 반지름이

다.

 (3) 필렛

  기초원과 인벌류트 곡선 사이에 형성되는 

필렛부는 호브의 날끝에 의하여 형성된다.  호

브가 기어 치형을 창성할 때 기초원이나 인벌

류트 곡선 부를 깍아 생기게 되는데 이렇게 

이뿌리 부를 깍게 되면 기어 이의 강도가 저

하된다. 

  Fig. 2는 필렛 형상을 나타낸 것으로서 중심

좌표(Xj, Yj)는 다음 식과 같다.

X j= Rθ jcosθ j-Rsinθ j+lsin(θ j+β)  (7)  

Y j= Rθ jsinθ j+Rcosθ j+lsin(θ j+β)  (8)  

  ′     ′  


   (9)

    이때 Xj는 필렛의 X좌표이고, Yj는 필렛의 

Y좌표이다. 포락선은 θj가 소거되지 않기 때문
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에 단순화 되지 않는다. 따라서 원 군의 포락

선이 근사적으로 M점을 통과하기 때문에 이 

원의 중심 좌표를 좁은 간격으로 많이 구하여 

다음 식에 의해 필렛의 좌표 M(Xm,Ym)를 구

한다

   X m= X j  + r cosγ             (10)  

   Y m= Y j  + r sinγ                (11)  

    

 Xm, Ym은 호브와 이의 접촉부 좌표이다.

Fig. 2.  Geometry of fillet part.

 (4) 이뿌리원

  이뿌리원부는 호브의 이끝부(tooth tip land)

의 평평한 부분에 의하여 가공되며, 이뿌리원

부 형성을 위한 좌표식은 다음과 같다.

   X r= R r sin(α)                    (12)  

   Y r = R r cos(α)                   (13)  

 

  여기서 Xr, Yr는 각각 이뿌리원 부의 X와 Y

좌표이고, Rr는 이뿌리원의 반지름이다. α는 

이뿌리부를 이루는 각이다.    

2.2 간섭방지를 위한 계산식

 

 (1) 간섭방지를 위한 최소 잇수 계산

   기어의 최소 잇수 계산은 강도와 밀접한 

관계가 있다. 기어의 잇수가 많으면 물림률이 

커져 원활한 회전은 가능하지만 이의 강도가 

저하된다. 반면 잇수가 적으면 강도는 증가하

나 간섭이 발생하여 이뿌리 부가 깍여 나가기 

때문에 이의 부러짐 현상이 발생한다. 따라서 

간섭이 없는 기어의 잇수를 계산하는 것은 강

도 계산에 있어서 매우 중요하다. 본 논문에서

는 간섭 방지를 위한 기어의 최소잇수 계산은 

J.J. Coy 등이
2)
 제시한 수식을 사용하였다.

   

 

           (14)

 여기서 N1min은 간섭이 없는 피니언의 최소 

잇수, mg는 기어비, φ는 피치원에서의 기준 압

력각이며, a2는 기어의 어덴덤 비이다.

 (2) 물립률

  기어가 서로 물리어 회전할 때 이물림 상태

가 끝나는 순간, 다음 이의 물림 상태가 유지 

된다면 동시에 물리는 잇수는 1이상이 된다.

  기어는 물림률의 변화에 따른 하중의 변화

로 소음 및 진동 발생의 원인이 된다. 따라서 

이를 해결하기 위하여 일반적으로 물림률이 1 

이상의 범위 내에서 설계가 이루어져야 한다. 

물림률 계산식은 기어설계에 많이 사용되는 

Carroll 등이
4)
 제시한 식을 사용 한다. 

   

 











 
 



 

 
  

 









     (15)

    여기서 mp는 물림률,  N1은 피니언의 잇

수, a1은 피니언의 어덴덤 비이다.  

2.3. 강도 계산식

 (1) 굽힘강도   

  굽힘강도의 계산을 위해 사용한 수식은 

AGMA 218.01
5)
에서 제시한 식을 사용하였으

며, 이는 이의 부러짐과 이뿌리부의 균열 방지

를 위하여, 기어의 치형에 전달되어 질 수 있

는 하중을 결정하기 위해 계산된다. 

 S ts =
W tK a

K v
  

1.0
F m 

  
K sK m

J
  (16)

  여기서 Sts는 재료에 대한 계산된 굽힘응력,  

Wt는 접선하중, Ka는 굽힘에 대한 사용응력, 

Kv는 굽힘에 대한 동하중계수이다. F는 치폭, 
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m은 모듈이다. Ks는 굽힘에 대한 치수효과계

수, Km은 굽힘에 대한 하중분포계수, J는 형상

계수이다. 

 (2) 면압강도 계산

  면압강도는 기어가 회전 할 때 기어 이의 

접촉면과 면 사이에서 발생하며, 기어의 사용

기간 동안에 이의 파괴적 피팅이 발생하지 않

는 부하를 결정하는데 있다. 이 면압강도는 

Hertz의 면압강도식을 기초로 하여 유도한 공

식을 사용하였다.

      










 
      (17)

  여기서 Ca, Cs, Cm은 1로 계산되며, Cf, Cv, I

는 AGMA218.015)의 수식을 이용하여 계산하

였다. Scs는 재료에 대한 계산된 면압응력, Cp

는 탄성정수계수이다.

  Wt는 피치지름에 전달되는 접선하중, Ca는 

면압에 대한 사용응력, Cv는 면압에 대한 동하

중계수이다.  Cs는 면압에 대한 치수효과계수, 

d는 피치원 지름, F는 치폭계수이다. Cm은 면

압에 대한 하중분담계수, Cf는 면압에 대한 표

면상태계수이며, I는 면압에 대한 형상계수이

다.

3. 최적화 설계식

3.1 목적함수

   

 (1) 목적함수의 구성 배경

  기어는 AGMA, JGMA, KS등에서 제공하는 

변수들을 사용하여 설계가 수행된다. 그러나   

기어설계시 모듈을 크게 하면 기어 이의 강도

가 증가하고 잇수가 적어져 가공비는 감소하

지만, 물림률이 작아지므로 원활한 회전을 저

해하는 원인이 된다. 한편 잇수가 많으면 물림

률이 증가하여 원활한 회전을 할 수 있지만 

이의 크기가 작아져 강도가 약해진다. 또한 치

폭이 크면 이의 강도는 커지나 기어의 체적이 

커져 타 부품과 간섭 발생이 쉽고, 재료비가 

비싸진다. 따라서 설계시 이 변수들을 잘못 결

정하면 생산비가 증가하고, 운전 중 간섭이나 

이의 절손 원인이 되기 때문에 이러한 변수들

을 결정하는데 어려운 점이 있다. 

  본 연구는 기어설계시 이러한 모순을 해결

하기 위해 설계 한계값인 제한조건 범위 내에

서 설계가 되도록 목적함수를 구성하였다.

 (2) 목적함수 식

  스퍼기어의 목적함수 유도는 피니언과 기어

의 피치원 지름을 이용하여 식(18)과 같이 유

도하였다.

                  

   V s= 
π

4 
(d 2

p+d
2
g )F           (18)   

    

  식(18)의 스퍼기어 체적 Vs는 서로 접해 있

는 두 기어의 피니언의 피치원 지름 dp와 기어

의 피치원 지름 dg를 이용하여 원의 면적을 각

각 구하여 합하고, 여기에 치폭 F를 곱하여 체

적 계산식을 구성하였다.

   d p= m Z p,     d g=m Z g,      (19)  

 

  식(19는 모듈 m에 피니언의 잇수 Zp를 곱

하여 구한 피니언의 피치원 지름과 모듈 m에 

기어의 잇수 Zg를 곱한 것으로서, 식(19)를 

식(18)에 대입하여 식(20)을 구한다.

V s =  

π

4 { (mZ p )
2
+(mZ g)

2
}  F     (20) 

     기어비 mg는 기어 잇수 Zg와 피니언의 

잇수 Zp의 비이고, 치폭은 치폭계수와 모듈의 

곱으로 나타내므로 다음 식(21)과 (22)로 나타 

낼 수 있다. 

m g= 
Z g
Z p 

   ⇒  Z g = m g Z p       (21)

F= K m                             (22)  

 

  위의 식(21)과 식(22)를 식(20)에 대입하여 

정리하며 목적함수 식(23)을 구할 수 있다.

Z p= Q zmin =
4 V s

π K (m 2
g+1) 

1

m 3
 (23) 
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  3.2 제한조건

 기어가 간섭이 없이 잘 설계되었다 하더라도 

물림률, 접선속도, 굽힘강도, 면압강도 기어 쌍

의 체적이 요구조건에 적합하지 않으면 사용

할 수 없다. 따라서 본 연구는 기어가 파손되

지 않고 원활하게 회전하기 위한 조건으로 다

음과 같은 제한범위 내에서 설계가 이루어지

도록 제한조건을 구성하여 적용하였다.

  피니언의 잇수 결정은 물림률 mp을 고려하

여 목적함수로 계산한 잇수 Zp가 물림률 제한

조건을 만족하는 최소잇수 N1min보다 많도록 

하였다.

 기어가 회전할 때 물림률 mp는 이와 이의 

물림상태가 한개 이상인 1보다 크면 가능하나, 

소음이나 진동을 고려하여 한계값 minput값 

이상으로 제한하였다. 이때 물림률 입력값은 

1.4로 하였다.

  기어 쌍의 체적은 기어가 사용되는 시스템

의 타 부품과 간섭을 피하기 위하여 제한하였

으며, 계산된 체적이 제한 입력값보다 작도록 

하였다. 

  치폭은 최소값과 최대값을 정하여 그 범위 

내에서 정해지도록 하였으며, 치폭계수의 한계

범위는 6～11로 제한하였다. 

 접선속도는 키보드나 데이터 파일로 부터 입

력되는 입력값보다 작도록 제한하였다.

  굽힘강도의 제한은 사용굽힘강도가 한계굽

힘강도보다 작거나 같도록 하였다.

  사용굽힘응력(Sts)을 계산하여 사용굽힘강도

로 사용하였고, 한계굽힘강도는 굽힘에 대한 

수명계수 KL를 온도계수 KT와 신뢰도계수 KR

로 나누고 여기에 허용굽힘응력을 곱하여 계

산하였다.

    S ts =
K L

K TK R
S at                (24)  

  면압강도의 한계값 결정은 면압강도 제한조

건식이 사용굽힘강도가 한계굽힘강도보다 작

거나 같도록 식(25)과 같이 구성하였다. 사용

면압응력(Scs)을 계산하여 사용면압강도로 사

용하였고, 한계면압강도는 면압에 대한 수명계

수 CL과 경도비계수 CH를 온도계수 CT와 신

뢰도계수 CR로 나누고 여기에 허용면압응력을 

곱하여 계산하였다.

     Scs =
CLCH
CTCR

Sac                (25)  

  

위와 같은 제한 조건을 사용하여 목적함수 값

을 구하기 위해 사용하였다.

3.3 최적화 방법

 목적함수의 최적값을 구하기 위하여 다음의 

방법을 사용하였다. 

Module  (m)

F
a
c
e
 W

id
th

 C
o
e
ff

ic
ie

n
t 
(K

)

   Fig. 3.  Search method of face width        

     coefficient, module  for minimum  gear  

      set volume.

  이때 열은 서로 다른 모듈 행은 치폭계수를 

나타낸다.

  모듈은 KS규격을 사용하며, 맨 왼쪽이 최소

값이고 오른쪽으로 가면서 큰 값을 취한다.  

  치폭계수는 윗쪽이 최소값이고, 아래로 내려

감에 따라 증가 값이 된다.

  검색은 최소치폭에 대해 구속조건을 만족하

는 목적함수인 최소체적에 대한 모듈을 구하

는 것으로부터 시작한다. 먼저 맨 윗쪽의 최소

치폭을 취하고 맨 왼쪽의 작은 모듈부터 오른

쪽으로 가면서 차례로 목적함수식에 대입하면

서 구속조건을 만족하는 최소체적 값인 목적

함수 값을 찾는다. 이와 같이 1행에 대한 가능

해가 구해지면 다음 행에 대하여 앞행과 같은 

방법으로 검색을 하여 제 2행의 치폭계수와 
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구속조건을 만족하는 최소체적에 해당하는 모

듈을 찾는다. 이렇게 모든 행과 열에 대한 검

색을 수행하여 모든 행에 대한 목적함수 값을 

찾는다. 모든 행의 목적함수 값이 구해지면 이 

값들 중에서 가장 작은 목적함수 값을 취하고, 

이 목적함수를 계산하는데 사용한 치폭계수와 

모듈을 설계에 사용하였다. 이때 O는 만족한 

영역, 실선부분은 불만족한 영역을 뜻한다. 

4. 결과 및 고찰

 

  고찰은 제시된 기어 설계식을 사용하여 기

어설계를 수행하였을 때 기어가 파손되지 않

고 안전하게 회전을 할 수 있는 강도를 판정

하기 위하여 수행하였다. 

  설계 수행은 기본 입력값인 기어의 전달동

력, 피니언 회전수, 기어비 등을 변화시켜가면

서 설계를 수행하여 굽힘응력, 면압응력, 잇수, 

치폭, 기어 쌍의 체적 등의 설계값이 어떻게 

변화하는가를 고찰하였다.

  사용재료는 허용면압응력이 657.73 MPa, 허

용굽힘응력은 193.69 MPa인 재료를 사용한다

고 가정하였다.

  절삭공구 입력자료는 호브의 어덴덤 비는 

1.25, 디덴덤 비는 1, 커터의 에지 반경은 0.35, 

기준 피치원 상의 압력각 20
o
인 인벌류트 치형

인 표준호브를 사용하였다.

 Fig.4 에서와 같이 설계 입력값이 기어비가 

3, 피니언의 회전수 2000 rpm, 입력동력 55 

kW 일때 설계를 수행하였다.

  수행결과 굽힘강도에 있어서 식(24)에 의해 

계산된 최대허용굽힘응력이 195.14 MPa로 나

타났다.

 설계결과는 Fig.5에서와 같이 굽힘 사용응력

이 약 77.28 MPa로 나타났다. 따라서 본 설계

에 있어서 계산된 최대허용굽힘응력보다 설계

된 사용응력이 17.86 MPa 더 작기 때문에 굽

힘강도는 설계범위 이내에서 설계됨을 알 수 

있었다.

  면압강도에서도 식(25)에 의해 계산된 최대 

허용면압응력은 738.433 MPa이지만 설계된 사

용응력은 약 590.03 MPa이므로 계산된 최대 허

용면압응력값보다 설계된 사용응력이 148.40 

MPa 작으므로  면압강도도 설계범위 내에서 

설계가 수행되었음을 알 수 있었다.

  또한 물림률의 제한조건은 1.4이상으로 제한

하였지만 설계값은 1.60 으로 계산되었기 때문

에 물림률에서도 기어가 원활하게 회전할 수 

있음을 보여 주었다. 

Fig. 4. Input data of spur gear design at gear 

ratio 3, revolution of pinion 2000 rpm 

and input power 55 kW.

 Fig. 5. Output results of spur gear design 

value at gear ratio 3, revolution of 

pinion 2000 rpm and input power 55 kW.

  기어비가 6, 피니언의 회전수 6000 rpm, 입

력동력 65 kW를 입력하여 설계를 수행한 

Fig.6의 결과는 다음과 같다.

  식(24)에 의하여 계산된 최대 허용굽힘응력

이 195.14 MPa이고, 설계후의 값은 약 132.50 

MPa로 나타났다. 따라서 계산된 최대 허용굽

힘응력이 설계후의 사용굽힘응력보다 62.64 

MPa 크게 나타났다.
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  면압강도에서도 식(25)에 의하여 계산된 최

대 허용면압응력값이 738.43 MPa이지만 계산

응력 값은 약 673.92 MPa이므로 계산된 최대 

허용면압응력값이 사용면압응력보다 64.51 

MPa 크게 나타났다. 

  물림률의 제한조건도 1.4이상으로 설계조건

을 제한하였지만 설계값은 1.67이상으로 계산

되었다. 

Fig. 6. Input data of spur gear design at gear 

ratio 6, revolution of pinion 6000 rpm 

and input power 65 kW.

 Fig. 7. Output results of spur gear design 

value at gear ratio 6, revolution of 

pinion 6000 rpm and input power 65 kW.

5. 결  론

  본 연구는 여러 분야에서 많이 사용되어지

고 있는 스퍼기어에 대하여 입력조건을 변화

하면서, 기어가 운전 중 파손되지 않고 만족한 

운전을 할 수 있는 강도에 관한 연구를 수행

하여 다음과 같은 결론을 얻었다.

 1) 입력동력 55 kW, 피니언의 회전수 2000 

rpm, 기어비 3의 설계 입력 값으로 설계를 수

행하였을 때, 계산된 최대 허용굽힘응력이 

195.14 MPa, 굽힘사용응력은 약 77.28 MPa로 

나타나, 설계값이 17.86 MPa 더 작고, 면압강

도도 계산된 최대 허용면압응력은 738.433 

MPa이지만 설계값은 약 590.03 MPa이므로 설

계 값이 148.40 MPa 작게 나타났다. 따라서 

설계된 강도 값이 모두 제한영역 안에 있으므

로 만족한 기어설계가 수행되었음을  알 수 

있다.

 2) 입력동력 65 kW, 피니언의 회전수 6000 

rpm, 기어비 6을 입력하여 설계를 수행하였을 

때, 계산된 최대 허용굽힘응력이 195.14 MPa이

고, 설계후의 값은 132.50 MPa로 나타나 설계

후의 값이 62.64 MPa 작게 나타났다.

  면압강도에서도 계산된 최대 허용면압응력

값이 738.43 MPa이지만 설계 값은 약 673.92 

MPa이므로 설계 값이 64.51 MPa 작게 나타났

다. 따라서 설계값이 모두 제한조건영역 안에

서 설계가 이루어져 기어가 안전하게 회전할 

수 있다는 것을 알 수 있었다.
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