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AbstractAbstractAbstractAbstract

For the mixture of shifted Poisson distributions, a method of parameter
estimation is proposed. The range of the shifted parameters are estimated
first and for each shifted parameter set EM algorithm is applied to
estimate the other parameters of the distribution. Among the estimated
parameter sets, one with minimum likelihood for given data is to be set
as the final estimate. In simulation experiments, the suggested estimation
method shows to have a good performance.
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머리말머리말머리말머리말1.1.1.1.

혼합분포에서의 모수의 추정은 외 에 의해 제시된 알고리즘을Dempster (1977) EM

이용하여 추정하는 방법이 외 에 의하여 소개되었다 알고리즘을 이용Liu (2006) . EM

한 여러 가지 종류의 혼합분포에서의 모수 추정에 관한 연구가 이루어져 왔다 이에, .

관하여는 과 과 와 를 참조 그 중 혼합포아송McLachlan Peel(2001) Copsey Webb(2003) .

분포에 관하여도 많은 연구가 이루어져 왔으며 혼합포아송분포는 인터넷트래픽 문서,

분류 영상복원검색 등의 분야에서 응용되고 있다 와 참조 혼합분포에, . Lee Oh(2006) .

서의 알고리즘의 적용은 관측된 자료를 불완전한 것으로 간주하는 것에서부터 시EM

작한다 즉 자료에는 관측치를 생성한 혼합 성분에 관한 정보가 결측되어 있다고 가. ,

정하는 것이다.

한편 이동포아송분포는 포아송분포에서 이동모수를 추가된 모형이며 이동모수의,

값 보다 적은 값은 관측되지 않는 모형이다 이러한 이동모수의 특성으로 인하여 이.

동포아송분포를 혼합한 경우에는 알고리즘을 단순 적용하여 모수를 추정하는 데EM

에는 어려움이 따른다 이러한 어려움 때문에 와 은 이동모수가 고정된. Lee Oh(2006)

경우에 알고리즘을 적용하여 혼합이동포아송분포의 모수를 추정하는 방법을 제시EM

하였다 본 연구에서는 이를 바탕으로 이동모수가 미지인 경우에 혼합포아송분포의.
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모수를 추정하는 법을 살펴 본다 제시된 방법의 기본적인 생각은 주어진 자료에 의.

해 추정 가능한 모든 이동모수의 각 쌍에 대하여 와 의 방법으로 다른Lee Oh(2006)

모수들을 추정한 후에 이들 중에서 주어진 자료에 대한 우도를 최대로 하는 것을 선,

택하여 최종 추정치로 하는 것이다 제 절에서는 혼합 이동 포아송분포에서 이동모. 2

수를 비롯한 모든 모수가 미지인 경우에 모수추정 절차를 소개한다 그리고 제 절에. , 3

서는 제시된 모수 추정 절차의 효율성을 살펴 보기 위하여 시뮬레이션 실험을 한다.

마지막으로 제 절에서는 토의와 결론을 다룬다4 .

혼합 이동 포아송분포의 모수 추정 절차혼합 이동 포아송분포의 모수 추정 절차혼합 이동 포아송분포의 모수 추정 절차혼합 이동 포아송분포의 모수 추정 절차2.2.2.2.

혼합 이동 포아송분포 모형

 
  



   (1)

를 생각하자 여기서 는 혼합분포의 성분의 개수이고 혼합가중치. g , πi(        는)

    ,   ⋯   를 만족하며 각 성분확률함수, 는 이동 포아송분포의

확률함수로 다음과 같이 주어진다.

   


  

  

, x-k i= 0,1,2, . . . (2)

여기서   는 위치모수, 는 정수인 이동모수이다 한편 전체 모수 벡터를. 

                  로 나타내자.

혼합 이동 포아송분포 모형 로 부터의(1) 개의 관측치        이 주어졌다

고 하자 이 자료에는 각각의 관측치. ,         가 어느 성분으로부터 관측되었,

는지에 관한 정보가 없으므로 성분정보가 결측된 관측치로 가정되며 관측치, , 에 대

응되는 확률함수 를 불완전 자료에 대한 확률함수라고도 부른다 주어진 관측.

치 에 대하여 모수 의 로그우도함수는

  
  



 (3)

로 주어진다 최우추정치. 는 로그우도함수  를 최대로 하는 를 찾음으로 구

할 수 있다 그러나 혼합 이동 포아송분포 모형에 대하여 로그우도함수.  를 직접

미분하는 등의 방법으로 를 구하는 것은  의 구조적 형태 때문에 매우 어려운

문제로 알려져 있다 따라서 여기에서는 관측치. 를 완전자료의 일부분으로 간주하고

반복적 방법으로 해를 구하는 알고리즘을 적용하여 추정치를 구하는 방법을 제시EM

한다 관측치. ,         에는 관측치를 발생시킨 성분 정보가 결측되었다고 가,

정한다 각 관측치. 를 발생시킨 성분확률함수의 정보를 나타내기 위하여 성분 벡터
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  (z j1,       를 생각한다 벡터. 의 원소       은 관측값을 발생시

킨 원소에 대하여는 나머지는 모두 의 값을 취한다1, 0 .

각 관측치에 대하여 성분정보도 함께 관측한 경우에 얻어지는 자료      

 를 완전자료라고 부르며 이에 대한 로그우도함수는,

   
  




  



   (4)

로 주어진다 완전자료에 대한 모수의 최우추정치는 식 로부터 식 와 같이 주어. (4) (5)

짐을 쉽게 보일 수 있다.

             ,

 


  





, (5)

  


  






  




,          .

여기서는 각 성분으로부터 최소한 한 개 이상의 관측치가 얻어졌다고 가정한다 한편. ,

고려하고 있는 상황은 성분정보가 관측되지 않는 경우이므로 식 의 추정치를 사용, (5)

할 수 없으므로 먼저 성분정보를 추정한다, . p+1번째 반복에서 알고리즘의 단EM E

계는 관측치       가 주어진 조건 하에서 성분벡터 의 조건부기대치  를 구

한 후 추정된 완전자료 
      

 대하여 식 의(5) 와
 를 이용하여 

와 를 추정한다.

성분벡터          의 추정을 위하여 먼저 이동모수의 집합,

                ⋯      (6)

를 생각하자 단. ,         과          이다 집합. 의 원

소의 개수를 이라고 하고           로 나타내기로 하자 하나의 이동모.

수    
      

  이 주어져 있다고 하자 고정된 이동모수 값.   에 대하여

와 은 모수Lee Oh(2006)              에 대한 추정 방법을 제시한다.

즉 고정된 이동모수,   에 대하여 초기값 
  

       
   

       
  

가 주어져 있다고 하자 만일. 
   이면,


    


  




    

  
  


   

   
  

,          . (7)

만일 
   ⋯    

     
   ⋯  

 이면
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
     












  

  


     

   
  


  

   
  


         

          

(8)

그리고 추정된 완전자료 
         

    에 대하여   번째의 반복

에서 추정된 모수는 다음과 같이 나타내자.


     


  




    

, 
    


  




    


  




   

 
 
,         . (9)


  ←

   와 
  ←

   로 두고 를 반복하는 과정을 거쳐 수렴되(7), (8), (9)

는 경우 
 라 두고 주어진 이동모수    

      
  에 대한 의 추정치라고

하며,   에 대응되는 전체 모수 의 추정치를   
      

  
      

 


      

  로 나타내기로 하자 이동모수집합. 에 속한 모든   에 대하여 얻은

  에 대하여 모수,                   의 추정치는 다음과 같이 주어

진다.

=  
           . (10)

이동모수를 추정할 때 주어진 자료에 대하여 가능한 모든 이동모수의 조합에 대하

여 를 추정하는 방법을 사용한다 식 의 이동모수에 대한 추정식을 사용하지 않. (5)

는 이유는 다음과 같다 반복. 번째에서 의 값이 주어지는 경우  번째 반복에서

성분 에 대한 이동모수  보다 적은 관측값  에 대한 성분 추정값이 
     

이 되며 그리고,  보다 크거나 같은 관측값 에 대하여는 
      이 되어 값

이 의 추정값이 변하지 않기 때문이다.

관측값 가 주어져 있을 때 혼합 이동 포아송분포에 대한 모수 추정절차를 다음과,

같이 정리한다.

모수 추정절차모수 추정절차모수 추정절차모수 추정절차 1111

초기치: ←로 둔다.

단계 이동위치모수1:    
      

  ∈에 대하여

하위단계 1-1: ←로 둔다.

모수 의 초기값 
   

      
   

       
   을 지정한다.

하위단계 주어진 모수1-2: 
  에 대하여 식 또는 의 방법으로 성분(7) (8)

정보의 추정값 
        

   을 구한다 추정된 완전자료. 


     . . . , 

    와 식 의 방법을 이용하여 추정치(9) 
    를
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얻는다.

하위단계 수렴 조건을 만족하지 않으면1-3: , ← 그리고


  ←

   로 두고 하위단계 로 간다 수렴 조건을 만족하면 모수1-2 .

의 추정치를 
 
라고 표시한다 만약.   이면 ← 로 두고 단계 1

로 가고 아니면 단계 로 간다, 2 .

단계 모수의 추정치는 식 으로 주어진다2: (10) .

모수 추정절차 의 하위단계 에서 수렴 조건은1 1-3  
     

   인 경우,

즉 식 의 로그우도값의 증가치가 일정 범위 내에 드는 것으로 정하였다 단, (3) . , δ> 0
는 수렴한계이다 모수의 초기값을 정하는 하나의 방법은 와 에 제시되. Lee Oh(2006)

어 있다.

모의실험모의실험모의실험모의실험3.3.3.3.

모수 추정절차 의 추정법의 효율성을 알아보기 위해 몬테카를로 모의실험을 실시1
하였다 고려한 혼합이동포아송 모형은 성분의 개수가.  와 인 경우이며 각 시뮬=2 3 ,
레이션에서 표본의 크기는   × 반복회수는 번으로 하였다 각 표의 값은, 3000 .

번 반복에 대한 추정치의 표본평균과 표준오차이다 표준오차는 괄호 안에 표시3000 .
하였다 각 표에서 행은 불완전 자료에 대한 추정치 행 는 완전자료에 대한 최우. i , c
추정치에 관한 것이다 매 반복에서 모수에 대한. 개의 혼합이동포아송 표본을 생성
한다 이 때 성분정보를 자료에 포함시킨다 이 표본에 대하여 불완전 자료에 대한 모. .
수 추정 절차 의 방법과 완전 자료에 대한 최우추정법으로 추정치를 구한다1 .
표 은1 =2,      일 때,    그리고=(0, 3), (0, 4), (0, 5),   

인 경우에 대한 모의실험 결과이다 모든 모수 조합의 경우=(.7, .3), (.6, .4), (.5, .5) .
에서 이동모수 은 참값 으로 추정되었으며 표준오차는 이다 이는 모든 경우에서0 0 .

관측된 자료의 최소값이 이고 따라서0 이 정확하게 추정되었음을 의미한다 한편.

각   의 값에 대하여 의 참값이 로 커짐에 따라서3, 4, 5 ,  ,  ,  ,  , 
의 추정값의 평균이 참값에 가까와지며 표준오차가 작아지는 모습을 보이고 있다 이.
동모수의 차이가 큰 것은 두 성분 함수의 구분이 더 잘 되는 경우이므로 이와 같은
시뮬레이션 결과는 당연한 것이라고 할 수 있다 그리고 각.   의 값에 대하여

의 참값이 로 에 가까워 짐에 따라.7, .6, .5 1/2  ,  ,  ,  ,  , 의 추정값의

평균이 참값에 가까와지며 표준오차가 작아지는 모습을 보이고 있다 예컨대.   

인 경우에=(0, 3)  의 순으로= .7, .6, .5 의 추정값의 평균은 각각 .682, .588,

로 참값에 가까우며 표준오차는 으로 작아진다 이는 두 성분.494 , .085, .076, .066 .
비율이 같은 경우에는 각 성분의 자료의 수가 비슷하게 관측되므로 다른 경우에 비해
더 좋은 결과를 가져 올 것이라는 직관과도 일치한다 또한.   의 각 경우에서

이동모수의 차이가 커질수록 불완전자료에 의한 평균과 표준오차는 완전자료에 의한
평균값과 표준오차에 가까워져 가는 것을 볼 수 있다 한편 전체적으로.  , , 은

저추정되며, 와 는 과추정되는 경향을 나타내고 있는 데 이는 의 저추정에 기

인하는 것으로 짐작된다 이러한 경향은. =2,      인 표 의 경우에서도2

마찬가지로 나타남을 관측할 수 있다 차이점으로는 표 에서. 2  이며 표 의=2 1 =1
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보다 큰 관계로 표준오차가 표 의 결과와 비해서 더 큰 모습을 나타내고 있다1 .
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표 모의실험 결과< 1> . =2,   = 인 경우의 추정치의 표본(1, 1) 평균 표준오(

차 자료형의). 열에서 행 와 행 는 각각 불완전자료와 완전자료에 대한i c
것임.

      자료형 
  




.7, .3 0, 3 i 0.000 2.863 0.682 0.318 0.955 1.072

(0.000) (0.609) (0.085) (0.085) (0.225) (0.403)

c 0.000 3.000 0.700 0.300 0.997 1.001

(0.000) (0.000) (0.045) (0.045) (0.120) (0.182)

0, 4 i 0.000 3.898 0.694 0.306 0.987 1.074

(0.000) (0.379) (0.051) (0.051) (0.147) (0.330)

c 0.000 4.000 0.699 0.301 1.004 1.005

(0.000) (0.000) (0.046) (0.046) (0.121) (0.186)

0, 5 i 0.000 4.951 0.700 0.300 0.997 1.040

(0.000) (0.249) (0.046) (0.046) (0.125) (0.281)

c 0.000 5.000 0.701 0.299 1.003 1.001

(0.000) (0.000) (0.046) (0.046) (0.118) (0.182)

.6, .4 0, 3 i 0.000 2.902 0.588 0.412 0.971 1.062

(0.000) (0.420) (0.076) (0.076) (0.223) (0.314)

c 0.000 3.000 0.599 0.401 1.000 1.002

(0.000) (0.000) (0.050) (0.050) (0.131) (0.157)

0, 4 i 0.000 3.942 0.597 0.403 0.993 1.046

(0.000) (0.261) (0.051) (0.051) (0.154) (0.266)

c 0.000 4.000 0.600 0.400 1.002 1.002

(0.000) (0.000) (0.048) (0.048) (0.129) (0.162)

0, 5 i 0.000 4.981 0.600 0.400 0.999 1.014

(0.000) (0.140) (0.050) (0.050) (0.136) (0.204)

c 0.000 5.000 0.600 0.400 1.001 0.998

(0.000) (0.000) (0.050) (0.050) (0.130) (0.156)

(0.000) (0.000) (0.049) (0.049) (0.143) (0.141)

.5, .5 0, 3 i 0.000 2.940 0.494 0.506 0.981 1.041

(0.000) (0.276) (0.066) (0.066) (0.228) (0.247)

c 0.000 3.000 0.499 0.501 0.999 0.999

(0.000) (0.000) (0.049) (0.049) (0.141) (0.143)

0, 4 i 0.000 3.977 0.499 0.501 0.998 1.017

(0.000) (0.164) (0.052) (0.052) (0.165) (0.200)

c 0.000 4.000 0.499 0.501 1.000 0.998

(0.000) (0.000) (0.050) (0.050) (0.140) (0.143)

0, 5 i 0.000 4.995 0.499 0.501 1.001 1.004

(0.000) (0.075) (0.050) (0.050) (0.150) (0.157)

c 0.000 5.000 0.499 0.501 1.002 1.000

(0.000) (0.000) (0.050) (0.050) (0.144) (0.142)
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표 모의실험 결과< 2> . =2,   = 인 경우의 표본(1, 2) 평균 표준오차 자료형( ).

의 열에서 행 와 행 는 각각 불완전자료와 완전자료에 대한 것임i c .

      자료형 
  




.7, .3 0, 3 i 0.000 2.866 0.685 0.315 0.972 2.053

( 0.000) ( 1.024) ( 0.074) ( 0.074) ( 0.200) ( 0.768)

c 0.000 3.012 0.698 0.302 1.000 1.980

( 0.000) ( 0.110) ( 0.046) ( 0.046) ( 0.120) ( 0.275)

0, 4 i 0.000 3.778 0.693 0.307 0.983 2.158

( 0.000) ( 0.861) ( 0.053) ( 0.053) ( 0.151) ( 0.737)

c 0.000 4.013 0.700 0.300 1.004 1.985

( 0.000) ( 0.113) ( 0.046) ( 0.046) ( 0.119) ( 0.277)

0, 5 i 0.000 4.843 0.697 0.303 0.984 2.123

( 0.000) ( 0.580) ( 0.048) ( 0.048) ( 0.126) ( 0.576)

c 0.000 5.014 0.700 0.300 0.995 1.980

( 0.000) ( 0.116) ( 0.046) ( 0.046) ( 0.117) ( 0.273)

.6, .4 0, 3 i 0.000 2.853 0.587 0.413 0.972 2.090

( 0.000) ( 0.886) ( 0.075) ( 0.075) ( 0.227) ( 0.674)

c 0.000 3.004 0.598 0.402 1.000 1.994

( 0.000) ( 0.060) ( 0.049) ( 0.049) ( 0.130) ( 0.227)

0, 4 i 0.000 3.827 0.596 0.404 0.979 2.134

( 0.000) ( 0.660) ( 0.053) ( 0.053) ( 0.162) ( 0.591)

c 0.000 4.005 0.601 0.399 0.998 1.995

( 0.000) ( 0.068) ( 0.048) ( 0.048) ( 0.131) ( 0.234)

0, 5 i 0.000 4.894 0.598 0.402 0.994 2.089

( 0.000) ( 0.411) ( 0.049) ( 0.049) ( 0.136) ( 0.436)

c 0.000 5.005 0.600 0.400 1.003 1.993

( 0.000) ( 0.068) ( 0.048) ( 0.048) ( 0.127) ( 0.235)

.5, .5 0, 3 i 0.000 2.841 0.488 0.512 0.971 2.115

( 0.000) ( 0.761) ( 0.073) ( 0.073) ( 0.253) ( 0.595)

c 0.000 3.001 0.498 0.502 1.001 2.002

( 0.000) ( 0.032) ( 0.048) ( 0.048) ( 0.141) ( 0.202)

0, 4 i 0.000 3.854 0.495 0.505 0.980 2.116

( 0.000) ( 0.499) ( 0.053) ( 0.053) ( 0.176) ( 0.470)

c 0.000 4.001 0.500 0.500 1.002 1.997

( 0.000) ( 0.032) ( 0.050) ( 0.050) ( 0.144) ( 0.199)

0, 5 i 0.000 4.917 0.499 0.501 0.995 2.073

( 0.000) ( 0.317) ( 0.049) ( 0.049) ( 0.151) ( 0.360)

c 0.000 5.001 0.500 0.500 1.003 1.998

( 0.000) ( 0.026) ( 0.048) ( 0.048) ( 0.143) ( 0.202)
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표 모의실험 결과< 3> . =3,    =(.33, .33, .34),    = 인(1, 1, 1)

경우 의 추정치의 표본평균 표준오차 자료형의( ). 열에서 행 와 행 는 각i c
각 불완 전자료와 완전자료에 대한 것임.
    0 3 6 .33 .33 .34 1.00 1.00 1.00

0, 3, 6 i .00 2.86 5.96 .32 .34 .34 .96 1.12 1.02

(.00) (.43) (.32) (.05) (.07) (.06) (.24) (.52) (.26)

c .00 3.00 6.00 .33 .33 .34 1.00 1.00 1.00

(.00) (.00) (.00) (.04) (.04) (.04) (.14) (.14) (.14)

0 4 8 .33 .33 .34 1.00 1.00 1.00

0, 4 ,8 i .00 3.96 7.98 .33 .33 .34 1.00 1.04 1.02

(.00) (.23) (.16) (.04) (.04) (.04) (.17) (.30) (.20)

c .00 4.00 8.00 .33 .33 .34 1.00 1.00 1.00

(.00) (.00) (.00) (.04) (.04) (.04) (.14) (.15) (.14)

0 5 10 .33 .33 .34 1.00 1.00 1.00

0, 5, 10 i .00 4.99 10.0 .33 .33 .34 1.00 1.00 1.00

(.00) (.08) (.07) (.04) (.04) (.04) (.15) (.17) (.16)

c .00 5.00 1.00 .33 .33 .34 1.00 1.00 1.00

(.00) (.00) (.00) (.04) (.04) (.04) (.14) (.14) (.14)

마지막으로 표 은 성분의 개수3 g 성분 비율 모수=3, (π 1, π 2, π 3)=(.33, .33, .34),

성분의 분산 모수 (θ1,θ2,θ3) 인 경우에 대한 시뮬레이션 결과이다 모의실=(1, 1, 1) .

험에서는 이동모수 간의 거리가 배의 표준편차 즉3 , 3 θ 1 이상인 경우를 고려하였

다 표 에서 불완전자료에 대한 추정치의 평균과 표준오차는 완전자료에 대한 그것. 3

과 근접한 모습을 나타내고 있다.

토의토의토의토의4.4.4.4.

외 은 혼합포아송분포의 모수 추정에서 알고리즘을 적용하는 것을 소Liu (2006) EM

개하였다 그러나 이동포아송분포의 혼합분포에서 관측된 자료로부터 모수를 추정하. ,

는 문제는 이동모수의 특성으로 일반적인 알고리즘의 단순한 적용을 할 수 없다EM .

따라서 본 연구에서는 주어진 자료의 범위 내에서 모든 가능한 이동모수의 조합을 생

각하고 이들 각 이동모수의 값에 대하여 와 의 방법으로 다른 모수들을Lee Oh(2006)

추정한 후 이들 이동모수와 추정된 모수들 중에서 불완전자료에 대한 우도함수를 최,

저로 하는 것을 추정치로 선택하는 방법을 제시하였다 시뮬레이션 실험으로 제시된.

방법의 성질을 조사와 완전자료에 대한 추정치와의 비교를 하였다 실험 결과는 제시.

된 방법이 합리적 임을 나타내 보이고 있다 더욱이 이동모수의 차이가 큰 경우 불완‘ ’ .

전 자료에 대한 추정치가 완전자료에 대한 최우추정치와 근접함을 보인다 한편 제시. ,

된 방법에 대한 대표본 성질은 추후 연구되어야 할 과제이다 혼합이동포아송분포에.

서 이동모수가 모두 인 경우가 혼합포아송분포이므로 여기서 제시된 방법은 혼합포0

아송분포에서의 외 의 모수추정방법을 포함하는 방법이다Liu (2006) .
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