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Jackknife Estimators in the Left Truncated 

Exponential Model
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Abstract

Jackknife estimators for parameters in the left truncated exponential 
model are presented. And we show that the generalized jackknife 
estimators are more efficient than others in terms of the bias and the 
mean squared error.
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1. 머리말

통계학에서 사용되는 통계모형은 한계가 없는 확률변수에 대한 모형들이 많다. 그

러나 많은 현실 상황에서는 자료 값들이 어떤 값 이상으로 관찰되는 경우가 흔하다. 

이럴 경우 관찰된 자료에 대해서 왼쪽 절단된 분포(left truncated distribution)를 적용

시키는 것이 더 타당 할 것이다.

일반적으로 절단된 분포를 적용시키는 경우에 절단점에 대한 최우추정량은 편의추

정량인 경우가 많다. 이에 편의를 줄일 수 있는 잭나이프 추정법을 사용한다면 편의

가 줄어든 더 좋은 추정량을 얻을 수 있다.

잭나이프 추정량은 Quenoulli(1956)가 추정량의 편의를 줄이기 위한 목적으로 제안

하 으며, Tukey(1958)가 근사적인 신뢰구간을 추정하기 위하여 일반화된 방법으로 

발전시켰다.

점추정에 관한 잭나이프 방법은 Chakrabraty와 Rao(1968), Rao와 Rao(1970), 조길

호 등(1998), Rao와 Shao(1999), 강신수(2005) 등이 연구했으며, 구간추정에 관한 잭나

이프 방법은 Miller(1974), Efron과 Stein(1981) 등이 적용했고, 선형모형에서의 잭나이

프 방법은 Hinkley(1977), Simonoff와 Tsai(1986) 등이 연구하 다.
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본 연구에서는 왼쪽 절단된 지수모형에서 편의를 줄이기 위한 잭나이프 추정량들을 

Robson과 Whitlock(1964)이 제안한 이론을 이용하여 구하고, 그 추정량들의 편의와 

평균제곱오차의 측면에서 기존의 추정량과 서로 비교⋅ 분석하고자 한다.

2. 최우추정량과 잭나이프 추정량

확률변수 Xi (i = 1,   2,   ,   n)들이 다음과 같은 확률 도함수를 갖는 지수모형의 

확률표본이라 하자.

f(x) =






1
σ

 exp [−
(x−θ)

σ
],         x> θ

0,                                                                                                                                                           그밖에
                       (1)

모수 θ와 σ의 최우추정량은 

θ1̂ = θ̂ = min(X1,  X2,   ,   Xn ) = X(1),                     (2)

σ 1̂ = σ̂ =
1
n Σi = 1

n

(Xi − θ̂ ) = X − X(1)                     (3) 

이다. 이 두 추정량들은 편의추정량이다. 그러므로 편의를 줄일 가능성이 있는 잭나이

프 방법을 사용할 만하다.

X1,   X2,   ,   Xn을 확률 도함수 식 (1)을 가지는 확률표본이라고 하자. 

여기서 Xi를 제외한 나머지 표본에서 정의된 추정량 θ̂ 
− i
는

θ̂ − i =





X(1),             if       Xi=X(1)

X(2),           if  Xi = X(1)

 

이므로 n개의 가능한 θ̂ − i
들의 평균은 

θ2̂ = θ̂ − i =
1
n Σi = 1

n

θ̂ − i =
1
n

[(n − 1 )X(1 ) + X(2 ) ]               (4)

이다. 그리고 Xi와 Xj를 제외한 나머지 표본에서 정의된 추정량 θ̂ 
− i,   j
는

θ̂ − i,  j =





X(1),             if       Xi=X(1)      and       Xj=X(1)

X(2),           if  Xi = X(1)     and      Xj=X(1),   X(2)

X(3),           if  Xi = X(1)      and      Xj =   X(2)
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이므로 
      n
2 개의 

θ̂ − i,   j
들의 평균은

θ3̂ = θ̂ − i,  j ==
2

n (n− 1 )
[
(n− 1 )(n− 2 )

2
X(1) + (n− 2 )X(2) + X(3) ]       (5)

이다. 마찬가지 방법으로 σ에 대해서 구하면 다음과 같다.

σ 2̂ = X −
n − 1

n
X(1 ) −

1
n

X(2 )                          (6)

σ 3̂ = X −
n − 2

n
X(1 ) −

2 (n − 2 )
n (n − 1 )

X(2 ) −
2

n (n − 1 )
X(3 )             (7)

이제 θ와 σ에 대해서 일반화잭나이프추정량과 고차일반화잭나이프추정량을 구하고

자 한다. 먼저 θ에 대한 일반화잭나이프추정량 G (θ̂ )와 고차일반화잭나이프추정량 

G (2 ) (θ̂ )를 구하기 위해서 식 (2), (4), (5)의 기대값을 구하면

E (θ1̂ ) = θ +
1

n + 1
H (1)

Fθ
(0 ) +

1
(n + 1 )(n + 2 )

H (2 )
Fθ

(0 )

                        +
1

(n + 1 )(n + 2 )(n + 3 )
H (3)

Fθ
(0 ) +    ,

E (θ2̂ ) = θ +
1
n

H (1 )
Fθ

(0 ) +
1

n (n + 1 )
H (2 )

Fθ
(0 ) +

1
n (n + 1 )(n + 2 )

H (3 )
Fθ

(0 ) +    ,

E (θ3̂ ) = θ +
1

n − 1
H (1 )

Fθ
(0 ) +

1
n (n− 1 )

H (2 )
Fθ

(0 ) +
1

n (n− 1 )(n + 1 )
H (3 )

Fθ
(0 ) +  

이다. 여기서,

H (1)
Fθ

(0 ) =
 exp (−

θ
σ

)

(
1
σ

+ 1 ) exp (−
θ
σ

) − 1
  ,

H (2)
Fθ

(0 ) =

1

σ2
 exp (−

3θ
σ

)

[(
1
σ

+ 1 ) exp (−
θ
σ

) − 1 ]3
  ,

H (3)
Fθ

(0 ) =

1

σ3
 exp (−

4θ
σ

)[
2
σ

 exp (−
θ
σ

) −  exp (−
θ
σ

) + 1 ]

[(
1
σ

+ 1 ) exp (−
θ
σ

) − 1 ]5
 

이다. 따라서 θ에 대한 일반화잭나이프추정량 G (θ̂ )는 



Kil-Ho Cho ⋅ Jang Sik Cho490

G (θ̂ ) =
θ1̂ − Rθ2̂

1 − R
= 2X(1) − X(2).                         (8)

여기서, R =
n

n + 1
 이다.

또한 θ에 대한 고차일반화잭나이프추정량 G (2 ) (θ̂ )를 구하면

G (2)(θ̂ ) = 3X(1) − 3X(2) + X(3)                           (9)

이다.

θ에 대한 최우추정량과 잭나이프추정량들의 편의를 계산하면

E (θ̂ ) = θ+ O(n − 1 )

E (G (θ̂ )) = θ+ O(n − 2 )

E (G (2) (θ̂ )) = θ+ O(n − 3 )

을 얻을 수 있다.

다음으로 σ에 대한 일반화잭나이프추정량 G (σ̂ )와 고차일반화잭나이프추정량 

G (2 ) (σ̂ )를 구하기 위해서 식 (3), (6), (7)의 기대값을 구하면

E (σ 1̂ ) = σ −
1

n + 1
H (1)

Fθ
(0 ) −

1
(n + 1 )(n + 2 )

H (2)
Fθ

(0 )

 −
1

(n + 1 )(n + 2 )(n + 3 )
H (3)

Fθ
(0 ) −    ,

E (σ 2̂ ) = σ −
1
n

H (1)
Fθ

(0 ) +
1

n (n + 1 )
H (2)

Fθ
(0 ) −

1
n (n + 1 )(n + 2 )

H (3)
Fθ

(0 ) −    ,

E (σ 3̂ ) = σ −
1

n− 1
H (1 )

Fθ
(0 ) +

1
n (n − 1 )

H (2 )
Fθ

(0 ) −
1

n (n− 1 )(n + 1 )
H (3 )

Fθ
(0 ) −  

이다. 따라서 σ에 대한 일반화잭나이프추정량 G (σ̂ )는

G (σ̂ ) =  X − 2X(1 ) + X(2 )                           (10)

이고, σ에 대한 고차일반화잭나이프추정량 G (2 ) (σ̂ )는

G (2 ) (σ̂ ) =  X − 3X(1 ) + 3X(2) − X(3)                      (11)

이다. 
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σ에 대한 최우추정량과 잭나이프추정량들의 편의를 계산하면

E (σ̂ ) = σ + O(n − 1 )

E(G (σ̂ )) = σ + O(n − 2 )

E (G (2) (σ̂ )) = σ + O(n − 3 )

이다.

3. 모의실험 및 결론

제안된 잭나이프추정량들과 최우추정량들의 유효성을 편의와 평균제곱오차의 측면

에서 서로 비교하고자 한다. 

IMSL 부프로그램을 이용하여 독립적으로 난수를 1,000번 반복 생성하 고, 표본의 

크기는 10, 20, 30, 50, 100으로 하고, 모수 값은  θ = 1,   2,   3로  σ = 1,  2,  5로 하 다.

각 추정량 θ̂ , G (θ̂ ) , G (2 ) (θ̂ ) , σ̂ , G (σ̂ ) , G (2 ) (σ̂ )에 대한 추정된 편의와 평균제

곱오차는 <표 1>과 같다. 표에서 나타난 결과의 경향은 모수 값의 변화에 향을 받

지 않았기에 <표 1>에는 θ = 2와 σ = 2인 경우만 나타내었다.

<표 1> 추정량들의 편의(Bias)와 평균제곱오차(MSE)

n θ̂ G (θ̂ ) G (2 ) (θ̂ ) σ̂ G (σ̂ ) G (2 ) (σ̂ )

10
Bias 0.19251 -0.02581 0.01345 -0.20235 0.01596 -0.02330

MSE 0.07333 0.07486 0.30177 0.37690 0.37796 0.68206

20
Bias 0.09938 -0.00678 -0.00709 -0.11607 -0.00992 -0.00961

MSE 0.01938 0.01954 0.06824 0.19324 0.19472 0.28334

30
Bias 0.06863 0.00352 0.00771 -0.07272 -0.00760 -0.01179

MSE 0.00919 0.00874 0.02518 0.12324 0.12752 0.13991

50
Bias 0.03939 -0.00146 0.00203 -0.03303 0.00782 0.00433

MSE 0.00317 0.00313 0.01092 0.08854 0.08230 0.09831

100
Bias 0.02090 0.00111 0.00150 -0.01927 0.00051 0.00012

MSE 0.00088 0.00086 0.00256 0.03870 0.03703 0.04003

<표 1>로부터 n에 관계없이 모든 잭나이프추정량들의 편의가 최우추정량의 편의보

다 적게 나타났다. 반면 평균제곱오차는 n이 작을 때(n = 10,   20 )는 최우추정량 θ̂ , 

σ̂이 G (θ̂ ) , G (σ̂ )보다 조금 적고, n이 커져 갈수록 θ̂ , σ̂은 G (θ̂ ) , G (σ̂ )와 비슷해

지는 반면 G (2 ) (θ̂ ) , G (2 ) (σ̂ )보다는 더 적게 나타났다.

따라서 왼쪽 절단된 지수모형인 경우 편의와 평균제곱오차 측면에서 일반화잭나이

프추정량의 사용을 제안한다.
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