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자코비안 불확실성을 포함하는 로봇 매니퓰레이터의
영상기반 강인제어

Vision-Based Robust Control of Robot Manipulators

with Jacobian Uncertainty

김진수*, 지민석*, 이강웅**

Chin-Su Kim*, Min-Seok Jie*, and Kang-Woong Lee**

요  약

본 논문에서는 로봇 매니퓰레이터가 기준 궤적을 추종할 수 있도록 영상기반 강인제어기를 제안하였다. 카
메라로부터 획득된 목표물의 특징점을 원하는 특징점 좌표로 로봇이 이동할 수 있도록 기준 궤적을 생성하고, 
제어 입력에 포함되는 로봇 동역학부의 파라미터 불확실성을 보상하기 위한 강인제어기를 설계하였다. 또한 자

코비안에 불확실성이 존재하는 경우 이를 보상하기 위한 제어 입력을 갖는 영상기반 강인제어기를 제안하였다. 
시스템의 안정도는 Lyapunov 안정도 판별법을 이용하여 검증하였다. 5-링크 2 자유도의 로봇 매니퓰레이터를

대상으로 제안된 제어기를 적용한 모의실험과 실험을 통하여 제어 성능을 입증하였다. 
Abstract

In this paper, a vision-based robust controller for tracking the desired trajectory a robot 
manipulator is proposed. The trajectory is generated to move the feature point into the desired 
position which the robot follows to reach to the desired position. To compensate the parametric 
uncertainties of the robot manipulator which contain in the control input, the robust controller is 
proposed. In addition, if there are uncertainties in the Jacobian, to compensate it, a vision-based 
robust controller which has control input is proposed as well in this paper. The stability of the 
closed-loop system is shown by Lyapunov method. The performance of the proposed method is 
demonstrated by simulations and experiments on a two degree of freedom 5-link robot 
manipulators.
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I. 서  론

로봇 매니퓰레이터는 주어진 작업을 빠르고 정확

하게 수행할 수 있지만 작업 공간에 대한 정보획득

능력이 없기 때문에 능동적인 임무 수행이 불가능하

다. 따라서 로봇이 불확실한 작업공간에 대해서 보다

능동적인 임무수행을 위해 비젼 센서 등을 이용한 연

구가 진행되었다[1],[2]. 
로봇 매니퓰레이터에 비젼 시스템을 적용하는 제

어에는 원하는 로봇의 궤적이 작업 공간의 좌표로 주
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어지는 위치기반 구조와 카메라의 이미지 평면상에

주어지는 영상기반 구조로 분류된다[3],[4]. 
영상기반 구조는 카메라로부터 획득한 영상정보

를 직접 이용하여 제어 입력을 생성하기 때문에 제어

입력에 로봇의 동역학 특성이 포함되어야 하지만 로

봇 동역학 특성에 파라미터 불확실성이 존재하는 경

우 제어 성능을 약화시킬 수 있다. 이런 단점을 보완

하기 위해 강인제어 기법을 사용한다.
로봇 비젼 시스템에서는 카메라를 통하여 획득한

목표물의 좌표를 영상평면상의 특징점으로 변환하여

원하는 특징점의 좌표로 이동시킨다. 이때 로봇 관절

의 속도와 영상평면상의 특징점의 속도와의 관계를

나타내는 함수를 자코비안(Jacobian)이라 한다. 그
러나 실제 목표물의 이동이 없다고 하더라도 자코비

안 파라미터의 변동을 가져올 수 있다. 자코비안에

불확실성이 존재하는 경우 이를 보상하는 항이 포함

된 제어 입력을 갖는 제어기를 필요로 한다. 
Kelly[5]는 카메라를 로봇 매니퓰레이터의 말단

부에 부착하고 카메라 이미지 평면상의 특징점 오차

를 사용하는 이미지 기반 제어 알고리즘을 제시하였

는데, 제어입력이 로봇의 동력학 특성이 포함되지 않

아 특징점 오차의 크기에 민감하게 되어 외란이나 잡

음이 있는 경우 제어 성능이 약화될 수 있다.
Zergeroglu[6]는 로봇의 파라미터 불확실성을 고

려하여 제어 입력에 로봇 동역학 특성을 포함하는 제

어기를 제안하였다. Cheah[7]는 자코비안 불확실성

을 보상하는 제어 입력을 갖는 영상기반 제어기를 제

안하였다. 그러나 제어 입력에 로봇 동역학 특성이

포함되지 않았으며 영상 자코비안을 제외한 기하학

적 자코비안의 불확실성만을 고려하였다.
본 논문에서는 유한한 로봇 동역학 특성의 불확실

성과 자코비안 불확실성을 갖는 로봇 비젼 시스템을

대상으로 영상평면상의 특징점을 원하는 좌표로 이

동시키기 위한 영상기반 구조의 강인제어기를 제안

하고, 제안된 제어기의 성능을 입증하고자 한다.

Ⅱ. 로봇 모델과 카메라 환경

마찰이 없다고 가정한 n-링크 로봇의 동역학 방

정식은 다음과 같다.

M(q ) q̈+ C ( q, q̇ ) q̇+ G (q )= τ       (1)

여기서, q, q ̇, q ̈은 각각 로봇 매니퓰레이터의 위

치, 속도, 가속도를 나타내며, 행렬 M(q)는 양한이

고 대칭인 관성행렬이다. C(q, q̇) q̇은 구심력과

코리올리스 힘을 나타내며 G(q)는 n×1중력 벡터

이며 τ ∈R n는 토크벡터이다.
동역학 방정식은 다음과 같은 성질을 갖는다.

성질 1 : 식 (1)의 로봇 동역학 방정식은 미지의 파

라미터 벡터 θ에 대해 선형식으로 나타낼 수 있다.

M(q) q̈+ C( q, q̇) q̇+ G( q) = Y( q, q̇, q̈)θ= τ  
(2)

여기서 θ는 로봇의 물리적인 파라미터로 구성된

m×1 벡터이며 Y(q, q̇, q̈)는 n×m  축차행렬이다.
성질 2 : 관성 행렬의 시간에 대한 미분과 구심력, 
코리올리스 항은 다음을 만족한다.

qT ̇[ 1
2

Ṁ ( q)-C(q, q̇] q̇= 0, ∀q, q̇∈R n   (3)

카메라의 좌표계와 로봇 말단부의 좌표계가 일

치하면 카메라 좌표계에서 정의된 목표물의 위치벡

터 cP t 를 로봇의 기저 좌표계로 변환한다.
0P t=

0P c+
0R c

cP t             (4)

여기서 0R c는 로봇 좌표계를 기준으로 할 때 카

메라 좌표계의 회전행렬을 나타낸다.
원근 투영법을 이용하여 카메라 좌표계에서 정

의된 목표물의 위치벡터 cP t= [ cxt
cy t

cz t]
T를

영상평면상의 특징점 ζ로 나타낼 수 있다.

ζ= [x y]T= [ ]f cxt

α cz t

f cy t

β cz t

T        (5)

여기서 f는 카메라 좌표계의 원점에서 영상평면

까지의 초점거리이고, α, β는 각각 영상평면의

X, Y축 단위 화소당 미터 비례 계수이다.
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Ⅲ. 영상기반 제어

영상기반 로봇 제어에서는 영상평면상의 특징점

을 원하는 특징점으로 이동시키기 위해서 적절한 오

차함수 ξ̃를 정의하고, 이 오차함수가 영(zero)으로

수렴하는 것을 목표로 한다. 특징점을 원하는 위치

로 이동시키기 위해 자코비안을 정의하는데 영상평

면상의 특징점 ξ를 미분하여 얻을 수 있다.
식 (5)를 미분하면 다음과 같다.

ξ ̇=












1

α cz t

0 -
cxt

α cz t

0
1

β cz t

-
cy t

β cz t













cxt
̇

cy t
̇

cz ṫ

    (6)

식 (4)로부터 카메라 좌표계에서 정의된 목표물

의 위치는 다음과 같이 표현할 수 있다.
cP t=

cR 0(
0P t-

0P c)            (7)

식 (7)를 미분하여 식 (6)에 대입하여 정리하면

다음의 관계식을 얻을 수 있다.

ξ̇=













-
F 1
cz t

0
x
cz t

xy
F 2

x2+F 1

F 1

F 1y

F 2

0
-F 2

cz t

y
cz t

y2-F 2

F 2

xy
F 1

F 2x

F 1

[ ]cvc
cω c

 (8)

여기서 F 1= f/α, F 2= f/β이고, cvc,
cω c는 카

메라 좌표계에서 카메라의 선속도와 각속도이다.
그림 1에서와 같이 로봇 좌표계에서 카메라의 선

속도와 각속도 [vT
c , ωT

c ]
T는 다음과 같다.

[ ]
cvc
cω c

= [ ]
0RT

c 0

0 0RT
c

[ ]vc

ω c

          (9)

식 (9)을 식 (8)에 대입하여 정리하면 다음과 같

이 영상 자코비안 Jimg(q, ξ, cz t)를 정의할 수 있다.

Jimg=













-
F 1
cz t

0
x
cz t

xy
F 2

x2+F 1

F 1

F 1y

F 2

0
-F 2

cz t

y
cz t

y2-F 2

F 2

xy
F 1

F 2x

F 1

[ ]0RT
c 0

0 0RT
c

 

(10)
로봇의 관절속도 q̇과 로봇 말단부의 선속도 vc

와 각속도 ω c는 다음의 관계를 만족한다.

[ vT
c , ωT

c ]
T= Jg(q) q̇             (11)

여기서 Jg(q)는 기하학적 자코비안으로 변환행렬

T(q)를 사용하여 나타낼 수 있다.

Jg(q)= [ ]I 0
0 T(q)

∂ 0P c

∂q
          (12)

식 (11)과 식 (12)를 이용하여 특징점의 미분을

다음과 같이 나타낼 수 있다.

ξ ̇= Jimg(q,ξ, cz t) [ ]I 0
0 T(q)

∂ 0P c

∂q
q̇    (13)

따라서 자코비안을 다음과 같이 정의한다.

J(q,ξ, cz t)= Jimg(q,ξ, cz t)[ ]I 0
0 T(q)

∂ 0P c

∂q
 (14)

자코비안을 사용하여 특징점의 속도를 로봇 관절

의 속도로 표현할 수 있다.

ξ̇=J(q,ξ, cz t) q̇            (15)

영상평면상의 특징점 오차함수 ξ̃는 다음과 같다.

ξ̃= ξ d- ξ                 (16)

식 (16)을 시간에 대하여 미분하고 식 (15)을 대

입하면 다음과 같다.

ξ̃ ̇= ξ d
̇- ξ ̇=-J(q,ξ, cz t) q̇        (17)

로봇 관절의 속도 q̇을 다음과 같이 정의한다.

q̇=-J+ (q,ξ, cz t)K ξ̃           (18)
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여기서, J+(q,ξ, cz t)은 자코비안의 의사 역행렬

이고, K는 양한의 설계이득이다.
로봇의 희망 관절속도 q d

̇은 다음과 같다.

qd
̇=-J+ (q,ξ, cz t)K ξ̃            (19)

 
그림 1. 좌표계의 선속도와 각속도

Fig. 1. Linear and angular velocity of the coordinate frame.

Ⅳ. 제어기 설계

로봇의 원하는 관절 위치를 q d라 하면 로봇 관절

위치 q와의 관계를 오차함수로 정의한다.

q̃= qd-q                 (20)

식 (17)에 식 (20)을 대입하면 다음과 같다.

ξ̃ ̇=-J(q, ξ, cz t)( qd
̇- q̇̃)        (21)

식 (21)에 식 (19)을 대입하면 다음과 같다.

ξ̃ ̇=-K ξ̃+J(q, ξ, cz t) q̇̃         (22)

로봇 동역학 방정식이 파라미터의 불확실성을 갖

는 경우에도 원하는 제어성능을 발휘할 수 있도록

강인 제어기를 설계한다. 파라미터의 불확실성이 유

한하다고 가정하면 로봇 동역학 방정식 성질 1을 고

려하여 다음과 같이 나타낼 수 있다.

M(q) q̈+ C( q, q̇) q̇+ G( q) = Y( q, q̇, q̈)θ= τ 
(23)

식 (23)에서 θ는 불확실성을 포함하는 벡터로

θ 0를 θ의 공칭값이라 하면, 두 벡터는 다음과 같은

관계를 갖는다.

|| θ̃||= ||θ 0-θ||≤ρ             (24)

여기서, ρ > 0는 파라미터 변동 범위의 한계로 기

지의 값이다.
자코비안에 불확실성이 존재하는 경우에는 이를

고려하여 제어 입력을 설계한다. 불확실성이 포함된

자코비안의 추정값을 Ĵ이라 하면 자코비안 불확실

성이 유한하다고 가정하면 다음의 관계를 만족한다.

|| J̃ ||= || J- Ĵ ||≤σ             (25)

여기서, σ > 0는 자코비안 변동범위의 한계로 기

지의 값이다.
따라서 로봇 동역학 특성의 불확실성과 자코비안

불확실성이 존재하더라도 원하는 관절 속도를 추종

할 수 있도록 제어 입력을 다음과 같이 정의한다.

    τ=Y(q,qd
̇, qd

̈)(θ 0+u)+Kv q̇̃

+ JT̂( q, ξ,cz t) ξ̃+k|| ξ̃|| 2 q̇̃       (26)

여기서, Kv는 양한이고 대칭인 설계 이득이고, u
는 유한한 파라미터 불확실성을 보상하기 위한 비선

형 항으로 다음과 같이 설계하였다.

u =









- ρ
Y T q̇̃

||Y T q̇̃||
, ||Y T q̇̃ || > ε

- ρ
Y T q̇̃

ε
, ||Y T q̇̃ ||≤η

         (27)

또한 Y(q, qd
̇, qd

̈)θ 0는 다음과 같이 정의된다.

Y(q,qḋ, qd̈)θ 0=M0(q) qd̈+C 0(q, q̇)qḋ+G 0(q)  (28)

M0(q) ,C 0(q, q̇),G 0(q)는 각각

M(q),C(q, q̇),G(q)의 공칭항이다.
식 (26)의 제어 입력에서 자코비안 불확실성을
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고려하여 자코비안의 추정값 Ĵ을 사용하므로 이를

보상하기 위해 k를 다음과 같이 설계하였다.

k= { σ

|| q̇̃ ξ̃
T
||
, || q̇̃ ξ̃

T
|| > η

σ
η

, || q̇̃ ξ̃
T
||≤η

        (29)

제어 입력 u와 자코비안 불확실성의 보상항 k는

설계 파라미터 ε > 0와 η > 0에 의해 폐루프 시스템

의 추종오차를 유한한 범위 내에 있도록 할 수 있다.
식 (26)을 식 (1)에 대입하여 다음과 같다.

q̈̃= M- 1(q) [-C(q, q̇) q̇̃+Y(q,qd
̇, qd

̈)( θ̃+u)

-K v q̇̃- Ĵ
T
(q,ξ, cz t) ξ̃-k|| ξ̃|| 2 q̇̃]    (30)

폐루프 시스템의 상태변수 벡터를 [ ξ̃ ̇T q̈̃
T
]T로

정의하면 상태방정식은 [ ξ̃ ̇T q̈̃
T
]T= [0 0]T인 유

일 평형점을 갖는 비선형 시스템이 된다. 이 시스템

이 안정함을 보이기 위해 Lyapunov 후보 함수를 다

음과 같이 정한다.

V=
1
2

q̇̃
T
M(q) q̇̃+

1
2

ξ̃
T

ξ̃         (31)

식 (31)을 시간에 대해 미분하고 상태변수 방정

식을 대입하여 정리하면 다음과 같다.

V̇=-χTWχ+ q̇̃
T
Y( θ̃+u)+ q̇̃

T
J̃
T

ξ̃-k|| ξ̃|| 2|| q̇̃|| 2 (32)

여기서, χ= [ ξ̃
T

q̇̃
T
]T, W= [ ]KT 0

0 Kv

이다.
식 (32)는 비선형 제어 입력 u와 k에 의해 다음

의 네 가지 경우로 분류된다.
첫 번째로 ||Y T q̇̃|| > ε, || q̇̃ ξ̃

T
|| > η인 경우,

V̇≤- χ TWχ+ ||Y T q̇̃||( || θ̃||- ρ)+ || q̇̃|||| J̃|||| ξ̃||- σ|| q̇̃|||| ξ̃||

≤-λ min (W) ||χ|| 2+|| q̇̃||( || J̃||- σ)|| ξ̃||≤0      (33)

두 번째로 ||Y T q̇̃||≤ε, || q̇̃ ξ̃
T
|| > η인 경우,

  V̇≤-χTWχ+ ερ
4

+ || q̇̃||( || J̃||-σ)|| ξ̃||

≤-λ min (W) ||χ|| 2+
ερ
4

                 (34)

이때, ||χ||≥
1
2

ερ
λ min (W)

이면 V̇≤0이 된다.
세 번째로 ||Y T q̇̃|| >ε, || q̇̃ ξ̃

T
||≤η인 경우,

 V̇≤-χ TWχ+||Y T q̇̃||( || θ̃||- ρ)+ σ|| q̇̃|||| ξ̃||

- σ
η

|| ξ̃|| 2|| q̇̃|| 2≤-λ min (W) ||χ|| 2+
ησ
4

    (35)

이때, ||χ||≥
1
2

ησ
λ min (W)

이면 V̇≤0이 된다.
마지막으로 ||Y T q̇̃||≤ε, || q̇̃ ξ̃

T
||≤η인 경우,

V̇≤- χ TWχ+ ||Y T q̇̃||Tρ-
ρ
ε

||Y T q̇̃|| 2+ σ|| q̇̃|||| ξ̃||

- σ
η

|| ξ̃|| 2|| q̇̃|| 2≤-λ min (W) ||χ|| 2+
ερ
4

+ ησ
4

 
(36)

이때, ||χ||≥
1
2

ησ+ ερ
λ min (W)

이면 V̇≤0이 된다.
따라서 제안된 시스템은 균일 최종 한계를 만족

하게 된다. 여기서 ε, η는 설계 파라미터로 충분히

작게 선정하면 영상평면상의 특징점 오차의 정상상

태는 충분히 작은 값에 도달한다.

Ⅴ. 모의실험과 실험

제안한 제어기의 성능을 검증하기 위하여 로봇

매니퓰레이터의 말단부에 카메라가 장착된 비젼 시

스템에 대한 모의실험을 수행하였다. 
로봇 말단부의 카메라 위치와 목표물의 거리는 1 

[m]로 가정하였고 로봇 말단부 좌표계와 카메라의

좌표계는 동일하게 설정하였다.
표 1. 카메라의 파라미터

Table 1. Parameters of the camera.
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설명 기호 값 단위

초점거리 f 0.016 m

X축 미터 비례 계수 α 6.941×10- 6 m/pixel

Y축 미터 비례 계수 β 9.425×10- 6 m/pixel

로봇 동역학 특성에 불확실성을 포함시키기 위해

링크 4의 무게에 미지의 부하 변동을 포함하도록 설

정하였다. 또한 자코비안의 불확실성을 고려하여 영

상 자코비안의 특징점 좌표와 카메라와 목표물 사이

의 거리에 오차가 있다고 가정하였고, 로봇 매니퓰

레이터 링크 1의 관성과 링크 2의 관성에 파라미터

불확실성이 존재한다고 설정하였다.
로봇 관절 1의 초기 위치는 π/2[rad], 관절 2의

초기 위치는 π[rad]로 설정하였고, 영상 평면상의

초기 특징점 위치는 [100 100](pixel)로, 원하는

영상 평면상의 좌표는 [0 0](pixel)로 설정하였다.
그림 2는 자코비안 불확실성을 보상하는 제어기

와 보상하지 않는 제어기의 비교 모의실험을 수행한

결과로 관절 1, 2의 위치 오차를 나타내었다. 제안

된 제어기가 정상상태에 도달하는 속도가 빠르고, 
정상상태에서의 오차도 약 0.09[rad] 개선시켰음을

확인할 수 있다. 

(a) 관절 1의 위치 오차

(b) 관절 2의 위치 오차

그림 2. 관절 1, 2의 위치 오차

Fig. 2. Position errors of the link 1, 2.

제안된 제어 기법을 적용하는 실험은 5관절 2자
유도를 가지는 로봇을 대상으로 수행하였다. 로봇

제어 시스템은 Pentium Ⅲ 컴퓨터에 MMC(Multi 
motion controller)가 장착되고 로봇의 말단부에 장

착된 CCD 카메라로부터 입력되는 영상정보를 처리

하기 위하여 Matrox 보드를 사용하였다.
그림 3은 특징점 오차를 나타낸 것으로 제안된

제어기의 특징점이 원하는 특징점의 좌표로 이동하

는 시간이 약 0.7초 감소되었음을 확인할 수 있다.

(a) x축의 특징점 오차

(b) y축의 특징점 오차
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그림 3. 특징점 오차

Fig. 3. Feature errors.

Ⅵ. 결  론

본 논문에서는 유한한 동역학 특성의 파라미터

불확실성과 유한한 크기의 자코비안 불확실성이 존

재하는 비젼 로봇 시스템을 대상으로 영상기반 강인

제어기를 제안하였다. 제안된 제어 입력에 의해 영

상평면상의 특징점이 원하는 특징점으로 이동할 수

있도록 생성된 기준 궤적을 추종하는 로봇 관절의

응답 속도를 개선시켰다. 제안한 제어기의 안정도는

Lyapunov 안정도 판별법에 의해 균일 최종 한계를

만족함을 보였고, 제어기의 성능은 로봇 말단부에

카메라가 장착된 5-링크 2 자유도의 로봇을 대상으

로 한 모의실험과 실험을 통하여 입증하였다.
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