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1. 서  론

불리언 행렬은 원소가 0(거짓)이나 1(참) 값을 

갖는 행렬로서, 구문분석, 선형 우선순위 함수 계

산, 논리 최적화 등 여러 분야에서 유용하게 사용

되고 있다[11-15]. 이러한 대부분의 응용은 두 불

리언 행렬의 효율적인 곱셈에 초점을 두고 있으며 

많은 연구를 통해 여러 응용에 적합한 다양한 알

고리즘이 제시되었다[4-9]. 반면 극히 소수의 연구

[1-3]만이 모든 불리언 행렬 사이의 곱셈을 다루
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고 있으며, 모든 불리언 행렬의 중첩곱셈에 대한 

연구는 NP-완전 계산복잡도와 효율적 곱셈의 어

려움, 상대적으로 적은 응용 분야 등으로 인해 관

심 밖에 있다. 그러나 D-클래스[10]와 같은 계산

은 이러한 중첩곱셈을 요구하며 계산의 어려움으

로 인해 극히 제한된 결과만이 알려져 있다.

본 논문은 모든 l  n , n  m , m  k  불리언 행

렬사이의 연속된 중첩곱셈을 보다 효율적으로 수

행할 수 있는 이론을 정립한 후 이를 적용한 불리

언 행렬 중첩곱셈의 공간 및 시간 복잡도와 알고

리즘 실행결과에 대하여 기술한다. 본 논문의 구

성은 다음과 같다. 2장은 기존에 제시된 두 불리언 

행렬의 최적 곱셈 알고리즘을 살펴보고 이를 모든 

불리언 행렬과의 곱셈에 적용할 경우 나타나는 문

제점에 대하여 논한다. 3장은 본 논문에서 사용

할 용어 및 기호를 정의하고, 4장은 모든 l  n , 

n  m , m  k  불리언 행렬사이의 연속된 중첩곱

셈을 효율적으로 할 수 있는 이론을 기술한다. 5장

은 이론을 적용한 불리언 행렬 중첩곱셈의 공간 

및 시간 복잡도에 대하여 분석하며, 6장은 중첩곱

셈 알고리즘의 실행결과를 보인다. 7장은 결론 및 

향후 연구방향에 대하여 기술한다.

2. 관련 연구 및 문제점

위에서 언급하였듯이 불리언 행렬에 대한 연구

는 대부분 두 불리언 행렬의 효율적인 곱셈에 초

점을 두고 있으며[4-9, 11-15], 극히 소수의 연구

[1-3]만이 모든 불리언 행렬 사이의 곱셈을 다루

고 있고, 모든 불리언 행렬의 중첩곱셈에 대한 연

구는 관심 밖에 있다. 두 불리언 행렬의 곱셈에 대

한 연구를 살펴보면 행을 이용한 곱셈 알고리즘 

중에서는 O (n 2/log n )  번의 행 OR-연산 알고리

즘[8]이, 비트 기반 연산을 이용한 알고리즘 중에

서는 O (n log 2 7 log n )  번의 비트 연산 알고리즘[9]

이 현재 최적의 알고리즘으로 나타나고 있다. 그

러나 이 알고리즘들은 n  n  불리언 행렬을 대상

으로 단지 두개의 불리언 행렬 곱셈만을 다루고 

있으며, 행렬 곱셈을 수행하기 전에 주어진 특정 

행렬에 대해서 행 OR-연산이나 비트 연산에 필요

한 정보를 미리 계산하여 저장할 것을 요구한다.

하나의 n  n  불리언 행렬과 모든 n  n  불리

언 행렬의 곱셈을 하는 경우 위의 두 알고리즘 중 

어떤 알고리즘이 사용되는가에 상관없이 2n 2

번의 

두 불리언 행렬 곱셈이 요구되며 곱셈 결과로 나

오는 불리언 행렬을 저장할 때 최악의 경우 2n 2

에 

비례하는 메모리 공간이 필요하다. 따라서 하나의 

불리언 행렬과 모든 불리언 행렬의 곱셈에 두 불

리언 행렬의 최적 곱셈 알고리즘을 그대로 적용하

여 각각의 두 불리언 행렬 곱셈을 하는 경우 효율

적인 곱셈이 어렵다. 또한 D-클래스 계산과 같이 

모든 n  n  불리언 행렬 사이의 곱셈을 수행해야 

하는 경우 위의 두 알고리즘은 두 불리언 행렬 곱

셈이 수행되기 전에 요구되는 정보를 생성하기 위

하여 각 불리언 행렬마다 [8]은 최악의 경우 

O (2n ) , [9]는 O (n 2 log n )의 계산 시간이 추가적으

로 필요하다. 따라서 [8, 9]의 알고리즘은 모든 불

리언 행렬을 대상으로 한 곱셈에 사용하기 어렵다.

3. 용어 및 기호 정의

본 논문의 설명을 위해 다음과 같이 용어와 기

호를 정의한다. 임의의 n  m  불리언 행렬 A가 

주어지고 F =
�
 0,  1 

�
이라 할 때, A  i와 A

 i는 각각 

A 행렬의 i행과 열을 의미한다. AT는 A의 전치

(transpose)행렬이며, m  차원 벡터 v는

v = (b0  b1    bm−1 ),   bi F,   0≤ i≤ m−1

으로 정의하고 n  m  불리언 행렬의 행에 대응하

여 행벡터로 부르며 1  m  불리언 행렬과 같다. 

vT는 v의 열과 행 번호를 바꾼 m  1  불리언 행

렬로서

vT =

⎛
⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎝

⎞
⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎠

b0

b1

bm −1

     where        v = (b0  b1    bm −1 )



모든 l n , n m, m k  불리언 행렬 사이의 중첩곱셈에 대한 연구 1   193

으로 정의되며 m  n  불리언 행렬의 열에 대응하

여 열벡터로 부른다. V는 모든 m  차원 행벡터의 

집합이며 (V )k는 행벡터를 k개 조합하여 생성한 

모든 k  m  불리언 행렬의 집합이다. V T는 모든 

m  차원 열벡터의 집합이며 (V T )k는 열벡터를 k  

번 조합하여 생성한 모든 m  k  불리언 행렬의 

집합이다.

V =
�
 (b0  b1    bm −1 )  |  bi F   for   0≤ i ≤ m − 1   

�

(V )k =
�
  

⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

v0

v1

vk

|vi V   for  0≤ i ≤ k − 1
�

V T =
�
 vT  |  v V  

�

(V T )k =
�
  (vT

0   vT
1     vT

k − 1 )  |  vi V,  0 ≤ i ≤ k − 1  
�

n m  불리언 행렬 A와 m  차원 열벡터 vT의 곱

셈은 n  차원 열벡터를, m  차원 행벡터 v와 

m n  불리언 행렬 B의 곱셈은 n  차원 행벡터를 

생성한다.

AvT =

⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

A0v
T

A1v
T

An −1v
T

      where      v V

vB =  (vB0   vB1      vB n − 1 )    where    v V

M m
n (F )는 모든 n m  불리언 행렬의 집합을 정

의한다.

4. 벡터 기반의 불리언 행렬 중첩
곱셈

본 장은 모든 l n , n  m , m  k  불리언 행렬

의 중첩곱셈을 불리언 행렬 사이의 곱셈대신 n  

차원 벡터와 m  차원 벡터의 곱셈을 이용하여 보

다 효율적으로 같은 결과를 얻을 수 있음을 보이

는 정리에 대하여 기술한다.

[정리 1] M m
n (F )에 속한 임의의 n  m  불리언 

행렬 A에 대해 V , RA , CA를

V =
�
 (b0  b1    bm −1 )  |  bi F         for   0≤ i ≤ m − 1   

�

RA =
�
  AB  |  B M k

m (F )  
�
, 

CA =
�
  (A0v

T     A1v
T      An − 1v

T )T   |   v V   
�

으로 정의할 때 RA = (CA )k  이다.

(증명) H를 (CA )k에 속한 임의의 n k  불리언 

행렬이라 하고 H RA라고 가정하자. H RA이

므로 RA에 속한 모든 n k  불리언 행렬 G에 대

하여 H≠G이다. 따라서 H의 어떤 i열이 RA에 

속한 모든 n k  불리언 행렬 G의 i열과 달라야 

한다. M m
n (F )는 모든 n  m  불리언 행렬의 집합

이므로 V가 m  차원 불리언 벡터의 전체 집합일 때

M k
m (F ) =

�
  (vT

0   vT
1   vT

k − 1 )  |  vi V,  0 ≤ i ≤ k − 1  
�

이고

RA =
�
  ( (A0u

T
 0   A1u

T
 0     An − 1u

T
 0 )T

                                                   (A0u
T
 1   A1u

T
 1     An − 1u

T
 1 )T

                                                                                                            

                                                 (A0u
T
k − 1  A1u

T
k − 1    An − 1u

T
k − 1 )  )

                                                             |  ui V      for       0 ≤ i ≤ k − 1  
�

이 된다. H는 (CA )k에 속한 n k  불리언 행렬이

므로 H의 각 열 H i는 V에 속한 어떤 m  차원 벡

터 u에 대하여 H i = (A 0u
T  A 1u

T    An − 1u
T )이 

되므로 H가 RA에 속하게 되어 모순이다.

D를 RA에 속한 임의의 n k  불리언 행렬이라 하

자. CA는 n  m  불리언 행렬 A의 각 행에 V T에 

속한 각 m  차원 불리언 벡터 vT를 곱하여 얻은 n  

차원 벡터의 전체 집합이다. 따라서 0과 k − 1  사

이의 모든 i에 대해 D   i  가 CA에 속하며, 

D (CA )k이다. 

[정리 1]은 주어진 n  m  불리언 행렬에 모든 

m  k  불리언 행렬을 곱하여 얻는 불리언 행렬의 
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집합이 n m  불리언 행렬에 모든 m  차원 열벡터

를 곱하여 얻는 열벡터들을 모든 가능한 k번의 조

합으로 얻는 불리언 행렬 집합과 같다는 것을 보

인다. 다음 정리는 모든 l  n  불리언 행렬을 하나

의 n  m  불리언 행렬에 곱하여 얻는 불리언 행

렬의 집합이 모든 n  차원 행벡터를 n m  불리언 

행렬에 곱하여 얻는 행벡터들을 모든 가능한 k번

의 조합으로 얻는 불리언 행렬 집합과 같다는 것

을 보인다.

[정리 2] M m
n (F )에 속한 임의의 n  m  불리언 

행렬 A에 대해 V , LA, TA를

V =
�
 (b0  b1    bn −1 )  |  bi F         for   0≤ i ≤ n − 1   

�

LA =
�
  BA  |  B M n

l (F )  
�
, 

TA =
�
  (vA0     vA1      vAm − 1 )   |   v V   

�

로 정의할 때 LA = (TA ) l이다.

(증명) H를 (TA ) l에 속한 임의의 l m  불리언 

행렬이라 하고 H LA라고 가정하자. H LA이

므로 LA에 속한 모든 l m  불리언 행렬 G에 대

하여 H≠G이다. 따라서 H의 어떤 i행이 LA에 

속한 모든 l m  불리언 행렬 G의 i행과 같을 수 

없다. M n
l (F )는 모든 l  n  불리언 행렬의 집합이

므로 V가 n  차원 불리언 벡터의 전체 집합일 때

M n
l (F ) =

�
  

⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

v0

v1

vl−1

  |  vi V,  0≤ i ≤ l− 1  
�

이고 B M n
l (F )이므로

LA =
�
   

⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

(v0A
0     v0A

1        v0A
m −1 )  

(v1A
0     v1A

1       v1A
m −1 )  

(vl−1A
0     vl−1A

1        vl−1A
m −1 )  

   

                                             |    vi V        for     0≤ i ≤ l− 1  
�

이 된다. H는 (CA ) l에 속한 l m  불리언 행렬이

므로 H의 각 행 H i는 V에 속한 어떤 n  차원 불리

언 벡터 w에 대하여 Hi = (wA0     wA1      wAm − 1 )

이 되므로 H가 LA에 속하게 되어 모순이다.

D를 LA에 속한 임의의 l m  불리언 행렬이라 하

자. TA는 n  m  불리언 행렬 A의 각 열에 V T에 

속한 각 n  차원 불리언 벡터 v를 곱하여 얻은 m  

차원 벡터의 전체 집합이다. 따라서 0과 l− 1  사이

의 모든 i에 대해 Di가 TA에 속하며, D (TA ) l  

이다. 

다음 정리는 n  m  불리언 행렬에 모든 l n , 

m  k  불리언 행렬을 직접 곱하여 얻은 결과가 

n  m  불리언 행렬에 모든 m  차원 벡터와 n  차

원 벡터를 차례로 곱하여 얻은 결과와 같다는 것

을 보인다.

[정리 3] A를 M m
n (F )에 속한 임의의 n  m  불

리언 행렬, Z를 M k
n (F )에 속한 임의의 n  k  불

리언 행렬이라 할 때 SAX , SUAX , V , TZ를

SAX =
�
  AX  |  X M k

m (F )  
�

SUAX =
�
  UAX  |  U M n

l (F ),  X M k
m (F )  

�
,

V =
�
 (b0  b1    bn −1 )  |  bi F         for   0≤ i ≤ n − 1   

�

TZ =
�
  (vZ 0     vZ 1      vZ k − 1 )   |   v V   

�

로 정의하면 SUAX = ∪
Z SAX

(TZ )l이다.

(증명)

  SUAX =
�
    U (AX )    |    U M n

l (F ),  X M k
m (F )

�

       =
�
   UZ    |   U M n

l (F ),  Z SAX   
�

       = ∪
Z SAX

�
   UZ    |  U M n

l (F )  
�

따라서 [정리 2]에 의해

SUAX    = ∪
Z SAX

(TZ )l  

이다. 

[정리 3]에 의하여 주어진 n  m  불리언 행렬과 
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모든 l  n , m  k  불리언 행렬 사이의 중첩곱셈

을 다음과 같이 수행할 수 있다. [정리 1]을 적용

하여 주어진 n  m  불리언 행렬에 모든 m  k  불

리언 행렬을 곱하는 대신 모든 m  차원 벡터를 곱

하여 n  차원 열벡터 집합을 얻고, 이 집합의 벡터

를 k번 조합하여 n  m  불리언 행렬과 모든 

m  k  불리언 행렬을 곱할 때와 같은 n  k  불리

언 행렬의 집합을 얻는다. 다음에 [정리 2]를 적용

하여 모든 n  차원 벡터와 이 n  k  불리언 행렬 

집합의 각 불리언 행렬을 곱하여 k  차원 행벡터 

집합을 얻고 이 집합의 벡터를 l번 조합하여 l  k  

불리언 행렬 집합을 얻으면 주어진 n  m  불리언 

행렬과 모든 l  n , m  k  불리언 행렬을 중첩하

여 곱할 때와 같은 결과를 얻을 수 있다. 모든 

l  n , n  m , m  k  불리언 행렬 사이의 중첩곱

셈 결과는 M m
n (F )의 각 n m  불리언 행렬에 대

해 위 중첩곱셈을 수행하여 얻을 수 있다.

5. 중첩곱셈의 공간 및 시간 
복잡도

<표 1>은 불리언 행렬을 직접 곱한 경우와 정

리를 적용한 경우의 공간 및 시간 복잡도를 보이

고 있다. n  m  불리언 행렬에 모든 m  k  불리

언 행렬을 곱하는 경우 2m k개의 m  k  불리언 

행렬을 곱하는 대신 2m개의 m  차원 벡터를 곱하

여 결과를 얻을 수 있어 실제 실행 시간에 상당한 

성능 개선을 가져올 수 있다. 또한 곱셈 결과로 n  

차원 벡터의 집합을 생성하여 이 집합에 속한 벡

터들을 모든 가능한 방법으로 k번 조합하면 결과

로 얻을 모든 n  k  불리언 행렬을 얻을 수 있으

므로 최악의 경우에도 n2n에 비례한 메모리 공간

이 요구되므로 불리언 행렬의 집합을 직접 나타낼 

때 최악의 경우 요구되는 메모리 공간이 n k 2nk에 

비례하는 것과 비교하면 중간결과 저장을 위한 메

모리 공간을 고려하지 않더라고 많은 메모리 공간

이 절약되는 것을 알 수 있다.

<표 1> 공간 및 시간 복잡도 비교

구분
행렬곱셈 
알고리즘

정리적용 
알고리즘

시간 
복잡도

일반곱셈 2m k 2m

이중곱셈 2l n +m k 2n (k+1)+m

공간 
복잡도

일반곱셈 n k   2n k n 2n

이중곱셈 l   k   2(l+m )k l   2mk+ l

n  m  불리언 행렬에 모든 l  n , m  k  불리

언 행렬을 중첩하여 곱하는 경우 불리언 행렬을 

직접 곱하면 2l n  2m k에 비례하는 시간 복잡도를 가

지나 위 정리를 적용하면 최악의 경우, 즉 m  k  

불리언 행렬을 곱했을 때 모든 n  k  불리언 행렬

이 나오는 경우 2m  2n k  2n에 비례하는 시간 복잡도를 

가진다. 또한 불리언 행렬의 직접 곱셈은 l  k  2l k2mk

에 비례하는 공간 복잡도를 가지나 정리를 적용하

면 공간 복잡도가 l  2l2mk에 비례한다.

6. 중첩곱셈 알고리즘 및 실행결과

[그림 1]은 [정리 1-3]을 적용하여 모든 l  n , 

n  m , m  k  불리언 행렬 사이의 중첩곱셈을 

수행하는 알고리즘 개요이다. 알고리즘은 먼저 

M m
n (F )에 속한 각 불리언 행렬에 대하여 m개의 

원소를 가지는 모든 2m개의 벡터를 곱한다. 불리

언 행렬과 각 벡터의 곱셈으로부터 얻은 n  차원 

열벡터는 현 불리언 행렬에 대한 집합 Sc에 삽입

한다. 모든 m  차원 벡터와의 곱셈이 종료되면 AX

에 대한 열벡터 집합 Sc를 얻는다. Sc의 열벡터를 

k번 조합하여 얻는 각 행렬에 대해 모든 n  차원 

행벡터를 곱하여 k  차원 행벡터의 집합 Sr를 계산

하고 현재 선택된 바깥 순환문의 행렬 A의 CA  클

래스에 Sr를 삽입한다. 모든 조합된 행렬에 대하여 

벡터집합 계산이 완료되면 CA  클래스는 행렬 A에 

대한 중첩곱셈으로부터 얻을 수 있는 모든 행렬

의 집합을 나타내게 되며 (A , CA) 짝을 집합 M

에 삽입한다. 알고리즘이 종료하면 M m
n (F )의 모
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for each boolean matrix A  in M m
n (F )  

   Sc =  

   for each row vector v  in Vm  

      compute an AvT  vector

      insert the vector into Sc

   for each matrix M  synthesized from Sc  

      Sr =  

      for each row vector v  in Vn  

         compute an vM  vector

         insert the vector into Sr

      insert Sr  into CA

   insert a pair (A, CA) into M

 * Vk : a set of k-dimensional vectors

 * Sc : a set of n-dimensional column vectors

 * Sr : a set of k-dimensional row vectors

 * CA : a class of Sr's for a matrix A

 * M : a set of (A , CA) pairs

[그림 1] 중첩곱셈 알고리즘

든 행렬에 대한 중첩곱셈 계산결과가 M에 존재

한다.

중첩곱셈 알고리즘은 Java 언어로 구현하였으며 

Pentium 4 3.0G CPU, 512MB RAM, 150GB HDD, 

Windows XP Professional 2002 환경에서 실행하

였다. 불리언 행렬과 벡터의 곱셈은 2절에서 언급

한 행 OR-연산 기반 불리언 행렬 곱셈의 핵심 아

이디어를 비트사이의 논리연산에 적합하도록 변형

하여 수행하였다. <표 2>는 행렬끼리의 곱셈을 수

행하는 중첩곱셈 알고리즘[2]과 정리적용 중첩곱

셈 알고리즘을 실행하여 얻은 결과를 보이고 있

다. 행렬곱셈기반 알고리즘의 m k  행렬에 대한 

5 5  이상 크기의 실행 결과는 임의로 몇 개의 

n m  불리언 행렬을 선택하여 외부 순환문 또는 

내부 순환문을 실행할 때 얻은 평균 곱셈 시간을 

필요한 반복회수만큼 곱하여 얻은 예상 실행시간

이다. 알고리즘의 계산복잡도는 NP-완전문제이나 

<표 2>에서 보는 것처럼 실제 실행시간은 행렬곱

셈 알고리즘[2]과 비교하여 상당한 개선을 보이고 

있다.

<표 2> 실행시간 비교

행렬 크기 행렬곱셈
알고리즘

정리적용
알고리즘l n n m m k

2 2 2 2 2 2 0.015 초 0.015 초

2 2 2 3 3 3 0.062 초 0.015 초

3 3 3 3 3 3 12.56 초 0.031 초

3 3 3 4 4 4 15336 초 0.953 초

4 4 4 4 4 4 38189675 초 74.38 초

4 4 4 5 5 5 428449350569 초 24279 초

5 5 5 5 5 5 7019714159732360 초 이상 4825249 초

7. 결론 및 향후 연구방향

불리언 행렬의 곱셈에 대하여 많은 연구가 수행

되었으나 이들은 모두 두 불리언 행렬 사이의 최

적곱셈에 관심을 두고 있다. 현재 모든 불리언 행

렬 사이의 곱셈에 대한 연구는 극히 소수가 있을 

뿐이며 모든 l n , n  m , m  k  불리언 행렬 사

이의 연속된 중첩곱셈에 대한 연구는 보이지 않고 

있다.

본 논문은 기존에 제시된 두 불리언 행렬의 최

적 곱셈 알고리즘이 많은 불리언 행렬에 대한 곱

셈을 해야 하는 경우 실행시간과 메모리 공간의 

문제점으로 인해 부적합함을 보이고 n  m  불리

언 행렬과 모든 m  k  불리언 행렬의 곱셈 그리

고 n  m  불리언 행렬과 모든 l n , m  k  불리

언 행렬과의 중첩곱셈을 보다 효율적으로 할 수 

있는 이론을 제시하였다. 또한 이론을 적용한 불

리언 행렬 중첩곱셈의 공간 및 시간 복잡도와 실

행결과를 직접적인 행렬곱셈 방법과 비교하여 계

산복잡도와 실제 실행결과에 상당한 개선이 있음

을 논하였다.

모든 불리언 행렬에 대한 곱셈은 NP-완전 계산 

복잡도를 가지므로 다차원 함수의 계산복잡도를 

가지는 해결책을 찾기 어려우나, 특정 경우에 적

용할 수 있는 수학적 이론을 정립함으로써 보다 

개선된 공간 및 시간 복잡도를 얻을 수 있다. 따라

서 특수한 경우의 불리언 행렬 곱셈을 효율적으로 
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계산할 수 있는 이론에 대한 연구가 필요하며, 이

와 더불어 이론을 적용한 알고리즘의 설계 및 최

적화, 병렬 컴퓨팅 적용 등에 대한 연구도 필요

하다.
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