
Journal of Korean

Data & Information Science Society

2005, Vol. 16, No. 4, pp. 923∼931

On the Estimation of Parameters in ALT under 
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Abstract

The two parameter generalized exponential distribution was recently 
introduced by Gupta and Kundu (1999). It is observed that the generalized 
exponential distribution can be used quite effectively to analyze skewed 
data set. 
This paper develops the accelerated life test model using generalized 

exponential distribution and considers maximum likelihood estimation of 
parameters under the tampered random variable model. To show the 
performance of proposed maximum likelihood estimates, some simulation 
will be performed. Using a real data set, an example will be given.
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1. 서론

신뢰성 연구에 있어서 신뢰도가 높은 제품의 수명에 대한 정보를 정상조건에서의 

신뢰성시험으로 얻기 위해서는 많은 시간과 비용이 소요된다. 특히 수명주기가 짧은 

제품일 경우에는 자료를 얻는 시점이 제품의 수명주기보다 늦어 현실적으로 의미가 

없는 경우도 생긴다. 이런 경우 제품을 정상조건보다 더 열악한 조건에서 시험하는 

가속수명시험 (accelerated life test; ALT)기술을 많이 사용한다. 

가속수명시험은 제품의 정상조건에서의 스트레스-예를 들면, 온도, 전압, 압력등과 

이들의 조합을 사용하는 등-를 더 열악한 수준으로 변화시켜 수명에 대한 자료를 빨

리 얻어, 여기서 관측되는 자료로부터 정상조건에서의 수명을 추론한다. 가속수명시험

은 시험제품에 스트레스를 가하는 방법에 따라 일정스트레스 시험 (constant stress 

test) 방법, 단계스트레스 시험 (step stress test) 방법 그리고 점진형스트레스 시험 

(progressive stress test)방법 등으로 분류된다. 
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단계스트레스 시험 방법은 스트레스 수준을 단계적으로 변화시키는 것으로 주어진 

스트레스 수준에서 시험을 시작하여 일정 시점까지 고장을 관측하고 이 시점까지 고

장이 나지 않은 제품에 대하여 스트레스를 더 높은 수준으로 높여 일정 시점까지 시

험을 한 후 이 시점까지 고장이 나지 않은 제품에 대해서 더 높은 스트레스 수준에서 

시험하는 과정을 반복하여 수명을 측정하는 방법이다. 이 방법과 관련된 연구는 

Khamis 와 Higgins(1998), 윤상철등(2000a), Park, Yoon과 Cho (2000b)등이 있다. 

통계학에서 제품의 수명 자료의 분석에 대한 가장 잘 알려진 분포는 와이블분포와 

감마분포를 따르는 경우가 다수이고, 이들 분포는 치우쳐진 자료 분석에 잘 적합된다. 

이 두 분포는 형상 모수에 의존하여 감소하거나 증가하는 위험률 혹은 지수분포와 같

이 일정 위험률을 갖는 모형에 잘 적합되며, 이 두 분포는 물리적인 해석도 또한 용

이하다. 

그러나 이 두 분포는 다음과 같은 취약점을 가지게 된다. 먼저, 와이블분포와 감마

분포는 형상 모수가 상수가 아닌 경우 분포함수, 생존함수의 계산이 쉽지 않다는 약

점을 가지고 형상 모수가 상수가 아닌 경우에 위험함수, 생존함수나 분포함수는 통계

소프트웨어나 수학적 표들을 사용하여 얻어야한다. 계산적인 면에서 보면 감마분포는 

와이블분포 비해 위험함수, 생존함수나 분포함수등의 계산에서 사용이 다소 제한적이

다. 뿐만아니라 와이블분포는 중도절단 자료를 가지는 경우에도 수명 자료 분석에서 

감마분포보다 더 유용하다. 또한 보다 큰 양의 값으로 관측되는 자료에 잘 적합된

다. 

한편, 일반화된 지수분포 (generalized exponential ; GE)는 Gupta 와 Kundu (1999, 

2001a, b와 2002, 2003, 2005)가 처음 소개하 고 여러 통계적 성질들을 밝혔다. GE분

포는 오른쪽으로 치우쳐진 분포를 가지는 자료를 분석하기에 적절한 분포임이 알려져 

있으며 그 모양은 대수정규분포와 유사하나 대수정규분포는 꼬리쪽에서 지수분포보다 

두터운 분포이나 GE분포는 지수분포와 꼬리부분에서 유사하다. 또한 GE분포는 형상 

모수에 의존하여 증가 또는 감소하는 위험률을 가진다. GE분포는 많은 성질들이 감마

분포의 성질과 유사하나 분포함수는 감마분포에 비해 계산이 간단하다.

이 논문에서는 먼저 GE분포를 이용하여 변환확률변수의 단계스트레스 가속수명시

험모형을 제안하고, 제안된 모형에 대한 모수를 최대우도추정법을 이용하여 추정하고, 

추정량에 대한 모의실험을 통하여 효율성을 보인다. 그리고 실제 자료를 이용하여 자

료를 분석하는 사례를 보인다.

2. 일반화된 지수분포에서의 단계스트레스 가속수명모형

변환확률변수 모형은 DeGroot 와 Goel (1979)이 제안하 으며, 이들은 변환확률변

수가 어떤 미지의 가속인자에 의해 변화시간의 단위에 대한 나머지 수명의 곱으로 나

타나는 낮은 스트레스에서 높은 스트레스로 변하는 효과를 제안하 다. 

가속수명시험모형 자료의 통계적 분석을 위해서는 스트레스 수준과 수명과의 관계

를 나타내는 모형과 스트레스 수준의 변화가 제품수명에 미치는 효과를 설명하는 모

형이 필요하다. 

이절에서는 이 논문에서 고려하는 변환확률변수 (tampered random variable ; 

TRV) 모형과 사용되는 기본적인 가정들을 정리하고, 변환확률변수 모형에서 제품의 
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수명분포를 유도한다. 

2.1  기본 모형

DeGroot와 Goel (1979)의 변환확률변수모형을 표현하기 위하여 T를 정상수준에서 

수명시간이라 하고 X를 단계 스트레스 가속수명시험에서의 수명시간이라 하면 변환

확률변수는 다음과 같이 표현된다.

X =





T,   T≤   τ

τ +
1
a

(T − τ ), T > τ.                        (2.1)

여기에서 X는 변환확률변수이고 τ는 변환점 (tampering point)이라 하며, a는 변환계

수 (tampering coefficient)라 정의한다.  그리고 0 < a < 1이다.

최근 Gupta 와 Kundu (1999)는 일반화된 지수 분포 (예 : 1999, 2001a, b와 2002, 

2005)를 소개하 고, 그들은 GE 분포함수를 다음과 같이 정의하 다.

F (x│α,λ ) = ( )1 − e − λx α
,       x > 0 .

따라서 확률 도함수는 아래와 같다.

f (x│α,λ ) = αλ ( )1 − e − λx α− 1
e − λx     x > 0 ,               (2.2)

여기서 α > 0는 형상(shape)모수이고 λ > 0는 척도(scale)모수이다. α = 1때는 평균

이 1/λ인 지수분포이고, α≤1때는 감소위험률을 가지는 분포이며, α > 1  단봉

(unimodal) 척도함수이다. Gupta 와 Kundu (2001a)는 확률 도함수가 항상 오른쪽으

로 기울어져 (skewed) 있고, 기울어진 자료에 대한 분석에 아주 효과적이라는 것을 

밝혔다.

정상조건에서의 수명시간 T가 모수 λ, α인 일반화된 지수분포를 따른다면 단계 스

트레스 가속수명모형인 식(2.1)에 의한 분포함수는 다음과 같이 나타낼 수 있으며

G (x│λ ,α ) =





F (x│λ ,α ), x≤    τ

F 





τ +
x − τ

a │λ ,α , x > τ,                (2.3)

여기서 F (x│λ,α ) = ( )1 − e − λx α이다.

따라서 식 (2.1), 식 (2.2) 와 식 (2.3)를 이용하여 단계 스트레스 가속수명모형에서

의 일반화된 지수분포의 확률 도함수는 다음과 같다.
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g (x│θ ) =




αλ (1 − e − λx )α− 1e − λx, x≤    τ

aαλ ( )1 − e − λ ( )τ+ a (x − τ) α− 1
e − λ ( )τ+ a (x − τ) , x > τ,

   (2.4)

3. 일반화된 지수분포에서의 단계스트레스 가속수명모형에 대한 

최우추정량

이 장은 GE 분포에서 가속수명시험 모형을 위한 모수 λ, α, a의 추정에 대한 최우

추정법을 고려하 다.

3.1  최우추정량

식 (2.3)과 식 (2.4) 변환확률변수 모형에서 관측된 단계스트레스 가속수명모형의 우

도함수는

L(λ,  α,  a│x ) =  Π
i = 1

n1

 g (xi│λ,  α,  a )Π
i = 1

n2

 a  g (τ + a (xi − τ )│λ,  α,  a )

                      =   αn λn  a n2    Π
i = 1

n1

(1 − e − λxi )α− 1  Π
i = 1

n2

(1 − e − λ(τ+ a(xi − τ)) )α− 1

                                                                               e
 − λ









Σ
i = 1

n1

xi + Σ
i = 1

n2

(τ+ a(xi − τ))

  ,

   (3.1)

여기서 n = n1  + n2이다.

식 (3.1)로 부터 모수  λ, α, a에 대한 대수우도함수는 다음과 같이 표현된다.

 (θ │ x ) = n2lna + n lnα + n lnλ

+ (α − 1 )








Σ
i = 1

n1

    ln  ( 1 − e − λxi ) + Σ
i = 1

n2

ln( )1 − e − λ (τ+ a(xi − τ))

− λ








Σ
i = 1

n1

xi + Σ
i = 1

n2

(τ + a (xi − τ ))   .

   (3.2)

식 (3.2)에서 모수 λ, α, a에 대한 대수우도함수에 대한 일차편미분식을 다음과 같

이 얻을  수 있다.
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∂ (θ )
∂λ

=
n
λ

+ (α − 1 )








Σ
i = 1

n1 xie
− λxi

1 − e − λxi
+ Σ

i = 1

n2 (τ + a (xi − τ ))e − λ (τ+ a(xi − τ))

1 − e − λ (τ+ a(xi − τ))

−








Σ
i = 1

n1

xi + Σ
i = 1

n2

(τ + a (xi − τ ))  ,

∂ (θ )
∂α

=
n
α

+








Σ
i = 1

n1

   ln (1 − e − λxi ) + Σ
i = 1

n2

ln ( )1 − e − λ (τ+ a(xi − τ))   ,          (3.3)

    
∂ (θ )
∂a

=
n2

a
+ λΣ

i = 1

n2 







(α − 1 )
(xi − τ )e − λ (τ+ a(xi − τ))

1 − e − λ (τ+ a(xi − τ)) − Σ
i = 1

n2

(xi − τ ) . 

식 (3.3)에서 모수 λ, α, a에 대한 최우추정량은 

∂ (θ )
∂λ

= 0 ,
∂ (θ )
∂α

= 0 ,
∂ (θ )
∂a

= 0 , 

을 만족하는 비선형 방정식의 해이다. 이 비선형 연립방정식의 해는 

Newton-Raphson방법을 이용하여 구할 수 있다. Newton-Raphson방법을 사용하기 

위해여 대수우도함수에 대해 각각의 모수에 대한 이차편미분식을 구하면 다음과 같

다.

∂2 (θ )

∂λ2
=−

n

λ2 − (α − 1 )








Σ
i = 1

n1 x 2
i e − λxi

(1 − e − λxi )2
+ Σ

i = 1

n2 (τ + a (xi − τ ))2e − λ (τ+ a(xi − τ))

( )1 − e − λ (τ+ a(xi − τ)) 2
   ,

   

∂2 (θ )
∂λ ∂a

= (α − 1 )Σ
i = 1

n2 (xi − τ )e − λ (τ+ a(xi − τ)) 1 − λ (τ + a (xi − τ )) − e − λ (τ+ a(xi − τ))

( )1 − e − λ (τ+ a(xi − τ)) 2

− Σ
i = 1

n2

(xi − τ ) ,

∂2 (θ )

∂a 2
=−

n2

a 2 − λ2 (α − 1 )Σ
i = 1

n2 (xi − τ )2e − λ (τ+ a(xi − τ))

( )1 − e − λ (τ+ a(xi − τ)) 2
  ,

∂2 (θ )
∂λ ∂α

= Σ
i = 1

n1 xie
− λxi

1 − e − λxi
+ Σ

i = 1

n2 (τ + (xi − τ )/a )e − λ (τ+ (xi − τ)/a)

1 − e − λ (τ+ (xi − τ)/a)
  ,

∂2 (θ )

∂α2
=−

n

α2
  ,

∂2 (θ )
 ∂α∂a

= λΣ
i = 1

n2 (xi − τ )e − λ (τ+ a(xi − τ))

1 − e − λ (τ+ a(xi − τ))
   .
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4. 모의실험

대수우도함수를 최대로 하는 모수 λ, α, a의 값은 비선형방정식의 해를 구하는 

Newton- Raphson방법으로 구할 수 있다. 

제안한 단계 스트레스 가속수명모형의 세 개의 추정량에 대한 정상조건의 단계 스

트레스 가속수명모형의 참값을 모수에 대하여 각각 α = 2.0 , λ = 3.0 , a = 2.8로 두

고 변환점 τ는 − (1/λ ) ln(1 − (0.5 )(1/α))으로 두고 소표본의 특성을 조사하기 위하여 

모의실험을 실시하 다.

IMSL 난수 발생 부프로그램을 이용하여 1,000번을 반복하여  정상조건에서의 단계 

스트레스 가속수명실험의 세 개의 추정량 α, λ와 a에 대한 편의(bias)와 평균제곱오

차(mean squared error; MSE)를 각각 구하 다. α = 2.0 , λ = 3.0 , a = 2.8일 때  세 

개의 추정량에 대한 정상조건의 단계스트레스 가속수명모형의 편의와 평균제곱오차의 

결과는 <표 4.1>에 주어져 있다. 그리고 Newton-Raphson방법의 수렴은 오차가 10− 5

이내일 때의 값을 추정값으로 선택하 다. 

<표 4.1> 모수 λ, α  와 a에 대한 편의와 평균제곱오차

λ α a

n = 20
Bias

MSE

4.8882102

(2.1250811)

 0.7609985

(3.3357231)

0.5068901

(3.6872572)

n = 30
Bias

MSE

0.5068901

(1.2532292)

0.3971483

(1.1883988)

0.3633917

(2.2197681)

n = 40
Bias

MSE

0.1768656

(0.8176415)

0.2337796

(0.5902450)

0.2759295

(1.5229030)

n = 50
Bias

MSE

0.1196449

(0.6505109)

0.1697399

(0.4391066)

0.2433177

(0.1195255)
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   <그림 4.1> 변환확률변수         

        가속수명모형에서 편의

   <그림 4.2> 변환확률변수           

      가속수명모형에서평균제곱오차

위의 모의실험 결과 중 <그림 4.1> 와 <그림 4.2> 은 각각 단계 스트레스 가속수명

모형에서 정상조건에 대한 편의와 평균제곱오차가 표본의 크기가 커짐에 따라 점점 

감소함을 보여준다. 

예제)  다음의 자료는 deep groove ball bearing의 내구력을 시험한 결과이다.  이 자

료는 Lawless, (2003, pp 98-99)에서 와이블 분포로 적합시켜 분석된 자료이며, Gupta

와 Kundu (2003)은 이 자료를 GE 분포에 적합시켜 모수를 추정한 바 있다. 이제 이 

수명자료를 이용하여 앞서 제안된 확률변환변수 가속수명모형으로 자료를 변환한 후 

본 논문에 제안된 방법으로 모수를 추정하려고 한다. 원래의 자료와 확률변환변수 모

형으로 변환한 후의 자료 ( 자색이 진하게 나타낸 것)는 다음과 같다.

원래의

자료값

17.88  28.92  33.00  41.52  42.12  45.60  48.80  51.84  51.96  54.12  55.56 67.80  

68.44  68.64  68.88  84.12  93.12  98.64  105.12  105.84  127.92  128.04 173.40

변환된

자료값

17.88 28.92  33.00  41.52  42.12  45.60  48.80  51.84  51.96  54.12  55.56  67.80

68.08 68.12 68.17 71.22 73.02 74.12  75.42  75.56  79.98  80.00 89.08

확률변환변수 모형에서 가속모수의 값 a =5.0으로 변환점은 τ =68.00으로 가정하 다. 

이 변환점은 자료 중 50% 정도의 자료가 변환점보다 크게하여 가속효과를 보도록 하

자는 의도이다. 위의 표에서 알 수 있듯이 23개의 자료값을 모두 관찰하려면 173.40시

간이 필요하나 가속수명시험에서는 90정도의 시간이 필요한 것을 알 수 있다. 그러므

로 가속 수명효과는 충분히 있다고 판단된다. 또한 원래의 자료로 추정한 최대우도추
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정값은 Gupta와 Kundu (2003)에 의하면, α̂ = 5.2589 , λ̂ = 0.0314이었다. 본 논문에

서 제안된 최우추정법으로 추정한 모수값은 α̂ = 5.1828 , λ̂ = 0.03189 , â = 5.1272로 

추정되었다. 가속수명자료를 이용한 추정값과 원래자료를 이용한 추정값이 거의 비슷

한 것을 알 수 있다. 이러한 결과는 a의 값을 변화시켜도 비슷한 결과를 보여주었다. 

이로써 제안된 확률변환변수 모형은 유용하다는 사실을 알았다.

5. 결론

이 논문에서는 신뢰수명분야에서 새롭게 제안된 일반화된 지수분포(GE)를 단계 가

속수명시험 모형에 적용하여 추정하는 문제를 다루었다. 최우추정량 방법을 사용하여 

모수를 추정하는 방법을 제안하 으며 모의실험 결과 표본의 크기가 커질수록 편의와 

평균제곱오차가 줄어들고 있었다. 또한 실제의 자료를 통해 분석 사례를 보 다. 사례

에서 알 수 있듯이 제안된 모형에 의한 모수추정은 성공적이었다.
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