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Abstract

This paper studies quick detection of variance change point for iid data. 
For development of sensitive and adaptive variance change point detector, 
moving variance ratio is employed as a variance ratio estimator. It is 
shown that selection of tuning parameters of detector, (i.e., information 
and lag tuning parameters) is critical for detector to achieve desirable 
sensitivity and adaptiveness.
Interestingly our simulation result reveals limitations of the commonly 

used change ratio against the previous day. Our results will provide 
useful insight when the detector is applied to time series data.  
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1. 서 론

경제 및 금융 시계열 데이터에서 정책의 변경, 사회경제 여건의 변화 등과 같은 외

부요인에 의하여 평균, 분산 등과 같이 자료의 설명에 핵심적인 역할을 하는 모수의 

변화가 흔히 발생한다. 특히 인터넷의 도입 등으로 금융 경제 정보가 빠르게 확산되

는 요즈음 관련 시계열데이터 내의 모수들이 자주 변화하는 경향을 보이고 있다. 본 

논문에서는 이러한 모수 변화들 중 분산변화 특히 분산 변화점 탐지 문제를 연구하고
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자 한다. 이제까지 분산 변화점 탐지 문제는 대부분의 경우 과거에 관찰된 시계열 데

이터를 분석하여 이미 발생한 분산 변화점을 추정하는 문제가 주된 연구 대상이었다. 

이러한 문제에 대한 연구로서는 Wichern, Miller & Hsu (1976), Bagshaw & Johnson 

(1977), kramer, Ploberger & Alt (1988), Tang & Macneil (1993), Inclan & Tiao 

(1994)등이 있고, 최근의 논문으로는 Lee & Park (2001)을 들 수 있다.    본 논문에

서 다루고자 하는 문제는 이러한 기존의 문제와 성격을 달리하여 현재에 계속 발생하

는 시계열 데이터에 분산변화가 일어날 경우 분산 변화점을 빠른 시간 내에 탐지하는 

문제를 다루고자 한다. 이와 같은 문제는 금융시장의 변동성을 파악하여 경제위기를 

탐지하는 모형의 구축이나 앞날의 가격을 예측하기 힘든 경우 그 위험을 피하기 위해 

만들어진 옵션 구매시점 결정 전략 수립 등에 매우 중요한 과제로 간주되고 있다.  

본 논문에서는 시계열 데이터에 대한 연구의 사전단계로써 독립적인 데이터를 대상

으로 빠른 분산 변화점 탐지기법을 연구한다. 빠른 분산 변화점 탐지 문제에서는 상

황 변화에 따른 탐지기(detedctor)의 민감도와 적응성이 중요할 것으로 기대되기 때문

에 주어진 데이터를 모두 사용하는 기존의 분산 변화점 탐지기들은 그다지 도움이 되

지 않을 것으로 판단된다. 본 연구에서는 민감도와 적응성을 갖춘 탐지기 개발을 위

해 두 개의 조절모수(tuning parameter)를 갖는 탐지기를 개발하고 이들 조절모수들

의 역할을 시뮬레이션을 통해 연구한다. 특히 탐지기내의 조절모수중 하나인 시차조

절모수(lag tuning parameter)의 연구를 통해 기존의 금융시계열에서 많이 사용되는 

“전일대비 변동률”의 문제점들을 밝히게 된다. 본 논문에서 독립적인 데이터에 대한 

연구를 수행하는 이유는 일반적으로 독립적인 데이터에서의 통계기법에 대한 연구 결

과가 시계열데이터를 대상으로 그 기법을 확장 할 경우 상당히 유용한 정보를 주는 

것으로 알려져 있기 때문이다.

2. 분산 변화점 탐지기 

먼저 본 절에서 다룰 분산 변화점 탐지기의 토론을 위해 먼저 아래와 같은 용어 및 

기법들을 정의한다.  

정의 2.1 (분산 변화점): X 1,…,Xn을 분산 변화점 ν  를 포함하고 있는 독립적인 데이

터라고 하자. 

Var (X i+1)

Var (Xi )
= α i+1

                        (2.1)

이라 할 때 만일 α ν가 1이 아니면 X 1,…,Xt는 ν시점에서 크기 αν의 분산변화를 겪

는다고 말한다.

정의 2.2 (이동분산비): v p, t= ∑
t

i= t- p+1
(X i- X p, t)

2이고, X p, t=
1
p ∑

t

i= t- p+1
X i
 이라고 할 

때 t  시점의 이동분산비는 다음과 같이 정의한다.
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r p, q, t =
v p, t
v p, t- q

                           (2.2) 

여기서 p는 분자와 분모의 제곱합 v p, t  , v p, t- q
계산에 사용된 데이터 수, q 는 

분자의 제곱합 v p, t 와 분모의 제곱합 v p, t- q
 간의 시차(lag)를 나타낸다. 이동 분

산비 r p, q, t  의 계산에 사용되는 데이터 수와 시차 ( p와 q) 등을 선택해야할 조절 

모수로 간주하며, p를 정보조절모수(information tuning parameter), q 를 시차 조절

모수(lag tuning parameter)로 정의한다. 

정의 2.3 (분산 변화점 탐지기): r p, q, t  의 분포가 H (p , q)라 하자. 관찰된 r p, q, t  

값이 H ( p, q)의 100 (1-α)  백분위 값을 초과하거나, 또는 100 α  백분위수 보다 

작은 경우 분산변화가 일어났다고 판단한다 (신호가 발생한 것으로 판단한다). 여기서 

α  는 1/2보다 작은 양의 상수이다.

만일 데이터가 독립적인 정규분포인 경우 r p , q , t의 분포 H ( p , q)는 q≥p이고 

σ
2
1= σ

2
2
이라면 F ( p, p )의 분포를 따를 것이다. q < p인 경우에는 v p, t와 v p, t- q

가 의존적이 되어 정확하게 F ( p, p )의 분포를 따르지 않겠지만 어느 정도 비슷할 

것으로 기대된다. 

정의 2.4 (VT비(valid to total ratio)): b  를 작은 양의 정수라 하자. 이때 VT비는 다

음과 같이 정의한다.

VT비 = 
유효한 신호수총 신호수                         (2.3)

여기서 총신호수는 ν를 포함하는 관찰대상 구간 [ 0,T]에서 정의 2.3에 의해 발생

한 신호수를 뜻하고, 유효한 신호수는 ( ν- b, ν+ b)⊂[0,T]에서 정의 2.3에 의해 

발생한 신호수를 뜻한다. 

 

VT비는 분산 변화점 탐지기의 정확도를 측정하기 위해 도입된다. 즉, 이동분산비 

r p, q, t는 현재 t시점에서 과거 t- q시점의 분산과 현재 t시점의 분산간의 비를 추

정하는 통계량으로써 최근 s (≤t)시점에 분산변화가 일어난 경우 그 s시점을 빠르게 

탐지해 내는 것이 목적이다. 이를 위해 r p, q, t의 두 조절 모수 p, q의 선택은 탐지

기의 민감도와 적응성 개선을 위해 대단히 중요하며 이들 조절 모수의 역할을 개략적

으로 살펴보면 다음과 같다. 정보 조절모수 p는 제곱합 계산에 사용된 데이터 개수를 

뜻하므로 p가 큰 경우 변화시점을 제외한 대부분의 점에서 분산비 추정의 효율성은 

증가하나 변화가 일어난 시점에서 분산비의 추정은 어려워짐을 쉽게 짐작할 수 있다. 
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또한 시차조절모수 q는 q≥ p이면 두 제곱합 v p, t와 v p, t- q가 독립이 되고 그에 

따라 분산비에 대한 효율적인 추정이 가능하리라고 판단되나 q < p이면 v p, t와 

v p, t- q가 의존적이 되어 분산비에 대한 효율적 추정이 어려울 것으로 기대된다. 또

한 r p, q, t  값들은 t < ν  ( ν는 분산 변화점)일 때는 분자와 분모가 동일한 분산을 갖

는 모집단으로부터 계산되며, ν ≤ t < ν+2p+ q일 때는 분자와 분모가 각각 다른 분

산을 갖는 모집단들의 영향을 받기 시작하여 결국 v p, t와 v p, t- q가 완전히 각각 서

로 다른 분산을 갖는 집단에서 관찰된 값이 되고, ν+2p+ q≤ t일 때는 다시 v p, t

와 v p, t- q는 동일한 분산을 갖는 모집단으로부터 관찰된 값이 된다는 점이다. 따라

서 p와 q값이 크면 실제 분산변화점인 ν시점 이후에도 상당 기간 신호가 나올 확률

이 크다고 하겠다. 이와 같이 탐지기의 조절 모수들의 역할을 고려해 볼 때 상황변화

에 따른 이들의 적절한 조절을 통해 탐지기의 민감성 및 적응성 제고가 가능한 것으

로 판단된다.   

3. 모의실험

본 절에서는 r p, q, t의 조절 모수인 p, q의 조절문제를 시뮬레이션을 통해 중점적

으로 연구한다. 특히 분산비 α의 크기의 변화에 따라 p, q선택이 어떠한 식으로 영

향을 받는지 모의실험을 통해 연구하며 그 결과를 통해 적응성과 민감성이 어떻게 제

고될 수 있는지 논의한다. 또한 본 절에서 관심을 갖고 있는 문제는 현재 대부분의 

금융시계열이 전일대비 변동비 ( q= 1)을 많이 사용하고 있는데 시계열의 의미 있는 

변화를 파악하고자 하는 경우 이러한 q= 1의 선택이 타당한가 하는 점이다.  

편의상 X 1,…,X 100∼N ( 0, σ
2
1 )에서 σ

2
1=1 , X 101,…,X 200∼N ( 0,σ

2
2)

이고, σ 22=3, 5, 10인 데이터에 국한하여 생성하였다. (여기서 데이터 생성은 마이크

로소프트 엑셀 프로그램을 사용하였다). 이때 ν= 101에서 분산변화가 일어나며, 

α 101=
σ 22

σ
2
1

의 값은 3, 5, 10이 된다. α값의 변화에 따른 생성된 자료는 (그림 3.1)과 

같다. 본 모의실험에서는 분산 변화점 탐지기(혹은 r p, q, t)를 분산 변화점 ν= 101의 

탐지를 위해 사용하였으며 α값의 변화에 따른 조절모수 p, q의 최적 선택 혹은 최

적 p, q값의 존재를 확인하기 위해  다양한 p, q값에 대한 모의실험을 수행하였다. 

즉 α= 3, 5, 10에 대해 p= 5, 10, 15, 20, 25, 30  그리고 q= 1, 5,

10, 15, 20, 25, 30을 사용하였다. 
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<그림 3.1> 원 자료의 시도표

<표 3.1>은 모의실험 결과를 요약하고 있다. 즉 α= 3, 5, 10에 대해 

p= 5, 10, 15 ,20, 25, 30  그리고 q= 1, 5, 10, 15, 20, 25, 30에 대해 VT비인

VT ( p, q )값을 보여주고 있으며 각 케이스 별로 최고 VT ( p, q )값들은 회색 

box로 표시되어 있다. 여기서 VT ( p, q )의 최고값을 표시한 이유는 VT비는 

유효한신호수총신호수  로 정의되므로 값이 클수록 바람직하며 그때의 p, q값들이  최적의 

값들로 간주될 수 있기 때문이다. 여기서 사용된 기각역은 F ( p, p )의 95백분위 값

(예를 들어 F 0.95 ( 5, 5 )= 5.05  (p=5 일 때))이다. 정확한 VT비 값을 얻기 위해 

주어진 (p,q)조합에 대해 500번 반복한 모의실험의 평균값이 각 칸(cell)내에 주어

져 있다. 
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<표 3.1> VT ( p, q )값의 결과

VT ( p, q )

p=5 p=10

q=1 q=5 q=1 q=10

α=3 0.1225 0.1251 α=3 0.1150 0.1036

α=5 0.0952 0.1560 α=5 0.18 0.3359

α=10 0.1494 0.2058 α=10 0.3 0.2065

p=15 p=20

q=1 q=15 q=1 q=20

α=3 0.075 0.0809 α=3 0.04 0.0632

α=5 0.21 0.0983 α=5 0.095 0.0658

α=10 0.355 0.1439 α=10 0.4317 0.1158

p=25 p=30

q=1 q=25 q=1 q=30

α=3 0.03 0.1077 α=3 0.01 0.0434

α=5 0.11 0 α=5 0.08 0.0488

α=10 0.36 0.0911 α=10 0.325 0.0823

<표 3.1>의 VT비 값을 보면 조절모수들의 성격에 대해 몇 가지 사실을 알 수가 

있다. 먼저 α= 3인 경우에는 p= 5, q= 5일 때 최적의 값을 나타내고 α= 5인 경

우에는 p= 10, q= 10일 때 최적의 값을 나타내며, α= 10인 경우에는 p= 20,  

q= 1일 때 최적의 값임을 쉽게 알 수 있다. 

이러한 결과는 p, q의 선택에 관한 몇 가지 흥미로운 사실을 말해 주고 있다. 첫

째, α가 증가함에 따라 최적의 p도 증가 한다는 점이다. 즉 α= 3, 5, 10으로 증가

함에 따라 최적의 p가 5, 10, 20으로 증가하며, 이러한 결과는 분산변화가 크면 많

은 개수의 누적 제곱합들을 사용하는 것이 바람직 하지만 분산변화가 작은 점을 탐지

하기 위해서는 작은 개수의 누적 제곱합들을 사용하는 것이 바람직함을 보여주고 있

다 (<그림 3.2>참조). 둘째, α= 3 , α= 5일 때에는 q > p로 하는 것이 바람직하며 

(분자와 분모의 제곱합이 독립) α= 10일 때에는 q= 1이 가장 좋은 결과를 보여주

고 있다. (<그림 3.2 - 3.3> 참조). 이는 q > p의 선택이 α가 아주 클 때를 제외하고

는 많은 도움을 줄 수 있다는 사실을 보여주고 있다.   
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<그림 3.2> α의 변화에 따른 최적의 p값

  

α= 3 ,  q = 1
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α = 3  이 고  독 립
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<그림 3.3> α= 3일 때 분산비 추정량의 분자 분모가 독립인 값과 독립 아닌 값의 비교
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<그림 3.4> α= 5일 때 분산비 추정량의 분자 분모가 독립인 값과 독립 아닌 값의 비교
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α=10,  q=1
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<그림 3.5> α= 10일 때 분산비 추정량의 분자 분모가 독립인 값과 독립 아닌 값의 비교

  

두 번째 문제 ( q의 역할)에 대한 좀 더 상세한 논의를 위해 분산 변화점 탐지기로

써 사용되는 이동분산비 r p , q, t의 분포를 알아보자. 앞서 언급한 것처럼 만일 데이

터가 독립적인 정규분포인 경우 r p , q , t의 분포는 q≥p이고 σ21= σ
2
2
이라면 

F ( p, p )의 분포를 따를 것이다. q < p인 경우에는 v p, t와 v p, t- q가 의존적이 되어 

정확하게 F ( p, p )의 분포를 따르지 않겠지만 어느 정도 비슷할 것으로 기대된다. 이

의 확인을 위해 α= 3, 5, 10에 대해 p= 5, 10, 15, 20, 25, 30  그리고 q는 q= 1 , 

q= p( p의 주어진 각 값)에 대한 r p, q, t의 밀도를 잘 알려진 커널 밀도추정기법을 

사용하여 추정하였다. 커널추정기법의 실행을 위해 통계패키지인 R 2.0을 사용하였으

며 평활모수, 커널 등은 자동으로 R 2.0에서 주어지는 함수와 값들을 그대로 사용하

였다. 

다양한 p, q, α값에 대해 r p, q의 모든 밀도함수를 추정하여 그 그래프들을 살펴본 

결과는 다음과 같이 요약될 수 있다. (i) q= 1 과 q≥ p  중 q≥ p인 경우가(독립인 

경우) 월등하게 F분포에 근사하였다. (논문에서는 모든 경우의 밀도함수 그림들 중에

서 VT ( p, q )  비의 값이 가장 높게 나온 경우의 r p, q, t  의 밀도함수 그림 즉 

α= 3일 때 p= 5, q= 5  <그림 3.6>, α= 5일 때 p= 10, q= 10  <그림 3.7>, 

α= 10일 때 p= 20, q= 1  <그림 3-8>의 경우들만 주어져 있다.) (ii) q= 1인 경

우 r p, q, t의 밀도함수들을 관찰해보면 q= p인 경우에 비해 r p, q,t의 관찰 값들이 

좁은 범위내에서 관찰되므로 급작스러운 분산변화비의 추정량으로써 좋은 역할을 해

내지 못하고 있다. 즉 분산 변화점 탐지에 r p, q= 1, t가 그다지 효율적이지 못함을 알 

수 있다 <그림 3.6, 그림 3.7 참조>.  참고로 p= 1  이고 q= 1인 경우의 시뮬레이션 

결과는 0.06204 ( α= 3), 0.065491 ( α= 5), 0.075604( α= 10)등으로 대단히 정확도가 

낮음을 알 수 있다.
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이러한 실험 결과는 현재 사용되고 있는 q=1이라는 선택 (전일 대비 변동률 계

산)이 시계열의 진행 양상을 이해하는데 제한적인 기능을 수행할 수밖에 없음을 시사

하고 있다. α= 10인 경우 q= 1이 분산 변화점 탐지에 대해서는 좋은 결과를 만들

어 내는 것으로 보이지만 이는 두 가지 측면에서 검토해보아야 할 문제인 듯하다. 즉 

눈에 띄게 큰 분산 변화의 경우 “ p가 충분히 크다면” q= 1의 선택이 효율적 일 수 

있다는 점과  앞의 2절에서 언급했다시피 p와 q값이 크면 ν시점 이후에 상당 기간 

잘못된 신호가 나올 가능성이 높기 때문에 q≥p  경우의 효율 VT비가 q= 1에 비

해 상대적으로 떨어질 수 있다는 점이다. 이러한 관찰들은 기본적으로 가장 자주 쓰

이는 전일 대비 변동률 ( q= 1)이 가질 수 있는 문제들을 지적해 주고 있다고 하겠

다. 본 절의 시뮬레이션 결과는 제안된 조절 모수들의 조절을 통해 탐지기의 민감성 

및 적응성을 조절할 수 있음을 보여주고 있다. 당연한 결과지만 α가 증가함에 따라

VT비 값이 전반적으로 증가함을 알 수 있는데 이는 α가 증가함에 따라 분산 탐지

가 쉬워짐을 확인해 주고 있다고 하겠다.

α= 3, p= 5, q= 1 α= 3, p= 5, q= 5 F( 5,5)
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<그림 3.6> F( 5,5)와 α= 3, p= 10, q= 1, 5일 때 비교

α= 5, p= 10, q= 1 α= 5, p=10, q=10 F( 10,10)
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<그림 3.7> F( 10,10)와 α= 5, p= 10, q= 1, 10일 때 비교
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α= 10, p=20, q=1 α= 10, p=20, q=20 F( 20,20)
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<그림 3.8> F( 20,20)와 α= 10, p= 20, q= 1, 20일 때 비교

4. 결 론
  

본 연구에서는 독립적인 데이터에 분산변화가 일어날 때 그 분산 변화점을 빠른 시

간 내에 찾는 문제를 연구하였다. 빠른 탐지를 위해 민감도와 적응성을 고려한 이동 

분산비 r p, q, t를 제안하여 분산비를 추정하였다. r p, q, t의 분포를 F  분포로 가정하

여 기각역을 설정하였으며 r p, q, t값이 그 기각역에 속할 때 그 시점에서 분산변화가 

일어났다는 신호를 발생시키는 분산 변화점 탐지기를 제안하였다. 신호발생의 정확도

를 판단하기 위해 VT( p, q )를 사용하였으며 분산 탐지기의 두 조절모수, 정보 조

절모수 p와 시차조절 모수 q의 선택문제를 분산변화 크기 α와 연관시켜 연구하였

다. 본 연구의 시뮬레이션 연구 결과는 다음과 같이 요약할 수 있다. 

첫째  탐지기의 민감도와 적응성은 이동 분산비 r p, q, t의 두 개의 조절모수 p,q

의 적절한 선택을 통해 제고될 수 있으며 p,q의 적절한 선택은 서로 연관되어 있다. 

둘째 r p, q, t의 분포를 확인해 본 결과 q= p(시차조절 모수= 정보조절모수)의 선

택이 r p, q, t의 분포의 안정성(분포론에서 알려진 분포로의 근사)및 효율적인 변화점 

탐지를 가능케 한다는 점이다. 이는 현재 금융 시계열에서 흔히 사용되는 q= 1의 선

택이 변화 탐지에 한계를 가질 수밖에 없음을 보여주고 있다. 
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