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Exploring Interaction in Generalized Linear Models1) 

Myung-Wook Kahng2)

Abstract

We explore the structure and usefulness of the 3-D residual plot as a 
basic tool for dealing with interaction in generalized linear models. If 
predictors have an interaction effect, the shape obtained by rotating the 
3-D residual plot will show its presence. To illustrate the use of this plot 
as an aid to exploring the interaction, we present an example of a 
binomial regression model using simulated data.
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1. 서론
 

관심대상이 되는 변수들 간의 관계를 적절히 설명하는 모형을 찾아내는 모형개발과

정에서 모형에 포함시킬 변수의 선택과 변수들 간의 교호작용효과(interaction effect)

의 존재여부, 새로운 변수를 추가하고자 할 때 이 변수가 미치는 향과 비선형성에 

대한 판단이 필요하다. 이러한 모형개발과 진단은 그림을 통한 방법으로 가능하며 지

금까지 연구가 활발히 진행되고 있는 방법으로 잔차산점도(residual plot), 추가변수그

림(added variable plot), 편잔차그림(partial residual plot), CERES그림(combining 

conditional expectation and residual plot) 등이 있다. 또한 Cook and Weisberg(1989, 

1999), Berk and Booth(1995), Berk(1998) 등에 의해 동적인 그림을 이용하는 회전그

림(rotating plot), 애니메이션그림(animation plot)과 같은 3차원 그림을 모형개발과정

에 적용하는 방법이 활발히 연구되어 왔다.

정규이론에 의한 선형모형은 설명변수의 선형결합(linear predictor)이 직접 반응변

수를 설명한다. 이러한 선형모형은 분산분석, 선형회귀분석 등에서 매우 다양한 모형

의 틀을 제공하는 것이 사실이지만 모든 상황에서 충분한 것은 아니다. 반응변수가 

이항반응자료처럼 이산형인 경우에는 원칙적으로 일반 선형모형은 적절하지 못하고 
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정규이론에 의한 선형모형을 확장한 일반화선형모형(generalized linear models)으로 

해결이 가능하다.

선형모형과 같이 일반화선형모형에서도 반응변수는 기본적으로 설명변수의 선형결

합에 의해 결정된다고 가정한다. 그러나 이러한 모형은 설명변수 간의 교호작용을 전

혀 감안하지 않은 것이다. 선형모형에서 교호작용의 효과에 대한 검토는 교호작용을 

포함하는 모형에서 이러한 교호작용의 추가적인 설명력에 대한 유의성 검정을 통해서 

확인할 수 있다. Cook and Weisberg(1989)가 제시한 3차원 잔차산점도는 선형회귀모

형에 대한 가정의 검토에 널리 사용되어지는 그림이다. 또한 이 그림은 설명변수들 

간의 교호작용진단에도 사용될 수 있다.

본 논문에서는 선형회귀모형에 적용되었던 방법의 확장하여 일반화선형모형에서 설

명변수 간의 교호작용을 탐색해 볼 수 있는 방법에 대해 연구하고자 한다. 이러한 방

법을 일반화선형모형의 하나인 이항회귀모형에 구체적으로 적용시켜본다.

2. 일반화선형모형

Nelder and Wedderburn(1972)에 의해 체계화된 일반화선형모형은 지수족(exponen- 

tial family) 분포와 연결함수(link function)를 이용하여 정규이론에 의한 선형모형을 

다음과 같은 두 가지 과정으로 일반화한 것이다. 첫째, 오차의 분포는 정규분포를 포

함하는 지수족의 여러 가지 분포를 사용한다. 둘째, 반응변수의 기대값과 설명변수의 

선형결합을 연결시키는 연결함수를 설정한다. 고전적 선형모형은 반응변수가 서로 독

립적이며 정규분포를 따르고 연결함수가 항등함수(identity function)인 일반화선형모

형의 특수한 형태라고 할 수 있다.

먼저 반응변수가 다양한 형태의 확률분포를 가질 수 있도록 하기 위해서는 공통된 

특성을 갖는 확률분포의 집합을 정의할 필요가 있는데 확률변수 Y의 확률 도함수가 

fY(y ;  θ,φ ) = exp (y θ− b (θ ))/a (φ ) + c (y,φ )             (2.1)

의 형태로 표현되고 φ가 알려져 있다면 Y의 분포는 지수족에 속한다고 한다. 여기서 

a ( ) , b ( ) , c ( )는 실수함수이다. 지수족에 대한 좀 더 자세한 내용은 Barndorff 

and Nielsen(1978)에 설명되어 있다. 실제로 우리가 사용하고 있는 많은 분포들이 지

수족에 속하는데 분산이 알려져 있는 경우의 정규분포, 이항분포, 포아송분포, 감마분

포 등이 여기에 해당된다.

일반화선형모형에서 반응변수 Y는 설명변수 x T의 선형결합 η를 통해서 결정된다. 

여기서 벡터 x T는 p 개의 설명변수로 이루어진 벡터이다. 이때 선형결합 η는 연결함

수 g ( )에 의하여 µ = E (Y )와 아래와 연결된다. 설명변수 x T 의 n개의 관측값에 

대하여 모형은 다음과 같다.

g (µi ) = ηi = x 
T
i  ,   i = 1, , n                     (2.2)
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3. 일반화선형모형에서의 교호작용

모형 (2.2)에서 교호작용의 효과를 알아보기 위하여 설명변수벡터 x T  를 x T1  와 x2

로 분할한다. 여기서 x T1  는 p − 1개의 설명변수로 이루어진 벡터이다. 분할된 설명변

수벡터를 이용하면 모형 (2.2)는 다음과 같이 표현된다.

g (µi ) = x 
T
i1 1 + 2xi2       (3.1)

모형 (3.1)에서 g (µi ) = µi인 선형모형의 경우 Cook and Weisberg(1989)가 제시한 

바에 의하면 교호작용이 존재하는 경우 잔차를 수직축으로 하고 ŷ i 2.1와 ŷ i 1를 서로 

직각을 이루는 수평축으로 하는 3차원 잔차산점도 {ei , ŷ i 2.1, ŷ i 1}의 수직축을 회전시

키면 안장형(saddle-shaped)이나 U자형(U-shaped)으로 나타난다고 하 다. 여기서 

ŷ  i 와 ŷ i 1는 각각 x 
T  와 x T1  를 설명변수로 할 때의 적합값이고 ŷ i 2.1 = ŷ i − ŷ i 1이다.

3차원 잔차산점도가 교호작용을 나타내는 과정을 보이기 위하여 기본 모형 (3.1) 대

신 다음과 같은 대안모형(alternative model)을 생각하자.

g (µi ) = x 
T
i1 1 + 2 (x i1 ) x̃ i2   (3.2)

여기서 X 와 X 1는 각각 n 개의 관측값 x Ti 와 x 
T
i1를 행으로 하는 설명변수행렬이고 

x 2는 xi2를 원소로 하는 벡터이며 P = X (X T X )− 1X T , P 1 = X 1 (X T1  X 1 )
− 1X T1라 

하면 x̃ 2는 다음과 같고 x 2에서 X 1의 향을 제거한 순수한 x 2의 향력이라고 할 

수 있다. 모형 (3.2)는 2 (x 1 )이 x 1에 의존한다는 점에서 모형 (3.1)과 다르다.

x̃ 2 = x̃ i2 = (I− P 1 ) x 2

모형 (3.2)에서 2 (x 1 )를 Taylor 급수전개에 의하여 전개하고 x 1 = 0  근방의 x 1에 

대하여 2차이상 미분한 부분을 무시할 수 있다고 가정하면 다음과 같이 선형화 된다.

2 (x 1 ) 2 (0 ) + x 
T
1   ˙ 2 (0 ) = 2 + x 

T
1   ˙ 2  (3.3)

여기서 2 = 2 (0)이고 ˙ 2는 x 1에 대한 2의 일차미분벡터를 x 1 = 0에서 계산한 

값이다. 식 (3.3)을 모형 (3.2)에 적용하면 다음과 같다. 

g (µi ) x Ti1 1 + 2 x̃ i2 + x̃ i2 x 
T
i1 ˙ 2   (3.4)
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모형 (3.4)는 x 1과 x2의 교호작용 항이 포함된 것으로 볼 수 있다. 모형 (3.4)의 양

변에 (I− P)를 곱한 후 기대값을 취하면 다음과 같다.

E (e * ) = (I− P)   diag (x 2̃ )  X 1  ˙ 2

= diag (x 2̃ )  X 1 ˙ 2− P   diag (x 2̃ )  X 1 ˙ 2
 (3.5)

여기서 e *는 모형 (3.1)에 적합하여 얻어진 잔차벡터이다. 식 (3.5)에서 두 번째 항은 

매우 작아지며 다음과 같이 된다.

E (e * ) diag (x 2̃ )  X 1 ˙ 2         (3.6)

식 (3.6)을 보면 만약 1과 ˙ 2의 관계가 ˙ 2∝ 1인 경우 잔차산점도 {e
*
i , η̂ i 2.1, η̂ i 1}

는 {u1u2, u1, u2}의 형태가 되어 교호작용효과를 나타내며 그 경우 그래프는 안장형 

또는 U자형을 나타낸다. 여기서 η̂  i와 η̂ i 1는 각각 x 
T
와 x T1 를 설명변수로 할 때의 

추정 선형결합 x  Ti  ̂ 과 x Ti1  ̂  1이고 η̂ i 2.1 = η̂ i − η̂ i 1이다. 

이와 같이 3차원 잔차산점도가 교호작용의 효과를 나타내주는가를 보이기 위해 모

형 (3.2)의 특별한 경우로 2 (x 1 ) = 2 (x 
T
1  1 )를 생각해본다. 즉 교호작용은 선형결

합 x T1  1에 의존한다. 이때 모형 (3.2)는 다음과 같다.

g (µi ) = x 
T
i1 1 + 2 (x 

T
i1 1 ) x̃ i2           (3.7)

z = x T1  1라 하고 2 (x 
T
1  1 )를 Taylor 급수전개에 의하여 전개하고 z = 0  근방의 z

에 대하여 2차이상 미분한 부분을 무시할 수 있다고 가정하면 2 (x 
T
1  1 )는 다음과 

같이 선형화 할 수 있다.

2 (x 
T
1  1 ) = 2 (z ) 2 +  ̃2 z    (3.8)

여기서 ˜ 2는 z = 0에서 계산된  ̃2 = d 2 (z )/d z  값이다. 식 (3.8)을 모형 (3.7)에 적용

하면 다음과 같다.

g (µi ) = x 
T
i1 1 + 2 x̃ i2 +  ̃2 x̃ i2 x 

T
i1 1       (3.9)

모형 (3.9)의 양변에 (I− P)를 곱한 후 기대값을 취하면 다음과 같다.
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E (e *) = (I− P)  ̃  2  diag (x 2̃ )  X 1  1

=  ̃2  diag (x 2̃ )  X 1  1− P   ̃  2  diag (x 2̃ )  X 1  1

 ̃2  diag (x 2̃ )  X 1  1

         (3.10)

식 (3.10)에서  ̃2diag (x 2̃ )X 1 1를 u1 =  ̃2diag (x 2̃ )과 u2 = X 1 1로 분해해보면 3

차원산점도 {e *i , η̂ i 2.1, η̂ i 1}는 식 (3.10)에 의해 3차원 산점도 {u1u2, u1, u2}가 됨을 알 

수 있다. 따라서 x 1과 x 2의 교호작용의 효과가 존재하면 3차원 잔차산점도는 안장형 

또는 U자형을 나타낸다.

4. 예제

n 개의 이항확률변수 yi ,  i = 1, , n를 생각하자. 시행회수 mi가 알려진 각 yi는 p

개의 설명변수 x i = (xi1, , xip )에 연관되어 있으며 x  i에 의존하는 성공확률 π (x i )

를 정의 할 때 yi|x i∼ Bin (mi ,  π (x i ))과 같이 표현 될 수 있다.

성공비율 yi/mi은 0과 1 사이의 값이며 E (yi/mi|x i ) = π (x i )이다. π i = π (x i )

에 대한 로짓함수와 x 의 선형결합을 연결하면 다음과 같다.

ηi = x 
T
i  = log







πi

1 − πi
= logit (πi )    (4.1)

또한 π i에 대해 정리하면 다음과 같다. 

πi =
exp (x Ti  )

1 + exp (x Ti  )
=

exp (ηi )

1 + exp (ηi )
    (4.2)

교호작용효과가 의심되는 경우에는 설명변수벡터 x T 를 x1와 x2로 분할한다. 분할

된 설명변수벡터를 이용하면 교호작용효과가 포함된 모형은 다음과 같다. 이것을 실

제모형이라 하자.

logit (πi ) = 0 + 1x1 + 2x2 + 12x1x2 ,   i = 1, , n   (4.3)

설명변수 x1은 U(0, 0.1 )에서 101개의 값을 생성시키고 x2는 0부터 1까지 0.01의 

간격으로 얻어진 101개를 관찰값으로 한다. 회귀계수를 0 = 3 , 1 =− 5 , 2 =− 1 , 

12 = 10로 정하고 주어진 모형 (4.3)에 적용시켜 101개의 η를 계산하 다. 이때 식 

(4.1)과 (4.2)를 이용하면 π (x)는 101개의 비율형태의 값이 된다. π (x)가 m = 50번
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의 시행에서 특정사건이 발생할 확률이라고 생각하고 y는 m번의 시행에서 특정사건

이 발생한 도수로 보고 Bin (50, π (x))인 이항분포에 의해 생성하 다. 따라서 반응

변수 y 는 이항회귀모형의 반응변수로 볼 수 있다.

이제 교호작용 항이 없는 다음의 모형을 생각하자.

logit (πi ) = 0 + 1x1 + 2x2 ,   i = 1, , n       (4.4)

모형 (4.4)의 3차원 잔차산점도 {e *i , η̂ i 2.1, η̂ i 1}를 수직축을 중심으로 회전시키면 <그림 

4.1>과 같고 안장형을 나타내고 있으며 교호작용의 효과가 있음을 확인할 수 있다. 

즉 모형에 교호작용 항을 추가되어야 함을 보여주고 있다.

<그림 4.1> 3차원 잔차산점도 {ei, η̂ i 2.1, η̂ i 1} 
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