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ABSTRACT
The Delaunay triangular net is primarily characterized by a balance of the whole by improving divided 

triangular patches into a regular triangle, which closely resembles an equiangular triangle. A triangular 
net occurring in certain, point-clustered, data is unique and can always create the same triangular net. 
Due to such unique characteristics, Delaunay triangulation is used in various fields., such as shape recon
struction, solid modeling and volume rendering. There are many algorithms available for Delaunay trian
gulation but, efficient sequential algorithms are rare. When these grids involve a set of points whose 
distribution are not well proportioned, the execution speed becomes slower than in a well-proportioned 
grid. In order to make up for this weakness, the grids are divided into sub-grids when the sets are inte
grated inside the grid. A method for finding a mate in an incremental construction algorithm is to first 
search the area with a higher possibility of forming a regular triangular net, while the existing method is 
to find a set of points inside the grid that includes the circumscribed sphere, increasing the radius of the 
circumscribed sphere to a certain extent. Therefore, due to its more efficient searching performance, it 
takes a shorter time to form a triangular net than general incremental algorithms.

Key words: Delaunay triangulation, Incremental construction algorithm, Triangle patch, Uniform grid, 
Subdivision algorithm

L 서 론

삼각망은 컴퓨터 하드웨어 기술발전에 따라 다양한 

분야에서 확장되고 응용되 어 사용되고 있다. 주로 계 

산 기하학(computational geometry), 야금학, 지리정보 

시스템, 가상현실, 컴퓨터를 이용한 시각화, 역공학 

(reverse engineering), 유한요소법, 솔리드 모델링, 볼 

륨 렌더 링 등에서 이용된다. 평면을 규정하는데 있어 

삼각형을 가장 많이 사용하는 이유는 세 개의 점이면 

평면 결정이 가능하며 기하학적으로 가장 안정된 형 

태이기 때문이다.

삼각망을 생성하는 방법에 따라 Delaunay 삼각망 

알고리즘을 이용한 것과 그렇지 않은 것으로 나눌 수 

있는데, Delaunay 삼각망은 그 정의 상, 생성된 삼각 

망의 요소들이 대부분 내각이 등각에 가까운 정삼각 

형으로 생성되므로 삼각망을 구성하는 가장 기본적인 

알고리즘으로 이용되고 있다. 3차원 Delaunay 삼각망 

은 2차원에 비해서 동일한 개수의 흩어진 점 데이터 

(scattered point)라도 더 많은 수행시간을 요구한다. 

그러므로 효율적이지 못한 알고리즘을 사용하였을 경 

우, 3차원 Delaunay 삼각망을 생성하는 시간은 데이 

터의 양에 비례하여 기하급수적으로 증가한다. 따라 

서 고성능 컴퓨터가 등장하는 요즘에도 효율적인 알 

고리즘 개발이 필수적이다. 본 논문에서 제안하는 알 

고리즘은 현재까지 개발되었던 여러 Delaunay 삼각 

망 알고리즘들이 균등격자를 사용함으로써, 점의 분 

포가 균일하지 않은 점집합일 경우, 균일한 점집합 

보다 수행속도가 느려지는 단점을 보완하기 위해서 

격자 내부에 점집합이 밀집해 있을 경우 격자를 좀 

더 작은 하부격자로 분할(8분할)한다. 또, Incremental 
Construction 알고리즘에서 메이트를 찾는 방법으로, 

기존의 방법인 외접원 또는 외접구의 반지름을 임의 

의 크기만큼 증가시켜 가면서 외접원을 포함하는 격자 

내부의 점집합을 찾는 것이 아니라, 정삼각형 망이 생 
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성될 가능성이 높은 지역부터 우선 팀*색하는  방법을 

사용한다. 따라서, 일반적인 Incremental Construction 
알고리즘 보다 높은 탐색효율로 삼각망의 생성시간을 

단축할 수 있다.

2. 기존의 Delaunay 삼각망 
생성 알고리즘

이전의 논문田에서 언급한 바와 같이 기존의 알고리 

즘으로는 Divide & Conquer16,81 알고리즘, Flipping을 

이용한 알고리즘, Incremental Construction 알고리즘 

등이 있으며 이외에도 다음에서 설명하는 알고리즘이 

있다. 또한, 최근에 병렬컴퓨터의 발전으로 많은 병렬 

알고리즘이 개발되고 있다.

2.1 Plane-sweep 알고리즘
산개된 데이터 점들이 놓인 평면위로 sweepline이 

지나면서 Delaunay 삼각망을 생성하는 방법이다. 먼 

저, sweepline이 지나면서 해당 점들을 만나게 되면 

그 점과 sweepline과 거리가 같은 곡선을 그리고 이 

미 생성된 곡선과 교점을 경계로 해서 sweepline을 

여러 개의 구간으로 분할한 후에 분할된 sweepline상 

의 구간 중에 서로 이웃하는 구간을 찾아 선분을 만들 

면 Delaunay 삼각망이 완성된다. 2차원에 국한되어 

사용된다.

2.2 병렬 알고리즘

최근에 많이 연구되고 있는 방법이다. 이 알고리즘 

은 순차적인 것이 아니라 병렬화할 수 있고 다점 시작 

이 가능하다는 장점이 있다. 알고리즘의 특성상 가장 

좋은 효율을 낼 수 있으며 위에 언급된 다양한 알고리 

즘을 이용할 수 있다. 그러나 현재까지 개발된 병렬 

알고리즘은 대부분이 특수한 경우에서만 수행 가능하 

고, 후에 병합과정을 통해 각각의 부분망들을 연결하 

여야 하며 부분망을 연결하는 병합과정 중 문제가 발 

생할 수 있기 때문에 실제로 효용성 있는 알고리즘은 

많지 않아 추후에 많은 연구가 필요하다.

3. 본 논문에서 제안하는 Delaunay 
삼각망 알고리즘

본 논문에서 제안하는 알고리즘은 Fang과 Piegl이 

제안以한 균등격자를 이용한 Delaunay 삼각망에 기 

초를 두고 있다. 균등격자를 사용하면 특정 영역에 포 

함되는 기하요소를 짧은 시간에 찾을 수 있는 장점이 

있다. 따라서, Delaunay 삼각망 생성 과정에서 이를 

적용시키면 한 외접구 내부에 존재하는 점을 찾을 때 

모든 점집 합을 찾을 필요가 없어 Delaunay 삼각망의 

구성속도를 크게 향상시킬 수 있다. 그러나, 균등격자 

를 이용한 알고리즘은 그 점집합이 균일할 때는 매우 

효과적이나 점집합이 부분적으로 불 균일 할 때는 격 

자 내에 점이 하나도 없거나 또는 너무 많은 점들이 

한 격자 안에 존재하기 때문에 효율성에 문제가 있다. 

불규칙한 점군 데이터 안에서 이러한 문제가 더욱 심 

하게 발생되어 필연적으로 수행시간의 저하로 나타난 

다. 따라서, 본 논문에서는 8분할(Oct-Subdivision)을 

시행하여 하나의 격자 내에-4개 이상의 점들이 존재 

하는 경우 동일한 크기의 8개의 하부격자를 생성하여 

각각의 격자를 기존의 격자의 하부격자로 추가함으로 

써 비어있는 구(empty sphere)를 만들거나 구 내부에 

다른 점 데이터가 없는지 탐색할 때 이러한 하부격자 

를 이용하게 된다. 또한, 탐색영역을 모든 공간에서 순 

차적으로 찾는 것이 아니라 다양한 기존의 Delaunay 
삼각망 패치들을 분석하여 영역을 분할하고 삼각망이 

가장 많이 생성된 영역부터 우선 탐색하여 수행시간 

의 단축을 꾀한다. 특히 점집합■의 수가 증가하면 더욱 

효과적이다.

3.1 3차원 방법

3차원의 불규칙 점군에서 부터 신속하게 Delaunay 
삼각형을 생성하는 문제는 2차원에서 보다 복잡하고 

소요시간도 매우 길게 된다. 탐색하려는 부분이 평면 

이 아닌 공간이기 때문에 Incremental Construction 
알고리즘과 같은 경우 수행 성능이 크게 저하하게 된 

다. 따라서, 삼각망 생성속도를 높이기 위해 3차원상 

의 삼각망을 생성하는 방법으로 이전의 논문에서 제 

시한 2차원에서 Delaunay 삼각망을 생성하는 방법을 

확장하여 3차원에서 적용 가능한 알고리즘을 제안한다.

3.2 데이 터 확장

3차원상의 점군을(X,, 乂, z,) i = 0, "라고 한다 

면, 메이트를 빨리 찾기 위한 방법으로 3차원 평면상 

에 균등격자를 생성한다. 균등격자의 간격은 다음과 

같은 방법으로 구한다.

Size — J3max  "min) (Vnax - J\nin) (Nmax 一 ^min) (])

N

Xmax, Xmin, *max, ^min, ^max • X, J4 Z—1 최 대, 최 

소값

N: 점의 개수
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size 변수를 위와 같이 정하게 되면 각각의 격자가 

대략 하나의 점 데이터를 포함하게 된다.

임의의 점을 포함하고 있는 격자의 인덱스 번호를 

구하는 방법은 다음과 같다.

size

gridy =
size

grid_z = 쁘1

~ size

ij^ell = \grid x + 11 (2)

j_c 이I = \gfidy+ 니 (3)
k_cell = \grid^ + 1( (4)

i_cell, j_cell, k_cell : grid의 z, j, 左번째 index
number

3.3 8분할
먼저 위의 수식을 이용하여 균등격자를 생성하고 

나면 다음과 같이 전처리를 행한다.

격자 내부에 4개 이상의 점 이 존재할 때 (즉, 동일한 

인덱스 번호를 가진 점이 4개 이상일 때) 동일한 크기 

의 8개 상자로 나눈다. 그리고 각각의 상자를 균등격 

자의 하부 격자로 등록한다. 이는 재귀함수를 통하여 

격자 내부에 점집합의 개수가 4이하가 될 때까지 반 

복한다.

3.4 Delaunay 삼각망의 시작 선분 찾기

본 논문에서 제안하는 알고리즘은 어떠한 선분에서 

부터 출발하든지 문제가 없다. 그러나, 효율성을 위해 

격자의 중앙에서부터 시작하면 보다 효과적이다. 중 

앙의 격자 인덱스를 (/middle, jmiddle, 灯興)이라 한다면 

다음과 같이 계산할 수 있다.

mx 件득竺言
-g昭.* 汩危*由如)

(5)
2

g球y, g*y  gridy血,g，昭M，grid郷,gridg ： 

x, 乂 z 격자 인덱스의 최소, 최대값

중앙의 격자 인덱스에 점 요소가 없다면 시작점 

^middle — ”, jmiddle ~ “, ^middle — ") 에 서 方'점 , + ”,

M+ K, kmiddle + »), ("은 1,2,3...)까지 영역을 확장 

해가면서 내부 점 요소를 찾는다.

첫 점 요소를 R이라 한다면 6을 찾고 이 점과 최 

단거리에 있는 다른 점을 찾아 시작 선분을 만든다. 

R을 포함하고 있는 격자 내부에 다른 점이 있다면 이 

점을 가장 가까운 점 3로 하고 다른 점 이 없다면 격 

자영역을 확장하여 최단 거리에 있는 R를 찾는다.

3.5 3차원 Delaunay 삼각망 생성

1. 중심이 되는 점을 구하고 (두 점의 좌표가 R(X], 

yi, Z[), 户2(X2, 2,  Z2)라 한다면 이 중심점에서 선분을 

이끌어 내어 길이가 선분 P瓦 의 右/2 이 되며 기 

울기가 선분 职 와 수직인 선분을 임의로 하나 생 

성한다.

*

2.1과 같이 선분을 생성한 후에 선분 耳瓦 를 축 

으로 하여 위에서 생성한 선분을 1회전하여 이 선분 

이 통과하는 모든 영역을 제 1 탐색영역으로 선택한 

다. 만약 이 부분에 원하는 점 0가 존재 하지 않을 경 

우 이 영역의 X, y, z방향으로 1씩 증가한 영역으로 

확대하여 탐색한다.

3. 만일, 격자 내부에 하부격자가 존재할 경우엔 우 

선 탐색지역에서 가장 가까운 격자 부분을 먼저 탐색 

한다.

4. 위와 같은 검색을. 실시하여 검색 영역 안에 점 

이 발견되면, R, R와 새로운 점 3를 대원으로 하 

는 구를 그리고 이 구를 포함하는 최소의 정육면체를 

만든다.

그리고, 이 정육면체가 지나는 격자 내부의 점들을 

검색하여 점 r, R 이외에 다른 점들이 Sphere 
내부에 존재하는지 판정한다.

만약, 내부에 포함하는 점이 없으면 R는 선분 

海 의 메이트가 되어 첫 Delaunay 삼각형이 완성 

된다.

5. 만약 위 정육면체가 지나가는 격자에 다른 점이 

발견되면 이점이 위에서 생성된 구 내부에 존재하는 

지 확인하고 만약 이 점이 구 내부에 존재한다면 즉시 

그 점을 새로운 메이트로 갱신하고 새 메이트를 기준 

으로 하여 위와 같은 작업을 비어있는 구(Empty 
Sphere)를 만족할 때까지 반복한다.

6. Empty Sphere# 만족하면 최초의 Delaunay 삼 

각형이 생성된 것이다.

4. 사면체 생성 알고리즘

3.5절에서 설명한 것과 같은 방법으로 최초의 

Delaunay 삼각형을 생성한 후에 이 삼각형을 기본으 

로 하여 Delaunay 사면체를 생성해야 한다.
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본 논문에서 제안하는 방법은 다양한 점 분포를 가 

진 점 데이터에서 Delaunay 사면체를 생성해 본 후 

Delaunay 사면체가 생성될 확률이 가장 높은 지역을 

선별하여 이 지역을 우선적으로 탐색하는 방법이다.

Fig. 1은 Delaunay 사면체가 생성될 때 삼각평면 

모서리의 평균 모서리 길이와 삼각형 중심부터 메이 

트가 되는 점 R의 거리관계를 나타낸 것이다. 균일 

분포, 정규분포의 2가지 분포를 가진 10만개의 점집 

합 중 10000개를 sampling한 것으로 각각 10번씩 테 

스트 하여 평균을 낸 것이다.

이에 따르면 삼각형의 모서리 평균길이와 삼각형 

중심에서 사면체가 생성될 확률이 가장 높은 거리 비 

율은 삼각형의 평균모서리 길이가 Z이라 하였을 때
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Fig. 1. Delaunay삼각화가 완성 되 었을 때 삼각평 면 모서 

리의 평균길이와 삼각평면의 중심부터 메이트까지 

거리 관계.

Fig. 2. Delaunay삼각화가 완성되었을 때 삼각평 면 모서 리 

의 평균길이와삼각평면의 중심부터 메이트가되는 

점의 위치관계.

정사면체의 높이 扌Z에 해당하는 영역이 높다（실제 

로는 이 거리의 80% 정도에 가장 밀도가 높으며 어 

떠한 점집합군도 이지역의 밀도가 타 지역 보다 높 

다）. 따라서, 삼각형의 중심에서부터 季셔Z의 거리 

만큼 떨어져 있는 격자영역을 우선 탐勾逑다. Fig. 2 

는 메이트를 구하려는 Delaunay삼각형의 모서리 길이 

가 1인 정삼각형으로 가정했을 때 이 삼각형의 무게 

중심에서 메이트까지의 위치관계를 나타낸 것으로 10 
만개의 점 집합 중 10000개를 random sampling한 

것으로 각각 10번씩 테스트 하여 평균을 내었으며 무 

게 중심의 좌표는 （0, 0, 0）이 되도록 하였다.

4.1 사면체 탐색 알고리즘

위에서 살펴본 것처럼 메이트의 분포는 Delaunay 
삼각형 중심에서 冬*  떨어진 지역을 중심으로 집 

중 분포하고 있으耳（«지점을 중심으로 하는 반경이 

2L인 구 안에 메이트의 80%가 밀집되어 있다.） 이 지 

역에서 멀어질 수 록 삼각형 의 중심에 집중적으로 존 

재함을 알 수 있다. 따라서, 이 지역을 우선적으로 탐 

색하는 알고리즘을 작성하여 탐색효율을 높인다.

이 알고리즘에서 가장 먼저 수행해야 할 것은 현재 

메이트를 구흐卜고자 하는 Delaunay 삼각형의 법선벡터 

를 구하고 이 법선벡터가 X, 乂 z축 중 어느 축에 더 

가까운지 판단한다. 예를 들어 법선 벡터값이 （1, -2, 

7）이라면 z축 방향으로 가장 가깝다. 이런 경우에는 z 
축에 수직인 방향으로 탐색한다. 다음은 법선벡터가 z 
축 방향으로 기울어져 있을 때 메이트를 탐색하는 방 

법을 설명하였다（X, y축 방향은 각각 X축, j축에 수직 

인 방향으로 탐색하되 탐색순서는 才축 방향과 같다.）.

탐색 순서

1. 삼각평면의 중심을 계산한다.

2. 삼각평면과 직각이 되는 법선을 구한다.

3. 삼각평면의 각각의 모서리 길이의 평균 康 = a + 

b + c【3을 구한 후 삼각평면의 중심에서부터 법선 
방향으로 普平 原만큼 떨어진 거리에 있는 격자 

를 계산한다.

4. 이 격자에 점 데이터가 있는지 탐색한다.

5. 이 격자에 점 데이터가 있으면 9번으로 간다.

6. 이 격자에 점 데이터가 없으면 Fig. 3과 Fig. 4 
. 에 설명한 것과 같이 탐색 우선순위를 정한다. 두

번째 탐색영역은 첫 번째 탐색영역의 주위이며 

（Fig. 3에서는 앞쪽 영역도 탐색한다.） 이 부분에 

점 데이터가 없으면 격자를 축방향으로 확대하며 

탐색한다.
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Fig. 3. 사면체 탐색 알고리 즘 z축에 수직 인 경 우.

Fig. 4.사면체 탐색 알고리즘z축에 수직인 경우（수직 단면）.

7. 위와 같은 방법으로 탐색하되 무게중심을 포함하 

는 격자가 탐색되면 Fig. 4에서 아래쪽 영역은 

더 이상 탐색하지 않고 삼각형을 포함하는 경계 

영역으로 탐색을 수행한다.

8. 6. 7.항에 해당하는 탐색을 수행 하면 삼각평 면의 

바깥부분에'해당되는 영역을 모두 탐색하게 된다.

9. 탐색영역 내에 점 데이터가 존재하면 삼각평면의 

꼭지점과 발견한 점을 포함하는 구를 생성한다. 

구를 포함하는 최소격자상자를 계산하고 이 안에 

존재하는 데이터 점들이 위에서 계산한 구 내부 

에 존재하는 지 판별한다. 격자 내부에 8분할되 

어 있는 영역이 있을 경우 축 부분에서 가까운 

분할된 영역을 먼저 탐색한다.

10. 만약 최소격자상자 안에 존재하는 데이터 점들 중 

구 내부에 존재하는 점이 있으면 이 점을 가지고

Fig. 5. 경계상자 안에 있는 격자 탐색（8분할 이용）.

다시 사면체를 만들고 외접하는 구를 생성한 다 

음 9번을 반복한다.

11. Empty Sphere® 만족하는 점을 탐색할 때까지 계 

속한다.

4.2 사면체 구성 방법

3차원 Delaunay 삼각망 생성에서 가장 중요한 문제 

는 Delaunay사면체가 오류 없이 완벽한 형상으로 생 

성되어야 한다.

오류 없는 완전한 삼각망을 생성하기 위한 좋은 방 

법은 3차원 격자 내부에 최초의 데이터 점을 선택하 

고 이를 기준으로 하여 최초의 선분을 생성하며 선분 

을 모서리로 하는 최초의 삼각형을 만들고 이를 하나 

의 면으로 하는 사면체를 생성하는 것이 그 시작이 

다. 또한 이 사면체의 면을 기준으로 새로운 사면체를 

쉽게 탐색하고 연결하여 추가할 수 있어야 하며 내부 

에 구멍이 생성되는 경우처럼 어떠한 기하학적인 오 

류도 발생해서는 안 된다.

최초의 면 리스트는 최초로 생성된 사면체로부터 

시작된다. 최초로 생성된 사면체가 RP2P3P4라면 다음 

과 같은 4개의 삼각형으로부터 면 리스트가 시작된다.

ap3p2p1 ap,p2p4 ap2p3p4 AP3P1P4

모든 면은 오른손 법칙에 따라서 사면체의 바깥쪽 

으로 법선벡터가 향하도록 삼각형의 꼭지점 순서를 

배치한다. 사면체의 면이 서로에게 영향을 주므로 면 

리스트는 이중 원형 연결리스트로 만드는 것이 접근 

과 유지에 편리하다.

최초의 면 리스트가 생성되면 사면체구성은 다음과 

같은 단계를 따른다.
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1. 위의 면 리스트로부터 가장 우측의 면을 선택하 

여 Delaunay 사면체를 구성하는 4번째 점을 탐색 

한다.

2. 만약 점이 발견되면 새로 형성된 사면체가 이전 

에 만들어진 사면체와 접촉이 있는지 검사한다. 만약 

에 접촉이 있다면 몇 개의 면이 접촉했는지 판단 

한다.

3. 하나의 면이 접촉했다면 리스트에서 접촉한 하나 

의 면을 삭제한 후 2개의 새로운 면을 면 리스트에 

추가한다. 두개의 면이 접촉했다면 리스트에서 접촉 

한 두개의 면을 삭제한 후 1개의 새로운 면을 면 리 

스트에 추가한다. 세 개의 면이 동시에 접촉했다면 리 

스트에서 접촉한 세 개의 면을 모두 찾아서 삭제한 

다. 면 접촉이 아닌 점접촉이나 선분접촉은 본 알고리 

즘에 영향을 주지 않으므로 면 리스트로부터 현재면 

을 삭제한 후 새로운 3개의 면을 리스트에 추가하면 

된다.

3 접촉하는 부분이 없다면 면 리스트로부터 현재면 

을 삭제한 후에 새로운 3개의 면을 면 리스트에 추가 

한다.

3. 만약 점이 발견되지 않으면 현재면은 최 외곽의 

경계면에 도달한 것이므로 현재면을 면 리스트에서 

삭제한다.

4. 이러한 순서를 면 리스트에 면 데이터가 완전히 

삭제될 때까지 반복한다. 예를 들어 최초의 면 리스트 

가

AP1P2P3 AP,P2P4 AP2P3P4 AP3RP4

라고 한다면 현재면은 사＞30已이다.

이 현재면을 기준으로 새로운 점 P5가 발견되어서 

Delaunay 사면체가 완성된다면 다음과 같은 면 리스 

트로 갱신된다.

ARP2P3 APtP2P4 AP2P3P4 APPR

ap4p3p5 ap3p,p5
따라서 현재면은 면 리스트의 맨 뒤에 있는 AP3RP5 

이 되며 위와 같은 과정을 면 리스트가 완전히 삭제될 

때까지 반복한다.

다음은 이와 같은 과정을 pseudo code화 한 것이다.

첫 번째 점요소 日을 중앙격자에서 찾는다•

점요소 日과 가장 가까운 점 P?를 찾는다.

日과 P2 P3를 대원으로 하였을 때 구 내부에 점요소 

를 포함하지 않는 점 P3를 찾는다. 이 세 점이 최초의 

삼각형이 된다.

현재의 삼각형으로부터 첫 번째 사면체를 찾는다.

（已 탐색）

면 리스트를 P3P2P„ P,P2P4, P2P3P4, P3RP4로 초기 

화한다.

while（면 리스트에 값이 존재하는 동안）{

현재 면 리스트의 가장 마지막 값을 현재면으로 변경 

ifl%가 존재하면）{

iR발견한 P,가 이전에 사용된 값이면）{ 

접촉상태 평가;

1. 한 개면 접촉이면 :

현재 면을 리스트에서 삭제

리스트에서 접촉된 면 리스트 값 삭제 

접촉하지 않은 두 개의 면추가

2. 두 개면 접촉이면 :

현재 면을 리스트에서 삭제

리스트에서 접촉된 면 리스트 값 삭제 

접촉하지않은한 개의면추가 •

3. 세 개면 접촉이면

현재 면을 리스트에서 삭제

리스트에서 접촉된 면 리스트 값 삭제

4. 점접촉 또는 선분접촉이면 

현재 면을 리스트에서 삭제 

새로운 세 개의 면 리스트 추가

）else{
현재 면 리스트 삭제

새로운 세 개의 면 리스트 추가

已에 사용됨 플래그 표시

}

}else{ 〃 경계면 도달

현재 면 리스트 삭제

}

}

4.3 테스트 환경

본 알고리즘을 테스트 하기 위하여 다음과 같은 환 

경 하에서 프로그램을 개발하고 테스트를 진행하였다.

Table 1. 시 스템 환경

Hardware Pentium 4 2.4 GHz
운영체계 Windows2000 Professional
Language Visual C++ 6.0

Graphic library OpenGL 1.2

5. 수행 결과

본 논문에서 제시한 알고리즘을 이용한 Delaunay

한국CAD/CAM학회 논문집 제 10권 제 3 호 2005년 6월



174 박시형, 이성수

Fig. 6. 50개의 점군으로 이루어진 집 합.

삼각망과 기존의 Delaunay 삼각망 알고리즘과 비교한 

결과 다음과 같은 결과를 얻었다.

Fig. 6은 50개의 점군으로 이루어진 집합을 표현하 

였으며 Fig. 7은 Fig. 6의 점집합을 이용하여 Delaunay 
삼각화 하는 과정을 단계별로 표현하였다. 첫 번째 그 

림은 최초의 사면체를 생성해 낸 것이며 두 번째 그림 

은 최초의 사면체에서 Delaunay 삼각망을 5단계 진행 

한 모습이다. 그리고 마지막은 Delaunay 삼각망을 완 

성 한 것을 보여주고 있다.

Fig. 9는 점집합이 균일분포일 때 패치를 수행한 것 

이며 Fig. 8은 초기 입력 값이다. Fig. 11, Fig. 13는 

X, y, z축 상에 독립적인 정규분포, X, y, z축 상에 종 

속적인 정규분포일 때 패치를 수행한 것으로 점집합 

의 개수는 모두 5000개이다. Fig. 14, Fig. 15, Fig. 
16에서는 점집합의 수가 각각 5000, 10000, 20000, 
40000개로 이루어진 임의의 점 데动터를 삼각화 했을 

때 수행성능을 평가한 것으로 본 논문에서 제안한 알 

고리즘（8분할방법 + 최우선탐색법）을 이용한 탐색시 

간（점집합 5000개）을 1이라고 하였을 때 균일격자법

Fig. 8. 균일분포된 점 집 합（" =5000）.

Fig. 7. Fig. 6의 점집 합을 삼각화 하는 과정 . Fig. 9. 3차원 Delaunay삼각망（균일분포）.
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Fig. 10.x,y,z축에 서로독립적인 정규분포 적용（” = 5000）.

Fig. 11.3차원 Delaunay삼각망（x,y,z축에 독립된 정규분포）.

Fig. 12. 정규분포 된 점집합（" = 5000）.

+ 최우선 탐색법을 이용한 것과 Fang이 제안한 균일 

격자법 + 터널 탐색법, 균일격자법 + Box 기초탐색법 

의 삼각망 생성속도의 상대 비교를 나타내었다. 터널 

탐색법은 전형적인 Delaunay 사면체에서 메이트가 이 

전에 생성된 삼각형 평면의 중심을 지날 확률이 높다 

는 관찰에서 시작한 방법으로 삼각형 중심에서 시작 

하여 +x, -X, +y, -y, +z, -z의 탐색방향으로 값을 증 

가시키면서 탐색한다. 그리고 축방향의 영역은 다른 

영 역 보다 더 빠르게 확장시 키는 방식이다.

Box 기초 탐색법은 삼각형 면의 경계상자를 각각의 

방향으로 확장하면서 Delaunay점을 찾는 방식이다.

점 데이터가 균등분포를 나타낼 때 생성속도는 균 

일격자법을 이용한 방법이 8분할격자를 이용한 방법 

보다 3-4% 더 뛰어난 성능을 보였다（Fig. 14 참조）. 

이러한 이유는 균일격자 내에서 8분할을 위한 전처리 

작업을 수행하였으나 점 데이터가 고르게 분포하였기 

때문에 8분할의 이점을 살리지 못하였기 때문이다. 이 

에 비해 불균일한 점집합（Fig. 15, Fig. 16）을 입력받 

았을 때에는 8분할을 이용한 최우선 탐색방법이 균일 

격자법 보다 평균 25% 더 효율이 뛰어났다. 이는 점 

데이터가 집중되어 있는 격자일 경우 8분할을 하게 되 

면 탐색범위를 효율적으로 줄일 수 있을 뿐 아니라 최 

우선탐색법의 효율적인 탐색영역을 이용할 수 있기 

때문이다. 이는 점집합의 분포가 일정하지 않은 점군 

에서 균일 격자법보다 더 뛰어난 성능을 보임을 알 수 

있다. 또한, Fig. 14, Fig. 15, Fig. 16의 결과에서 보 

는 것과 같이 점집합의 수가 증가하더라도 8분할 + 

최우선 탐색법을 사용하여 삼각망을 생성하는 생성시 

간이 선형적으로 비례함을 알 수 있다（실제로 100만 

개 이상의 대단위 점집합에 대해서도 선형성을 확인 

하였다.）. 일반적인 Random Incremental Construction 

알고리즘이나 Flipping 알고리즘 등의 실제 생성시간 

이 비선형적 인 것을 고려해 보면（최악 수행시간이 아 

닌 평균적인 생성시간은 2차원에 근접한다.） 점집합의 

개수가 크다면 이 생성시간의 차이는 크다. 따라서, 접 

집합의 개수가 큰 삼각망 형성에 효과적이다.

Fig. 13. 3차원 Delaunay삼각망（정 규분포）.
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Oct-Subdivision
^Highest Priority Search Method

—o— Uniform Grid
+Highest Priority Search Method
-슈-- Uniform Grid

+ Fang's Tunnel-Based Method

-V-- Uniform Grid

+ Fang's Box-Based Method
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Fig. 14. 3차원 Delaunay 삼각화 알고리즘의 속도(Unifbrm 
Data).
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Fig. 15. 3차원 Delaunay 삼각화 알고리 즘의 속도(Normal 
Distribution Data(x, y mutual independence)).
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Fig. 16. 차원 Delaunay 삼각화 알고리 즘의 속도 (Normal 
Distribution Data(x, y mutual dependence)).

6.결 론

균일격자를 사용하면 특정 영역에 포함되는 기하요 

소를 짧은 시간 안에 찾을 수 있는 장점이 있다.

본 논문에서 제시한 알고리즘을 이용하여 3D 
Delaunay 삼각망을 적용할 경우 Delaunay 사면체의 

정의에 따른 삼각망을 생성하기 때문에 비 Delaunay 
삼각망은 발생하지 않는다. 또한, 삼각망의 생성방법 

으로 볼 때 항상 Convex Hull 조건을 만족하며 구멍 

과 같은 패치 오류가 발생하지 않는다.

그러나, 3D Delaunay 삼각망의 경우 2D Delaunay 
삼각망 보다 탐색해야 하는 범위가 평면격자가 아닌 

공간의 큐브이므로 타 알고리즘과 마찬가지로 수행시 

간의 저하를 피할 수 없다.

본 논문에서는 2차원과 3차원 상에서 점집합이 주 

어질 경우 균일격자를 생성하고 각각의 균일격자 마 

다 특정 수 이상의 점 데이터가 존재할 경우 하부격자 

로 분할함으로써 주어진 점집합을 빠르게 패치하여 

삼각화 하는 Delaunay 삼각망 알고리즘을 제안하였 

다. 기존의 균일격자를 사용하면 특정 영역에 균일하 

게 분포한 점집합을 짧은 시간 안에 찾을 수 있는 장 

점이 있다. 그러나, 균일격자를 이용한 Delaunay 삼각 

망은 점집합 중 일부가 특정 위치마다 집중으로 모여 

있어 불규칙하면 특정 격자 내부에 점 데이터가 밀집 

되므로 밀집된 점을 모두 검색하여야 한다. 따라서, 격 

자를 분할하여 얻는 탐색범위의 축소이점을 제대로 

얻지 못하게 된다.

기존 균일격자의 평균검색시간은

O(GI\n) + w X SearchMateUQY3]^ 여기서 G7{”)은 

〃개의 점집합에서 격자를 생성하는 전처리 시간이고 

SearchMate或)는 균일격자에서 메이트를 찾는 시간 

으로 X, y, z 방향의 우선탐색 범위의 평균 모서리 

길이를 각각 a, b, c라고 하면 /xM-x으 x-으 

가되다 Xres y res zres

본 논문에서 제안한 8분할을 시행하면 데이터가 집 

중된 격자 내부를 하부격자로 다시 세분화하기 때문 

에 검색할 때에 우선 검색 범위를 그만큼 줄일 수 있 

어 메 이트를 찾는 시간을 감소시 킨다. 이 알고리즘의 

평균검색 시간은 O、GST(n) + nx SearchMateS^로 표 

현할 수 있다.

여기서, GST(")는 ”개의 점집합에서 균일격자를 생 

성하고, 8분할을 실행하는 시간이며 SearchMateS眼 

8분할된 격자에서 메 이트를 찾는 시 간으로 X, z 방 

향의 우선탐색 범위의 평균 모서리 길이를 각각 a, b, 
c라고 하고 하부격자로 분할함으로써 탐색범위 한쪽
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방향에서 제외되는 모서리 길이를 각각 a', V, " 각각 

의 모서리방향에서 제외되는 점집합의 개수를 ”，이라

한다면 탐색 시간은 4丄乂브X으-宀으■

^res y res ^res ^res 
x■으으 가 된다.

y res 야£$

불균일한 점집합에서 메이트를 검색하는 시간은 

SearchMateSQp\ SearchMateUQ보다 뛰어나므로 전처 

리 과정에서 G7"）보다 상대적으로 많은 시간을 요하 

는 GS7"）의 수행속도를 고려하더라도 전체 성능은 8 

분할이 균일격자법보다 2차원인 경우 평균 19%의 성 

능향상이 3차원인 경우 25%의 성능향상이 있다.

또한, 탐색범위를 Fang이 제안한 터널 팀색법 대신 

에 본 논문에서 제안한 최우선 탐색법을 이용함으로 

써 Delaunay삼각형 또는 사면체가 발생할 확률이 높 

은 지역을 최우선 탐색하여 더욱 효과적으로 

Delaunay 삼각망을 생성할 수 있다.

따라서, 본 논문에서 제안한 삼각화 알고리즘을 적 

용할 경우 삼각망 생성시간은 속도향상기법을 적용하 

지 않은 Incremental Construction 알고리즘（수행시간 

이차원인 경우。（旳, 삼차원인 경우 0（"））과 비교해 

큰 시간향상이 있을 뿐 아니라 일반적인 균일격자와 

비교할 경우에도 삼각망 생성시간의 향상을 가져올 

수 있다.
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