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A stochastic dynamic lot sizing problem for multi-item is suggested in the case that the distribution of the 
cumulative demand is known over finite planning horizons and all unsatisfied demand is fully backlogged. Each 
item is produced simultaneously at a variable ratio of input resources employed whenever setup is incurred. A 
dynamic programming algorithm is proposed to find the optimal production policy, which resembles the 
Wagner-Whitin algorithm for the deterministic case problem but with some additional feasibility constraints. 
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1.  서  론

Wagner and Whitin(1958)의 전통적인 동적 생산계획 문제
(Dynamic Lot Sizing Problem)는 이산형의 동일한 시간간격을 
유한하게 갖는 계획 기간하에서 수요가 확정적인 경우에서의 

모형을 다루었다. 이를 시초로 다양한 동적 생산계획 모형들
(Baker et al.(1978), Florian and Klein(1971), Lambert and Luss 
(1982), Love (1973), Zangwill(1969))이 분석되어 왔으며, 이들
은 생산-재고 시스템 연구분야에서 중요한 획을 그어 왔다. 하
지만 위 모형들은 생산계획 기간하에서 동적 수요가 확정적으

로 변하지 않는다는 전제하에서 생산시스템을 모형화하고 이

를 분석하 다. 이에 따라, 새로운 주문에 의한 수요증가나 주
문취소에 의한 수요감소 등으로 인하여 야기되는 수요예측 상

에 변화가 생길 경우, 이미 결정된 생산정책은 더 이상 최적 의
사결정이 되지 못한다. 더구나 실제 생산시스템에서 수요를 
정확히 예측하는 것은 매우 어려운 일이며, 수요예측에 대한 
오차가 수반되는 것이 일반적이다. 이러한 환경에서는 제품에 
대한 수요는 확률적으로 해석하는 것이 타당하며 이러한 확률

적 수요를 반 한 최적 의사결정이 필연적으로 요구된다.
본 논문에서는 단일설비로 다종제품을 생산하는 생산시스

템에서의 생산계획 문제를 다루고자 한다. 이 문제에서 생산
은 생산기간마다 다종제품을 동시에 생산하고 이때 각 제품의 

생산량은 전체 투입자원량의 일정비율로 생산된다. 이러한 생
산시스템의 예로는 원유 정제 시 휘발유, 경유, 중유 등의 제품
이 일정비율로 생산되는 정유공장을 들 수 있다. 단일설비 다
종제품의 동적 생산계획 문제는 Sung(1985)에 의해 처음으로 
분석되었다. Sung(1985)은 추후 조달(Backorder)이 허용되는 
경우와 허용되지 않는 경우 그리고 다종설비 문제로 확장한 3
가지 모형에 대한 최적해의 구조적 특성을 규명하고, 이러한 
성질을 근간으로 최적해를 찾을 수 있는 동적 계획법을 제안

하 다. Lee and Joo(2000)는 Sung(1985)의 논문을 생산준비비
용의 절감효과를 고려하여 최적 생산계획과 최적 투자액을 동

시에 결정할 수 있는 동적 생산계획 문제로 확장하 다. 또한, 
Lee et al.(2000)은 단일설비 다종제품의 동적 생산계획 문제에
서 주어진 생산계획이 유지되는 생산준비비용의 안정범위에 

대하여 연구하 다. 하지만 상기의 연구들은 확률적 수요를 
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고려하지 않았다.
수요의 불확실성을 고려한 확률적인 동적 생산계획 모형에 

관한 연구로서 단일제품에 대한 모형들을 살펴보면, Burstein 
et al.(1984)과 Nevison(1985)은 수요량은 알려져 있으나 수요
의 발생시점이 불확실한 경우에서의 동적 생산계획 문제를 다

루었다. Burstein et al.(1984)은 최적해의 성질을 규명하고 최적
해를 찾기 위한 동적계획법(Dynamic Programming)을 제안한 
반면 Nevison(1985)은 휴리스틱 알고리듬을 제시하 다. 
Silver(1978)는 평균수요량에 대해 Least-Period-Cost 휴리스틱 
기법을 적용하여 첫 생산로트의 크기와 Order Horizon을 결정
하는 방안을 제시하 다. Askin(1981)은 Silver(1978)에서 사용
된 목적함수 대신에 Newsvendor 목적함수 하에서 Least-Period 
-Cost 휴리스틱 기법을 적용하여 Order Horizon을 결정하는 방
안을 제시하 다. Bookbinder and Tan(1988)은 추후 조달된 수
요에 부과되는 벌과비용(Penalty Cost) 대신에 서비스 수준에 
대한 제약조건을 사용하여 동적 생산계획 문제를 분석하 다. 
Vargas(1995)는 추후 조달된 수요에 대한 벌과비용을 도입하
여 비용모수가 시간에 관계없이 일정하다는 가정하에 동적 생

산계획 문제를 분석하 다. Sox(1997)는 Vargas(1995)의 연구
를 일반화하여 확률적인 수요를 갖고 매 기간마다 모든 비용

모수들이 다를 경우의 동적 생산계획 문제를 다루었다. 그는 
최적해의 성질을 규명하고 이 성질을 이용하여 최적해를 효과

적으로 찾을 수 있는 확률적 동적 계획법을 제시하 다. Kim  
and Lee(2001)는 수요가 확률적으로 발생하고 매 기간마다 비
용모수들이 변할 때, 각 제품별로 생산비율이 생산계획 전 기
간 동안 일정하다는 가정하에서 단일설비 상에서의 다종제품

에 대한 생산계획 문제를 다루었다. 
본 연구에서는 생산-재고시스템을 위한 단일설비 상에서 확
률적 수요를 갖는 다종제품을 생산할 때, 각 제품별 생산비율
을 매 생산기간마다 결정하는 경우에서의 동적 생산계획 문제

를 다루고자 한다. 이 문제에서는 언제 생산할 것인지에 대한 
생산기간과 그 때의 총괄 생산량 및 제품별 생산비율을 결정

하는 것이다. 본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 수리
모형을 위한 전제조건을 설명하고 모형에 대한 수식화를 다루

며, 3장에서는 모형이 가지고 있는 특성과 이를 이용하여 효과
적으로 해를 구할 수 있는 알고리듬을 제시하고, 4장에서는 수
치예제를 통해 제안된 알고리듬의 적용절차를 설명한다. 최종 
결론과 함께 향후 연구방향에 대하여는 5장에 기술한다.

2.  수리 모형

본 모형을 위한 주요 전제조건은 다음과 같다. 
∙계획기간은 유한하다.
∙생산설비 상의 용량에는 제약이 없다. 
∙매 생산기간마다 각 제품은 동시에 생산되며, 이때 각 제
품들은 전체 투입자원에 대하여 다음 생산기간까지만 일

정비율로 생산된다.
∙수요-공급계획 기간 동안 각 기간에서의 제품별 수요에 
대한 확률적인 분포는 알려져 있다.
∙재고 부족으로 수요를 충족시키지 못하는 제품들은 모두 

추후 조달을 통하여 수요를 만족시킨다.

모형 전개에 사용되는 수요의 특성치와 비용 관련 모수들을 

나타내는 기호는 다음과 같다.
T = 계획기간의 길이
N = 다종제품의 수
t = 기간을 나타내는 첨자
i = 제품을 나타내는 첨자
 = 기간 t에서의 총괄 생산량
 = 제품 i에 대한 기간 t에서의 생산량
 = 기간 t까지의 누적 총괄 생산량
 = 제품 i에 대한 기간 t까지의 누적 생산량
  = 기간 t에서의 제품 i에 대한 수요량
  = 기간 t까지의 제품 i에 대한 누적 수요량
  = 기간 t에서의 제품 i에 대한 기말 재고량
 =  >0 이면 1, 아니면 0
 = 기간 t에서의 제품 i에 대한 생산비율( ≥0) 
 = 기간 t에서의 생산 준비비용
 = 제품 i에 대한 재고비용
 = 제품 i에 대한 추후 조달비용
  = 의 확률 도함수
  = 의 누적 도함수
M = 충분히 큰 양수

상기의 기호를 이용하여 수리모형을 제시하면 모형 (P)와 
같다. 

(P)   
 



  
 



 

   

 



 

   (1)

s.t.           , for all t and i (2)

  




 , for all t, (3)

  , for all t and i, (4)

 ≤ , for all t, (5)

 ≥, for all t and i, (6)

∊, for all t. (7)

여기에서       이며  

  

     이다.
기간 t에서의 제품 i에 대한 재고 균형식은 식 (2)와 같이 표
현되며, 식 (4)는 각 제품은 총괄 생산량에 대하여 일정비율로 
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생산됨을 나타낸다. 식 (3), (4), (5), (6)을 누적 생산량으로 표
현하면 식 (8)∼식 (11)처럼 표현된다.

  




 , for all t, (8)

        , for all t and i, (9)






     ≤  , for all t, (10)

  ≤ , for all t and i. (11)

일반성의 상실 없이 제품 i의 기초 재고를 0이라고 가정하면 
식 (2)는 다음과 같이 표현된다. 

     




       , 

for all t and i. (12)

재고 부족으로 수요를 충족시키지 못하는 제품들은 모두 추

후 조달을 통하여 수요를 만족시키므로 기간 t말에서 제품 i에 
의하여 발생되는 재고비용과 추후 조달비용의 기댓값을 

  라 두면, 제품 i의 기초 재고가 0인 가정하에서 즉, 
 ≥ 에 대하여   은 다음과 같이 표현된다. 

   



  



∞

  .
(13)

누적 생산량 를 문제(P)에 대입하여 재고와 관계되는 변

수를 제거하면 문제 (P)는 다음과 같이 표현된다.  

(RP)    




  
 



    (14)

s.t.   




 , for all t, (15)

            , for all t and i, (16)

    ≤  , for all t, (17)

  ≤  , for all t, (18)

 ∊ , for all t. (19)

식 (18)이 유지되는 한, 식 (16)으로부터   ≤ 은 항
상 유지되므로 각 제품에 대한 제약조건   ≤ 의 준수 

여부는 검사할 필요가 없다.

3.  모형 분석

매 생산기간마다 제품별 생산비율은 변한다. 기간 t 이전까지 
S(t)번의 생산준비를 통한 생산기간이 있었다고 하고, 이들 생

산기간을      라 하며,      에서의 제품  i에 
대한 생산비율을  라 하자. 그러면, 기간 에서 
다음 생산기간 까지의 제품 i에 대한 생산비율은 ≥, 

          이며,  그 때의 제품 i에 
대한 누적 생산량은             

이다. 기간 t까지 제품 i에 대한 누적 생산량은   




 






 이며 이는 식 (20)과 같이 표현된다.

  


 

             . (20)

생산이 기간 s에서 일어나고 다음 생산은 기간 t+1에서 일어
나며, 기간 s와 t 사이의 누적 총괄 생산량이       
   로 주어지며, 기간 s 이전의 과거 생산기간   
  에서의 제품별 생산비율과 누적 총괄 생산량을 알 경우 

기간 s, s+1, ..., t 동안 발생되는 기대비용을 식 (21)과 같이 정
의하자. 

 │       

                   
 




 



     

                  
 



          ≤  (21)

식 (13)의 에 대한 2차 도함수는 비음(non-negative)의 값
을 가지므로   는 볼록함수이다. 따라서   또한 볼
록함수이다. 를    을 만족하는 해라고 하면,  
가 볼록함수이므로 는  를 최소화하며 유일하게 존재

한다.     는 기간 T 이전의   인 생산기간이므로 
문제 (RP)의 목적함수는 마지막 생산계획 기간 T에서의 생산
여부에 따라 다음과 같이 표현된다. 

i) T가 생산기간이 아닌 경우 

      

   





     

│    

                 , (22a)
 for        ,      .

ii) T가 생산기간인 경우 

      

   





     

│    

               

  │         , (22b)

 for      ,      .
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문제 (RP)의 목적함수는 분리 가능한 함수      

│

         의 합으로 표현되므로 이 성

질을 이용할 때 다음의 결과를 얻을 수 있다. 

[정리 1]     를 문제 (RP)의 최적해라고 하자.  ≤ 인 
임의의 기간 s와 t에 대하여       이고        
    이면,              이다.

<증명>  [정리1]의 조건이 성립하면 기간 s와 t+1은 생산기간
이며,  는 목적식을 구성하는 항의 하나로서 분리된다. 
또한,    가 문제(RP)의 최적해이므로            
      


  가 성립한다. 다음의 3가지 경우를 생각

해 보자.

경우 1 :  ≤ 일 때
≤   이며 가 볼록함수이므로 를  로 
감소시킴으로써 제약조건     


를 만족시키면서 를 

감소시킬 수 있다. 따라서,    는 최적해가 아니다.

경우 2 :        일 때
목적함수가 분리 가능하고 가 볼록함수이므로 


  

이다.

경우 3 :   ≤일 때
≥    이고 가 볼록함수이므로 를  로 
증가시킴으로써 제약조건    


를 만족시키면서 를 

감소시킬 수 있다. 따라서,    는 최적해가 아니다. 그
러므로,             이다.

우리가 결정해야 할 결정변수는 기간 s에서의 생산비율 
와 누적 총괄 생산량 x이다. x가 주어졌을 때 비용함수를 최소
화하는 제품별 생산비율 는 식 (21)을 에 대하여 미분한 
식으로부터 구할 수 있다. 식 (21)을 에 대하여 미분하면, 

 │   

    




     
     



 

   

∞

   

for all i.

 │     로 두고 이를 

정리하면, 모든 i에 대하여






    




            

(23)

식 (23)의 좌변은 범위 (0, t-s+1)에서 증가하므로 식 (23)을 
만족하는 함수  ⋅의 인수는 ∞에서 유일하게 결정

된다. 따라서 도 유일하게 결정되며 비음(non-negative)임이 
보장된다. 식 (15)와 식 (16)으로부터 모든 제품별 생산비율의 
합은 1이 되어야 함을 알 수 있다. 다음 [정리 2]에서는 제품별 
생산비율의 합이 항상 1이 되게 하는 제품별 생산비율을 구할 
수 있음을 보여준다. 

[정리 2]  가 식 (23)을 만족하지만 




 ≠라고 하자. 

  






라 두면 

는 식 (23)을 만족하면서 





  

이다. 
<증명> 함수  ⋅의 인수를     하자. 여기
서 과 는 임의의 상수이다. 그러면 x값을 적절히 조정해 

 

      







   이  성립하

는 , 즉 




  을 만족하는 

을 구할 수 있다. 

가 주어졌을 때 비용함수를 최소화하는 누적 총괄 생산

량 는 식 (21)을 x에 대하여 미분한 식으로부터 구할 수 있
다. 식 (21)을 x에 대하여 미분하면 다음과 같다.
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 │     으로 하여 이를 

정리하면 다음 식과 같다. 







 



        




       





 





(24)

또한,  │   
  임을 쉽

게 보일 수 있으므로 식 (24)를 만족하는 는 유일하다. 

제품별 수요량에 대한 확률 도함수를 추정을 통하여 알 

수 있다거나 이미 알려져 있다면, 식 (23)과 (24)를 만족하는 제
품별 최적 생산비율 와 최적 누적 총괄 생산량 

는 이분법

(Bi-section method)과 같은 수치해석 기법을 이용하여 구할 수 
있다. 
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Table 1.  Demand and cost data

Period 
Item 1 Item 2 Item 3

Mean   Mean   Mean  

1 50 110 0.1 0.1 50 0.2 1.5 70 0.3 2.1
2 50 150 0.1 0.1 45 0.2 1.5 65 0.3 2.1
3 45 170 0.1 0.1 35 0.2 1.5 75 0.3 2.1
4 45 230 0.1 0.1 40 0.2 1.5 70 0.3 2.1
5 50 200 0.1 0.1 50 0.2 1.5 60 0.3 2.1
6 45 160 0.1 0.1 60 0.2 1.5 65 0.3 2.1
7 50 130 0.1 0.1 65 0.2 1.5 70 0.3 2.1

[보조정리 1]   ≤인 임의의 기간 k, s와 t에 대하여 

    이면,         이고        
       


  인 문제 (RP)에 대한 최적해    

는 존재하지 않는다. 
<증명>    ≤인 임의의 기간 k, s와 t에 대하여 
    이고,         이며,        
       


  인 최적해 

  가 존재한다고 하

자. 그러면, [정리 1]에 의하여         이므
로    는 문제 (RP)에서 제약식 (18)을 위배한다. 따라서 
[보조정리 1]이 성립한다.

[정리 1, 2]와 [보조정리 1]을 이용하여 해를 구하는 알고리
듬은 다음과 같다. 

알고리듬

를 기간 t까지 발생되는 최소 기대비용, 를 기간 t 이전의 
마지막 생산이 기간 s에서 발생되고 다음 생산이 기간 t+1에서 
이루어질 때의 비용이라고 하자. 

 = 0.

For t=1,..., T
    For s=1,..., t
        식 (23)을 이용하여 을 계산한다.

        




 ≠이면 




  이 되도록 

을 정규화한다.

        식 (24)와 식 (21)을 이용하여 와   을 계산한
다.

             .
        만약   일 때     이면,  ∞.
     ,  for  ≤  ≤ .
    
While     
       for  ≤ .
       .      /* 생산준비 기간 */

    For j=s+1,..., t,    .
    For j=s+1,..., t
        For i=1,...., N,    .
    For j=s,..., t,    . /* 기간 t까지의 누적 총괄 생산량*/
         .
For t=1,..., T
    For i=1,...., N
        /* 제품별 누적 생산량 계산 */
        만약   이면,     .

        아니면,    ,              .

4.  수치 예제

본 장에서는 수치 예제를 통하여 제안된 알고리듬의 적용절

차를 설명하고자 한다. 기간 7 동안 3종류의 제품에 대한 생산
계획으로서 제품별 평균수요와 관련 비용은 <Table 1>에 주
어져 있다. 매 기간별 제품별 수요는 정규분포를 따른다고 가
정하 고, 표준편차는 평균수요의 0.2배로 주어지는 것으로 
하 다. 
기간 t에서의 제품 i에 대한 수요의 평균과 분산을 와 
라 하고, 기간 t까지 제품 i에 대한 누적 수요량의 평균과 분산
을  와   라 하면, 기간별 제품별 수요가 정규분
포를 따를 때  와   은 다음과 같이 주어진다.  

   




 (25)

    




 (26)

<Table 2>에서 최적 생산정책을 살펴보면 기간 1에 403.87
개를 제품별로 0.37, 0.27, 0.36씩 생산하고, 기간 3에 418.8개를 
제품별로 0.68, 0.10, 0.22씩 생산하며, 기간 4에 529.83개를 제
품별로 0.61, 0.16, 0.23씩 생산하고, 기간 6에 585.41개를 제품
별로 0.55, 0.22, 0.23씩 생산하여 계획기간 동안 총 1,937.91개
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Table 2.  Computational results

t s      Production Policy

1 1 (0.43,0.24,0.33) 259.48 62.04 62.04 62.04 (1)
2 1 (0.37,0.27,0.36) 403.87 115.63 115.63 115.63 (1,2)
2 2 (0.47,0.24,0.29) 502.67 68.96 131 (1),(2)
3 1 (0.42,0.23,0.35) 612.8 204.9 204.9 (1,2,3)
3 2 (0.49,0.19,0.32) 693.01 123.42 185.46 (1),(2,3)
3 3 (0.68,0.10,0.22) 822.67 66.14 181.77 181.77 (1,2),(3)
4 1 (0.42,0.22,0.36) 778.64 335.18 335.18 (1,2,3,4)
4 2 (0.50,0.18,0.32) 894.85 217.88 279.92 (1),(2,3,4)
4 3 (0.63,0.12,0.25) 1,016.48 127.6 243.23 243.23 (1,2),(3,4)
4 4 (0.66,0.12,0.22) 1,161.25 70.06 251.83 (1,2),(3),(4)
5 1 (0.44,0.22,0.34) 979.02 497.32 497.32 (1,2,3,4,5)
5 2 (0.50,0.19,0.31) 1,087.58 347.83 409.87 (1),(2,3,4,5)
5 3 (0.61,0.14,0.25) 1,231.31 219.09 334.72 (1,2),(3,4,5)
5 4 (0.61,0.16,0.23) 1,352.50 127.92 309.69 309.69 (1,2),(3),(4,5)
5 5 (0.70,0.13,0.17) 1,476.58 78.07 321.3 (1,2),(3,4),(5)
6 1 (0.44,0.23,0.33) 1,173.32 709.42 709.42 (1,2,3,4,5,6)
6 2 (0.51,0.20,0.29) 1,330.58 518.53 580.57 (1),(2,3,4,5,6)
6 3 (0.58,0.17,0.25) 1,439.59 352.76 468.39 (1,2),(3,4,5,6)
6 4 (0.57,0.19,0.24) 1,560.11 223.59 405.36 (1,2),(3),(4,5,6)
6 5 (0.62,0.18,0.20) 1,658.54 137.87 381.1 381.1 (1,2),(3,4),(5,6)
6 6 (0.63,0.17,0.20) 1,771.87 75.97 385.66 (1,2),(3),(4,5),(6)
7 1 (0.46,0.23,0.31) 1,433.14 962.47 962.47 (1,2,3,4,5,6,7)
7 2 (0.50,0.21,0.29) 1,540.64 732.33 794.37 (1),(2,3,4,5,6,7)
7 3 (0.56,0.18,0.26) 1,653.13 527.14 642.77 (1,2),(3,4,5,6,7)
7 4 (0.54,0.21,0.25) 1,747.51 358.95 541.72 (1,2),(3),(4,5,6,7)
7 5 (0.57,0.21,0.22) 1,857.28 236.06 479.29 (1,2),(3,4),(5,6,7)
7 6 (0.55,0.22,0.23) 1,937.91 138.03 447.72 447.72 (1,2),(3),(4,5),(6,7)
7 7 (0.56,0.21,0.23) 2,048.10 83.82 464.92 (1,2),(3,4),(5,6),(7)

를 기대비용 447.72로 생산한다. 이때, 제품별 누적 생산량은 
제품 1은 1,079.39개(55.7%), 제품 2는 364.49개(18.8%), 제품 3
은 494.03개(25.5%)로 집계된다. 

5.  맺음말

본 연구에서는 생산-재고시스템을 위한 단일설비 상에서 확률
적 수요를 갖는 다종제품을 생산할 때, 각 제품별 생산비율을 
매 생산기간마다 결정하는 경우 생산준비 및 재고비용을 최소

화하는 동적 생산계획 모형에 대하여 살펴보았다. 모형에 대
한 수식화를 통하여 모형이 가지고 있는 특성을 살펴보았고, 
이를 이용하여 효과적으로 해를 구할 수 있는 알고리듬을 제

시하 다. 본 모형의 응용분야로는 각 제품이 전체 투입자원 

양의 일정비율로 생산되는 정유산업이나 폐기물 재생산업 등

에 기초 모형으로 적용될  수 있을 것으로 사료된다. 
추후 연구과제로서 본 모형이 갖는 주요 전제조건을 현실화

하는 노력의 일환으로 본 모형과는 달리 생산용량에 제약이 

있는 경우에서의 문제와 최적의 로트크기가 정수로 제시되어

야 하는 경우에서의 동적 생산계획 문제를 고려할 수 있다. 
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