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Volumetric NURBS Representation of Multidimensional and 
Heterogeneous Objects: Concepts and Formation

Park, S. K?

ABSTRACT

This paper proposes a generalized NURBS model, called V이umetric NURBS or VNURBS for repre
senting volumetric objects with multiple attributes embedded in multidimensional space. This model 
provides a mathematical framework for modeling complex structure of heterogeneous objects and ana
lyzing inside of objects to discover features that are directly inaccessible, for deeper understanding of 
complex field configurations. The defining procedure of VNURBS, which explains two directional 
extensions of NURBS, shows VNURBS is a generalized volume function not depending on the domain 
and its range dimensionality. And the recursive algorithm for VNURBS derivatives is described as a 
computational basis for efficient and robust volume modeling. In addition, the specialized versions of 
VNURBS demonstrate that VNURBS is applicable to various applications such as geometric modeling, 
volume rendering, and physical field modeling.
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1.서 론

자연에서 발생하는 여러 종류의 물리 현상을 서술 

하고 이를 분석하기 위하여, 일반적으로 편미분 방정 

식 형태를 가진 지배 방정식 및 경계 조건식을 세운 

다. 그리고 이들 방정식의 해를 구하기 위하여 여러 

가지 수치적 기법들을 사용하며, 계산 결과의 이해 및 

분석을 돕기 위해 다양한 가시화 기법들을 적용한다. 

이와 같은 일련의 작업, 즉 편미분 방정식으로의 표현 

(representation), 표현식 의 계산 과정 (computation), 계 

산 결과의 가시화(visualization) 등은 비단 물리 현상 

의 해석 과정에서만 적용되는 것은 아니다. 제품을 설 

계하기 위하여 수행되는 형상 모델링 과정도 유사하 

다. 즉 형상을 표현하기 위한 형상 표현식이 필요하 

며, 표현된 형상을 수정 및 조작할 수 있는 계산 과 

정 , 그리고 그 결과를 컴퓨터 화면 상에 보여주는 가 

시화 과정이 필요하다. 이상의 순차적 과정을 흔히 모 

델링(표현식 및 조작방식) 및 렌더링이라는 용어로 표 

현하는데, 순수 과학을 포함하여 여 러 공학 분야에서 

도 일반적으로 이러한 작업 순서에 의해 의도했던 결 

과를 얻어낸다. 단지 각 분야마다 대상 모델의 특성이 

다르고, 이로부터 파생되는 계산 방식 및 가시화 기법 

의 구체적인 적용 방식 혹은 순서가 다를 뿐, 일련의 

전체 과정에서 보여주는 기본 구조 및 접근 방식은 상 

당히 유사하다. 결국, 특정한 해당 분야의 특성은 그 

분야에서 사용하고 있는 대상 영역 (공간)을 서술하기 

위해 사용하는 파라미터 자체의 물리적 의미 및 그 관 

련 성질에서 찾아볼 수 있다.

한편, 이러한 대상 영역은 끈이론(string theoty)m에 

의하면, 크게 기하학(geometry)적 요소와 내부에 존재 

하는 관련 성질의 정의 부분에 해당하는 속성 

(attributes) 요소의 구성체로 정의하여 서술한다. 즉, 

기하학적 요소를 서술하기 우］해, 3차원 공간 상의 좌 

표(X, y, z)에 기초한 점(point)의 집합(set)을 사용하 

고 있으며, 이들 점 집합 속에 존재하는 속성 요소를 

서술하기 우】해, 스칼라(scalar), 벡터(vector), 텐서 

(tensor) 등의 수학적 항들을 사용하여, 그 대상 영역 
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의 기하학적, 물리적 특성을 표현한다. 여기서 기하학 

적 요소를 하나의 속성 요소로 간주할 수도 있으나, 

대부분의 해당 분야에서 필수 요소로 정의하여 사용 

하기 때문에 특별히 구분하여 언급한다. 결국 대상 영 

역의 실체는 특정 분야의 기하학적 및 물리적 특성 에 

따라 다르게 설명되고 이해될 뿐이지, 그것을 근본적 

으로 표현할 수 있는 구조 체계(structure scheme)는 

크게 기하 요소와 속성 요소의 구성체로 이루어져 있 

다고 말할 수 있다•

흔히 이러한 대상 영역 혹은 대상 물체를 수학적 

표현식 , 절차적 표현 방식 , 근사적 표현 기법 등의 방 

법으로 위에서 언급한 기하학적, 물리적 구조를 서술 

하는데, 대부분의 경우, 곡면, 솔리드, 볼륨 개념의 표 

현 모델을 그 목적하는 바에 따라 정의하여 기술한 

다. 여기서 솔리드란 대상 영역(물체) 내부의 모든 점 

의 속성이 균일함을 가정하고 있으며 , 곡면이란 물체 

내부 및 외부로부터의 거리가 영(zero)인 점의 집합 

을, 그리고 볼륨이란 물체 내부의 속성 구조가 복잡하 

고 동시에 비균일한 점의 집합으로 이루어져 있다고 

정의한다.

현재까지 연구되어 온 이러한 표현 모델의 발전 추 

이를 간략히 살펴보면, 다음과 같은 발전 방향을 보여 

주고 있다. 즉,

• 비연속 모델에서 연속성을 가진 모델로(discrete 
volume datasets to continuous function models)

• 균일한 속성을 가진 모델에서 비균일 모델로 

(homogeneous solids to complex heterogeneous 
volumes)

• 불리안 영역에서 실수 영역의 모델로(Boolean 
domain to real domain)

• 1 개의 속성을 가진 모델에서 다수 개의 모델로 

(one scalar field to a generic tuple of scalar 
fields)

•3차원 공간의 모델에서 3차원 이상의 모델로 

(three-dimensional space to its higher dimensional 
spaces)

표현 모델의 범위(scope)가 확대되고 있으며, 또한 

이와 더불어 표현 구조의 복잡성 및 보다 직관적인 모 

델링 작업을 위하여,

• 1개의 표현 모델이 아닌 다수 개의 모델 조합 방 

식으로(constructive modeling approach for complex 
objects)

표현 방식의 프레 임 구조가 유연성을 가지며 점점 

고급화되고 있다.

좀더 구체적으로 현재까지 연구되어 발표된 표현 

모델들 가운데 널리 알려진 모델들을 그 복잡성 및 발 

전 추이 순서에 따라, 정의 및 특성 등을 살펴보면 다 

음의 2장과 같다. 그리고 이러한 여러 표현 모델이 가 

지고 있는 특성 및 구조 등에 기반을 두어, 응용성과 

확장성을 가진 NURBS〔기기 반의 볼륨 표현 모델을 제 

시하겠다. 이 볼륨 표현 모델은 CAGD분야 등에서 제 

시되어 왔던 NU爪BS표현식의 일반화 형태로서, 

NURBS의 매개변수(parameter) 공간을 임의의 "차원 

으로 확장하였으며, NURBS의 조정점 (control point) 
차원을 임의의 QH로 확장하여, 임의의 〃차원 공간 상 

에 존재하는 점 집합에 대하여 그 구성 원소인 각각의 

점이 임의의 左개의 속성을 가질 수 있도록 설계된, 

확장성을 가진 생성적(generative) 형태의 볼륨 .함수 

이다. 본 연구에서는 이를 Volumetric NURBS 혹 

은 VNURBS라고 부르겠다.

2. 관련 연구

2.1 볼륨 데이터

볼륨 데이터는 크게 측정 혹은 실험에 의해 획득하 

거나 컴퓨터 계산에 의해 획득된다. 의료 분야에서 사 

용하는 MRI 및 CAT 스캐닝 장비는 물체 내부 상태 

에 관한 정보 혹은 데이터를 사진 측정을 통하여 제공 

하며, 전산유체 분야에서 사용하는 여러 수치적 계산 

기법(예, FEM, FDM 등)은 유한 개의 점 위치에서 

유동장의 유체 밀도, 압력 , 속도 등을 계산하여 그 결 

과를 제공한다. 이밖에 각종 측정 장치, 실험 도구 및 

계산 방식 등에 의하여, 관심 영역 내부의 위치에 따 

른 상태 흑은 속성값의 분포를 획득한다. 여기서 유클 

리드 공간 玲상에서 임의의 위치 (xu，z,)에서 측정 

혹은 계산된 데이터를 万라 할 때, 획득한 데이터 집 

합 D를 다음과 같이 나타낼 수 있다.

D = {代5,4拱)阡,■月,Z)eEJ,/e R}«= 1, ...,N)

여기서 위치에 해당하는(X,, % Z,)을 독립변수, 상태 

혹은 속성 값에 해당하는 方을 종속변수라고 부른다.

한편, 이들 데이터는 그 분포 상태에 따라 다음과 

같이 분류할 수 있다. 크게 구조화된 규칙적 배열을 

가진 데이터 (structured regular data)와 불규칙적으로 

산만하게 분포된 데이터(scattered or unstructured 
inegular data)로 구분할 수 있으며, 이밖에 다수의 단 
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면 데이터 (cross-sectional data) 분포 및 지질 탐색을 

위한 깊이 방향으로의 데이터(seismic data) 분포 등을 

살펴볼 수 있다이.

또한 볼륨 데이터의 속성에 따라, 일정한 밀도 분포 

를 가지는 솔리드(homogeneous solid) 데이터와 복잡 

한 구조의 비균일한 속성을 가지는 볼륨(heterogeneous 
solid or volume) 데이터로 분류할 수 있다.

더불어, 대상 영역 D의 속성값어떤 변수 형태 

인가에 따라, 실수(real) 영역, 불리안(Boolean) 영역, 

정수(integer) 영역 데이터로 구분하여 분류할 수 있다.

2.2 볼륨 표현 모델

2.2.1 Space-Partitioning Models

Space-partitioning models은 주어진 솔리드 형상을 

일정 한 크기와 방향을 가진 셀(cell)들의 집 합으로 표 

현한다. 여기서 셀은 서로 연결되어 있으며, 겹쳐져 있 

지 않아야 한다. 이 모델은 불리안(Boolean) 영역의 

표현 모델로서 특정한 점의 위치가 물체 내부에 존재 

하는지 외부에 존재하는지에 관한 정보를 제공한다. 

최근 이 모델은 대상 영역의 표현보다는 형상 모델 

링 혹은 렌더링 등에서 빠른 계산 결과를 제공하기 

위한 수단으로써 많이 사용된다. 널리 알려진 모델 

로 Spatial-occupancy enumeration141, Octree同, BSP 
(binary space-partitioning) tree161 등。］ 있다.

2.2.2 Swept Volumes
Swept volumes은 임의의 자유 곡선(tr可ectory)을 

따라 ”차원의 물체 (주로 contour 혹은 solid)가 움직였 

을 때의 자취 영역을 표현한다. 여기서 자취 영역은 

대개 균일한 솔리드(homogeneous solid)라고 가정한 

다. 이 표현 모델은 주로 motion planning, CAD, 
NC machining 모의실험 (simulation) 등의 분야에서 

널리 사용된다. 최근 발표된 모델로서 NURBS곡선을 

따라 이미지(images)가 진행해 나갈 때의 자취 영역을 

복셀(voxel) 모델로 표현하는 방식 山1 등이 있다.

2.2.3 Regular Solids

Regular solids란 규칙화 불리안 함수(regularized 
Boolean function)回를 사용하여 임의의 두 솔리드가 

결합하였을 때 그 결과도 반드시 솔리드가 생성될 수 

있도록, 즉 솔리드 내부의 점 집합이 닫힌 성질을 가 

질 수 있도록 정의된 솔리드를 말한다. 관련 연구로 

위에서 언급한 규칙화 불리안 함수를 사용하여 단순 

한 형태의 기본 입체(primitive) 솔리드를 결합시켜 복 

잡한 구조의 솔리드 형상을 모델링 하는 CSG

(constructive solid geometry) 방식回이 있다.

2.2.4 Discrete Field Volumes
Discrete field volumes은 닫혀진 3차원 공간에서 

위치 정보와 해당하는 속성값 데이터를 가진 유한 개 

의 요소들로 이루어진 집합을 말하는데 대개 volume 
dataset이라 부른다. 크게 구조화된 형식과 비구조화된 

형식으로 분류하며, 대개 기하학적 자료구조와 위상 

학적 자료구조를 가지고 볼륨 데이터를 표현한다. 한 

편, 임의의 위치에서 속성값을 구하기 우］해, 구조화된 

volume dataset의 경우, 1차 보간(trilinear interpolation) 
혹은 근접 필터 (nearest-neighbor filter)㈣을 사용하며 , 

비구조화의 경우 무게 중심 보간(barycentric interpola
tion)^ 사용한다. 직관적이고 비교적 단순한 구조이기 

때문에, 볼륨 그래픽스(volume graphics) 분야에서 데 

이터 렌더링队国을 목적으로 많이 사용된다. 그러나 

이 방식은 거대한 저장 용량을 요구하며 고급의 모델 

링 기능이 지원되지 않는 단점을 가지고 있다.

2.2.5 Functional Models
Functional mod이은 수학적으로 혹은 절차적으로 정 

의된 함수 fix, y, z)을 사용하여 임의의 3차원 공간 

(X, y, z) 위치에서 모델링 영역의 함수값 혹은 속성값 

을 계산한다. 여기서 이들 함수는 실수 영역의 스칼라 

함수(real-valued scalar function)로서 대부분 해석 함 

수(analytical function) 형태를 가진다. 블라비 객체 

(blobby objects)1'31, 음함수 곡면(implicit surface)1'41, 
F-rep(functional representation)］”，11% 솔리드 텍스쳐 

(solid texture)117181 등이 이 표현 모델에 속한다.

블라비 객체는 전자 구름(electron clouds)을 가시화 

하기 위해 제시된 모델로서 특정한 점의 위치에 가우 

시안(Gaussian) 형태의 기저 함수를 사용하여 그 유효 

영역 (field of influence)을 정의하고, 이들 다수의 위 

치에서 정의된 함수들을 대수적으로 더함으로써 최종 

의 전자 구름을 모델링 한다.

음함수 곡면은 f(x, y, z) = 0인 점들의 집합(zero 
set)을 가지고 임의의 자유 곡면 형상을 표현하는데, 

수학적으로 이들 점 집합은 연속이어야 하며, 함수의 

구배 (gradient vector) 또한 연속이어야 한다. 관련된 

형상 모델링 함수로 Rvachev的 함수 등이 있으며, 기 

존 매개변수 곡면(parametric surfaces) 등에서 수치적 

으로 계산하기 어려웠던 형상 블렌딩 (blending) 및 오 

프셋 (offset) 등이 간단한 대수적 합(algebraic sum)에 

의해 쉽게 해결된다. 그러나 정의된 함수를 실시간으 

로 직접 렌더링 하기 어려워 Marching Cubes㈣ 등 
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과 같은 폴리곤화(polygonization) 작업刖을 통하여 

간접적으로 가시화한다.

한편, 위에서 언급한 음함수 곡면의 모델링 기능을 

기반으로, 음함수 곡면에 의해 표현하기 힘든 불연속 

형태의 volume dataset까지도 f(x, y, z) 함수 형태로 

정의하여, 이들 이종 간의 표현 방식을 하나의 복합된 

함수 형태로 나타내려는 연구가 발표되었는데, F-rep 
이 여기에 해당한다.

그리고 이들 표현 모델의 볼륨 영역에 텍스쳐 값을 

정의하기 위해 절차적 방식의 실수형 함수(procedurally 
-defined real-valued function)# 사용하는 연구 결과 

가 있는더】, 솔리드 텍스쳐가 그 대표적이다.

2.2.6 Constructive Representations ofVblume Objects
최근 위에서 언급한 여러 종류의 볼륨 표현 모델을 

일관된 방식으로 조합해 나가면서, 좀더 복잡한 구조를 

가진 형상 혹은 영역을 표현하려는 연구가 활발히 진 

행되고 있는더】, 가장 대표적인 방식으로 모델링 과정을 

트리(tree) 구조 형태로 나타내려는 constructive 방식이 

있다. 이 표현 구조는 간단한 기본 입체 (primitive) 
형상을 트리 구조의 말단 노드(terminal leaf node) 
에 위치시키고, 이들 간의 모델링 작업을 그 작업 순 

서에 따라 상향식으로 중간 노드(non-terminal node) 
에 위치시켜 나아감으로써, 최종의 루트 노드(root 
node)에서 의도했던 결과를 계산해 내는 표현 방식 

이다. 대표적으로 Vblumetric CSG(constructive solid 
geometry)[22', CVG(constructive volume geometry)123'241, 
Constructive hypervolume modeling1251, Vblume 
scene graphs㈣ 등이 있다.

Volumetric CSG는 volume datasets에 이항 연산 

(binary operation) 혹은 일항 연산(unary operation)의 

조합을 적용시켜 복잡한 구조의 볼륨 모델을 생성하 

는데, 기존의 CSG방식과의 차이점은 기본 입체 형상 

의 형태가 정칙 집합(regular sets) 혹은 반공간(half 
spaces)0] 아닌 volume datasets이라는 것이다. 즉 기 

존 CSG방식에서 국한되었던 불리안 영역을 포함하 

여, 실수 영역 혹은 정수 영역의 볼륨 영역까지도 표 

현할 수 있다는 특징을 가지고 있다. 그러나 렌더링 

작업을 위하여 많은 계산 시간을 요구하는 복셀화 

(voxelization) 작업이 필요하다.

한편, 이 방식을 발전시켜 volume dataset을 포함하 

여 음함수 곡면(implicit surfaces) 등의 여러 형태의 

표현 모델들을 기본 입체 볼륨으로 사용할 수 있도록 

대수적 모델링을 지원하는 프레임 구조(algebraic 
fiamework)가 최근 발표되었는데, CVG와 Constructive 

hypervolume이 여기에 해당된다. CVG는 E，공간에 

존재하는 임의의 QH 스칼라 장(scalar fields)을 1개의 

불투명 장(opacity field)과 *-1 개의 속성 장(attribute 
fields)으로 분류하여 표현하는 방식을 말하는데, 실제 

로 物 의 스칼라 장은 物 의 함수 /： E3-^[0, 1]을 정 

의하여 표현한다. 더불어 불투명 장은 기하 형상 

(geometry)의 가시성(visibility^ 결정 하는 필수 필드 

로서 중요하게 다루며, 속성 장은 응용 분야의 특성에 

의존하여 결정한다. 예를 들어 볼륨 그래픽스(volume 
graphics) 분야의 경우, Phong illumination model을 

위한 (red, green, blue) 색깔, (ambient, diffuse, 
specular) 반사 계수(reflection coefficients) 등이 속 

성 장을 표현하기 위 한 구성요소로서 사용된다.

그리고, Constructive hypervolume은 기존 F-rep 
표현 구조를 좀더 일반화하여, 4개의 속성을 가진 „차 

원의 점 집합(point set)을 左개의 함수E”—>R0= 1, 
…, 檐 정의하여 표현하고, CSG 및 CVG와 유사하 

게 트리 구조를 사용하여, 이들 점 집합 간의 대수적 

혹은 절차적 모델링 함수를 통하여 공간 E"상에 존재 

하는 복잡한 구조의 형상 혹은 영역을 점차적으로 표 

현해 나간다. 여기서 CVG와 유사하게 A개의 함수 

중, 기 하 형상을 결정 하는 장(field) 함수, g: E^R가 

반드시 존재하는데, 대개 음함수 곡면 형태를 가지고 

있다. 즉 g(x, y, z)>0이 면 표현 모델의 내부를, 用, 

乂 z) < 0이 면 외 부를, 그리 고 g(x, y, z) = 0이 면 표면을 

나타난다. 그리고, 참고로 "차원 점 집합의 적용 예제 

로서 Animated spreadsheet回가 소개되었는데, 6차원 

의 (x,y,z,u,v,t) 변수를 사용하여(X, 乂 z) 공간에 

존재하는 음함수 곡면들을 사각형 파라미터 (“, V)방 

향으로 보간하고, 다시 시간 r의 흐름에 따라 보간하 

는 6D hypervolume의 예제를 보여 주었다.

한편, Volume scene graphs는 constructive modeling 
에서 사용될 일반화된 형태의 오퍼레이터(operators) 
와 변환함수(transfbrmations)를 소개하였는데, 이들 함 

수들은 모두 공간 좌표 및 시간 좌표에 대해 정의된 

다. 즉 임의의(X, 乂 z, 0 위치에서 색깔 및 불투명 

값을 리턴하는 Color함수, 주어진 3D box 내부에 존 

재하는지를 결정하여 관련 자식 노드(child node)의 

계산 결과를 리턴하는 Box함수(혹은 구영역인 경우 

Sphere함수), 대응하는 volume dataset에서 특정 속성 

값을 주줄하여 리턴하는 Vblume함수, 모든 관련된 자 

식 노드 및 이들의 관계식(예 : over, xor, union, add) 
을 계산(evaluation)해 주는 Group함수, 새로운 좌표 

공간으로의 변환(mappin아을 정의하는 Transfbrm함수 

등이 있다.
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3. VNURBS의 유도 및 수학적 정의

3.1 볼륨 영역의 일반적 표현 방식

본 연구에서의 볼륨 표현식은 임의의 "차원(〃>0) 
공간 상의 닫혀진 영역에 대하여, 그 내부에 존재하는 

구성 원소인 각각의 점 (point)이 *개  &>0)의 속성을 

가질 수 있도록 영역 내부의 점 집합(point set)을 간결 

하게 표현하고, 모델링할 수 있는 볼륨 함수이다. 여기 

서 영역 내부의 점 집합이란 불균질의 (heterogeneous) 
속성 분포를 가진 고차원 볼륨 영역을 말한다. 이를 

흔히 하이퍼볼륨(hypervolume)的이라 부르기도 하는 

더】, 먼저 이 볼륨 영역에 관한 일반적 표현 방식에 관 

해 소개하겠다.

실수 집합 R, "차원의 유클리드 공간 E"에 대하여, 

임의의 스칼라 함수 4心•=，...危) 을 4：E"tR이 

라 정의할 때, 일반적으로 불균질의 볼륨 공간(영역) 

을 左개의 스칼라 함수로 구성된 함수들의 집합 형태 

로 다음과 같이 표현한다皿2句.

。=(4 [wG，…⑴ 

여기서 스칼라 함수 4는 볼륨 영역의 1개의 속성을 

정의하며, 무한 공간에서의 1개의 스칼라 장(scalar 
field)을 표현한다.

한편, 위의 표현식을 임의의 닫혀진 공간 Q"에 관 

하여 정의한다면 다음과 같이 쓸 수 있다. 즉,

0 = (A,(p),A2(p),...,At(p)),，e必,Q"uE” (2) 

여기서 닫혀진 공간 Q'은 볼륨 영역의 점 집합을 정 

의한다. 그리고 이 닫혀진 영역은 특별한 정규화 작업 

을 거쳐, 단위 크기를 가지는 입빙처)(unit cube)와 공 

간 변환 함수(transfbrmation)에 의해 나타낼 수 있다. 

여기서 변환 함수란 정의된 입방체에서 원래의 영역 

Q"으로 이동시켜 주는 사상(mapping) 함수를 말한다. 

즈

0 = ，。泌汚[0,1]" (3)

여기서 Pg는 입방체 내부의 임의의 한 점이고 丁는 

공간 변환 함수를 의미한다.

한편, 본 연구에서 제시하는 VNURBS은 위에서 

설명한 볼륨 표현 방식의 구성 요소를 모두 가지고 

있다. 즉 ”차원 공간에서 QH의 속성을 표현하는 스 

칼라 함수의 집합을 가지고 있으며, 단위 크기의 입 

방체와 공간 변환 함수를 가지고 있다. VNURBS의 

매개변수 공간이 "차원의 볼륨 공간을, 조정점의 구 

성 요소가 例의 속성을 표현하며, VNURBS의 절점 

벡터 영역이 단위 크기의 입방체를, 그리고 볼륨 함 

수 자체가 스칼라 함수 및 공간 변환 함수의 역할을 

수행한다.

3.2 VNURBS의 유도 및 정의

본 연구에서 제시하는 NURBS기반의 표현식은 아 

래의 " 방향의 매개변수 식에서 출발한다. 즉,

4(") = "如 M(a) (4)

1 = 0

여기서 丄을，번째 위치한 조정값(control value)이라 

부르며, 母은 조정값의 개수, k는 차수(order)이다. 그리 

고 对(") 는 차수가 k인 정규화된 비스플라인 기저 

함수(normalized B-spline basis function)이다. 여 

기서 비스플라인 기저 함수는 절점 벡터 (krmot vector) 
U = 二尸 상에서 정의된다.

위의 식 (4)는 본 연구의 볼륨 표현 모델을 유도하 

기 위한 기본 출발식으로, 다음의 두 가지 측면에서 

확장되어 생성적 형태의 일반화된 볼륨 함수를 가진 

다. 여기서 두 가지 측면의 확장이란 4개의 속성을 서 

술하기 위 한 속성 (attribute) 방향으로의 확장과 ”차원 

의 볼륨 공간을 정의하기 위한 차원(dimension) 방향 

으로의 확장을 말한다.

• 속성 (attribute) 방향으로의 확장

위의 식 (4)는 4캐의 속성을 갖기 위해 다음과 같이 

확장된다. 즉,

恥)=財"" (5)

舟过財⑴ (6)

財(力' 

对皿)

顷("丿

財、

=E
、刀

(7)

여기서 식 (5), (6), (7)은 각각 1개, 2개, 그리고 洌 

의 속성을 가진다. 결국, 左개의 속성을 가지는 1차원 

의 표현식 (7)은 다음과 같이 쓸 수 있다.
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(8)A(") = £A,JV®)

(1 、
4(")

여기서 A(w) =
A\u)

，Ai =
A2

盘(&)丿

이다.

(homogeneous coordinate)라고 부르며 I번째 조정점의 

가중치 (weight) 값으로 사용한다.

결국, 이와 같은 확장을 통하여 다음과 같은 

NURBS기반의 볼륨 표현 모델을 얻는다.

NURBS기반 볼륨 표현 모델
(Volumetric NURBS representation or VNURBS)

• 차원(dimension) 방향으로의 확장

위의 식 (8)은 "차원의 볼륨 공간을 갖기 

음과 같이 확장된다. 즉,

위해 다

'才

k
X4 (幻，...叫)丿

A(«i) = (9)

a(4，“2)= £呵(约)*(써)  

h

‘I Z2
(10)

勺-1 %-1

'”儿或...

X ...五气3,"；("1)...欢("“)

‘1=0 片°

(14)

A。”,..叫)=».£A,,…("，，_)..*(灼)

二 "队(纺)…시”(z“) (11)

여기서 식 (9), (10), (11)은 각각 1차원, 2차원, 그 

리고 冷차원의 볼륨 공간을 가진다. 결국, 左개의 속성 

을 가지는 〃차원의 표현식 (11)은 다음과 같이 쓸 

수 있다.

여기서 ”와 k는 % 방향으로의 조정점의 개수 및 차 

수(order)이다. 그리고 위의 식 (14)는 아래의 절점 벡 

터 상에서 정의된다. 즉,

0 방향 절점 벡터, U| =

u„ 방향 절점 벡터, U“ =

(15)

(16)

A(u) = £AN(u)
I

(12)

여기서 A(u) = A【= A年”“,

M(u) = N®...Ni (W„)，X =£...£ 이다
"I <i L,

한편, 위의 식 (12)는 비유리(non-rational) 형태이며, 

이를 다음과 같은 유리 (rational) 표현식으로 확장할 

수 있다. 즉,

참고로, 위의 식 (14)로부터 CAD/CAM분야 등에서 

널리 사용되고 있는 NURBS곡선 및 곡면을 식 (14) 
의 특수한 경우로서 다음과 같이 생성할 수 있다. 즉, 

”=1, u = Z, k = 3, A|=(x,5，z,) 일 때, 다음의 

NURBS곡선을 얻을 수 있으며,

My
Ac(广)=Xz)

'hx、

£ hy N”)

暨竺竺 切虹
序N(u) ? RjNj(u)

I J
=^A,R|(u)

I

(17)

(13)

〃 = 2, u = (払 v), k=3, A】 = (%，旳，勾)일 

의 NURBS곡면을 얻을 수 있다.

(hx\
hy凡.(“)叫。)

때, 다음

여기서 Rj(u) 그 "州⑴ 이고, ”는 동차 좌표

»见(町

次(",卩)、

A,s(«,v)= y(u,v)
\、z(払 vy

(18)
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이밖에 이러한 방식으로 NLJRBS부피 및 이것에 기 

초한 NURBS기반의 유동 가시화 표현식 " 등을 정의 

할 수 있다.

3.3 VNURBS의 미분식 계산 알고리즘

본 연구에서 제시하는 볼륨 표현 모델의 미분식 알 

고리즘은 deBoor㈣의 비스플라인(B-spline) 함수에 관 

한 반복식으로부터 다음과 같이 확장하여 유도할 수 

있다. 이 미분식은 볼륨 영역에서 수행되는 여러 형태 

의 볼륨 모델링 및 렌더링 등의 성공적 작업을 위하여 

기초적으로 제공되어야 할 기본 계산을 안정적이면서 

효율적으로 제공해 준다. 먼저, 비유리 (non-rational) 
볼륨 표현식에 관한 미분식 알고리즘을 소개하면 다 

음과 같다.

임의의 위치 U = (〃"2，...叫) 가 ”개의 절점 

벡터 U. = ｛勺尊广 Z...,U"= ｛气,｝終笋5 
상에서 "詩 [勺,勺+ ““e j 에 속할
때, 본 연구 볼륨 모델의 비유리 표훰식 ”

A(u)=…Mg...(19) 
<i ”

을 糾에 대해 八번, ……, "，에 대해 번, 미분 하였 

을 때의 미분식

는 다음과 같은 반복식(recursive formula)에 의해 구 

해진다. 즉,

=Z •■- E m, "..n.(«„)
"그/"产/，「시‘/七

(21) 
여기서

次Z，•••，니 A (七T，…,七) 
入户’二京=(灼+ ] _七)~(22)

...，■••니) ；(r I，•••/”-1)
二？ = (k„+1 -嘴車二丑一一-'丁卜 (23)

气M+f T气

새二'? = &•，„ (24)

위의 반복식의 계산 과정을 간략히 살펴보면 다음 

의 순서에 의해 계산된다. 즉,

祝°…如°'-s(u)

A(°丄，如),...，殺*'° )(u)

；(0,0, ； (0,0,…，七)
A (u),...,A (u)

A(m"s(u),...,A们‘養O)(U)

如。丄…，。)(u),...瓜"少..，％)

設|丄。,...,％),...,如5。，...，。)皿)

祝|」,機,…,。)…，。扁

A(EE"C(u),...,欢5WU5，)(u) (25)

그리고 유리화 형태를 가진 본 연구의 볼륨 표현식 

(14)는 식 (19)을 사용하여 다음과 같이 정의할 수 있 

다 즉,

A(u)= 쓰브 (26)
力(u)

위의 식 (26)을 "，방향으로 r,번 (;= 미

분 하였을 때의 미분식

으으... 으 (A(u)) = 政아... D：：(A(u)) (27)
团1初2 海“

은 다음과 같이 구해진다.

NURBS기반 볼륨 표현 모델의 미분식 

(Derivatives of Volumetric NURBS)

이이•/琨쁘)싃* (28)

여기서

A(u) = D；..“D；：A(u)
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-/)•••玄"Q：「"A(u)政..政/，(u)

"(Nl 丿

제공할 수 있다.

• 볼륨 렌더링에 관심이 있는 경우

瑚冃財*",이  W：..《A(u)期如) 

,2=22力1=0니!丿

言;“「"이…Q：A(u)*(u)  (29)

그리고 Z)；...Z»：A(u) 와 이...D：,(u) 는 앞에 

서 언급한 비유리 표현식의 미분 반복& (21)을 사용 

하여 구할 수 있다.

4. VNURBS의 특성 및 적용 범위

본 연구에서 제시하는 NURBS기반의 볼륨 표현 모 

델은 볼륨 영역을 생성적으로 서술할 수 있는 일반화 

된 형태의 볼륨 표현식이다. 즉, 식 (2)와 (3)에서 언 

급한 일반화된 생성적 형태를 가지고 있다. 다시 말 

해, 임의의 ”차원의 볼륨 공간, 그리고 그 내부에 존 

재하는 임의의 k개의 속성(attribute fields)을 표현할 

'수 있다. 여기서 생성적 형태란 그 적용 분야의 특성 

，에 맞게 표현식을 특성화시킬 수 있고, 또한 특성화된 

표현식을 그 응용 범위의 확대에 따라 목적에 맞게 일 

반화 시킬 수 있다. 이를 좀더 자세히 설명하면 다음 

과 같다.

본 연구 표현식 (14)의 조정점 항인 Af을 관심 분 

야의 설계 변수(design field variables)로 설정함으로 

써, 여러 가지 목적의 볼륨 표현식을 얻을 수 있다.

• 형상 모델링에 관심이 있는 경우

B(u) = = zL Ri(u) (30)

또는 B(u) = ^/>tRj(u) = 2：d'"a"ce[R](u) (31) 
I I

여기서 distance는 거리(distance) 개념의 스칼라 값으 

로 음함수 모델의 Distance field[291 함수와 유사하다. 

식 (30)의 대표적 적용 분야로서 곡선형 좌표계 

(curvilinear coordinate system) 및 격자 생성 (grid 
generation) 등을 살펴볼 수 있고, 식 (31)은 음함수 

곡면의 표현 및 모델링 분야에 적용 가능한 표현식을

C(u)=:衫网⑴=§ 3 R,(u) (32)

여기서 (r, g, 3)는 색깔(color)을, a는 불투명도 

(opacity)를 나타내며, 이밖에 Phong illumination 
model을 위한 (ambient, diffuse, specular) 반사 계수 

등이 존재할 수 있다. 식 (32)의 적용 분야로서 볼륨 

렌더 링 및 이미지 모핑(image morphing) 등을 살펴볼 

수 있다.

• 물리적 성질의 분포에 관심이 있는 경우 (예: 밀 

도, 속도, 온도, 압력 등)

D(u) = £D[R[(u) = 피7 %u) (33)
1 q .

여기서 Q는 밀도, V는 속도벡터, T는 온도, p는 압력 

등을 나타낸다. 식 (33)의 대표적 적용 분야로서 유동 

가시화 등을 포함한 과학적 데이터 가시화 분야를 살 

펴볼 수 있다.

이상과 같이, 제시된 표현식들은 그 목적하는 바에 

따라서 사용 변수의 물리적 해석만 다를 뿐, 근본적으 

로 하나의 형태를 가진다. 결국, 이들 특수 목적의 볼 

륨식들은 다음과 같이 하나의 표현식으로 나타낼 수 

있다. 즉,

여기서 ”，차원의 경우, A(u)의 절점 벡터는 다음과
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같이 정의된다.

Uy = m.}j. = o , J — 1,..., (35)J J J

• 다른 절점 벡터를 사용하는 경우

(Nb \

救肇)

A(u)=
zl\ 
zl\ 
- ♦- 

B

C

D

(

尸 

、
■
丿
、丿 

u
 
u
 
u

nce

ic
noe

id

6
 

e

또는

Ri，(u)

한편, 관련 연구에서 언급한 CHM四(constructive 
hypervolume modeling) 및 CVG 四 (constructive 
volume geometry)의 경우, 각각 그 관심 영역의 특성 

에 따라 볼륨 영역을 다음과 같이 분류하여 설명한다.

&hm= (geometry fields, non - geometric fields) (41) 

qcvg= (graphical fields, non - graphical fields) (42) 

즉 CHM의 경우, F-rep에 기반을 두어 대상 물체의 

기하학적 형상 표현에 그 중심을 두고 있으며, CVG 
의 경우, 불투명도(opacity) 값에 의한 가시성 표현을 

필수 요소로 설명하고 있다. 이상의 두 표현 모델은 

앞에서 설명한 전개 방식에 의해 각각 다음과 같이 나 

타낼 수 있다. 즉,

r £B]Rj(u)) 
I

ac//aXu)= zp\ (43)〔禹)g

'ZGRi(u) '

Ac 知(u) = (44)

사실, 이 두 표현 모델은 앞에서 언급한 것처럼, 그 

중심 위치에 놓여 있는 속성의 물리적 해석이 다를 뿐 

이지, 그 근본적인 표현 구조는 유사하다고 말할 수 

있다.

한편, A】의 그 수학적 성질에 따라 다음과 같은 형 

태를 생각해 볼 수 있다. 즉,

^scalar

A(u)=£
I

vector
tensor

R】(u) (45)

여기서 B(u), C(u), D(u)의 절점 벡터들은 각각 다음 

과 같이 정의된다.

B(u)의 절점 벡터(”必］■원의 경우)

Uy = {勺}〃 = 0 , j — 1, (38)

C(u)의 절점 벡터 (%차원의 경 우)

c cr 厂 /■ = n： +kj - I
U；={〃；}待 ，丿=l,...,"c (39)

D(u)의 절점 벡터(如차원의 경우)

. 0 ,D ,
TTO _( D.lj = nj +kj -1 , /仙\Uy — {Uj }/.= 0 , J — 1 , . . (40) 

7i

여기서 scalar는 밀도, 온도, 압력 등과 같은 스칼라를 

의미하며, vector^ 속도, 힘, 변위 등과 같은 벡터를 

의미한다. 그리고 tensor는 응력 (stress) 등과 같은 텐 

서를 가리킨다.

또한, A가 사용하는 변수의 형식 (type)에 따라 다 

음과 같은 형태를 생각해 볼 수 있다. 즉,

"boolean

A(u)=S 屜牛 RI(u) (46)
I real 
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여기서 boolean^： 불리안, integer^： 정수, re서은 실 

수 영역의 변수를 나타낸다.

또한 볼륨 영역을 그 내부에 존재하는 점의 집합으 

로 국한시키지 않고, 임의의 객체로 확장할 경우, 다 

음과 같은 형태를 생각해 볼 수 있다. 즉,

A(u)=Z
I

'image object、 

point object 
curve object 

surface object 
volume object

、 ： >

RQ】） (기 7)

위의 식 （47）은 특정 형태의 객체를 보간하는 방식 

으로, 임의의 위치에서의 중간 형태의 객체를 추출하 

는 응용 분야에 적용 가능한 표현식이다. 예를 들어 

의 경우, Image-swept volume^〕모델의 생성을 통하 

여 이미지 모핑（morphing） 등의 작업을 수행할 수 

있다.

이상과 같이, 여러 형식의 혹은 다양한 형태의 변수 

들을 사용하여 그 응용 목적에 맞게 수정하여 , 표현하 

고자 하는 볼륨의 상태 및 더 나아가 구현하고자 하는 

작업의 기능까지도 구조적으로 구분하여 서술할 수 

있다. 즉, 목적하는 바를 A,을 통하여 기술하고, 이를 

본 연구에서 제시하는 NURBS기반의 볼륨 표현식에 

삽입함으로써, 다목적의 기능 및 상태를 여러 가지의 

서로 다른 표현식 이 아닌 하나의 표현식 에 의해 충분 

히 표현할 수 있는 것이다. 객체지향형 프로그래밍 측 

면에서 하나의 범용 클래스를 설계하고, 이로부터 그 

응용 목적에 부합하는 유도 클래스 등을 각기 설계하 

여, 이들 간의 자료 구조 상의 필요한 연결 혹은 조합 

을 통하여, 각 응용 분야에서 정의되는 고유한 기능 

등을 구현할 수 있으며, 또한 범용성을 갖춘 프로그램 

아키텍쳐（혹은 커널 라이브러리）를 설계할 수 있다.

5.결 론

본 연구에서는 VNURBS 표현식 자체의 수학적 정 

의 및 미분식 계산 알고리즘을 소개하였고, 그 특성 

및 적용 범위에 관해 기술하였다. 그리고 이를 통하여 

VNURBS가 볼륨 표현 모델로서 일반화된 형태의 표 

현 방식임을 확인할 수 있었고, 더불어 응용성 및 확 

장성 등을 가진 커널 프레임 구조임을 확인할 수 있었 

다. 결국 VNURBS는 다음의 같은 성질과 목적（가치） 

를 가진다고 정리할 수 있다.

즉, 본 연구에서 제시한 볼륨 표현식인 VNURBS는 

기존의 NURBS 곡선 및 곡면의 확장 형태로서, 임의 

의 "차원 공간 속에 존재하는 4개의 속성을 가진 점 

집합을 표현하는 매개변수 형태의 볼륨 함수이다. 그 

리고 기존의 .관련 연구에서 보여주었던 여러 형태의 

볼륨 표현식을 모두 포함할 수 있는 일반화된 형태의 

표현식이다. 또한 적용 분야의 특성에 맞게 표현식을 

특성화시킬 수 있고 동시에 특성화된 표현식을 그 응 

용 범위의 확대에 따라 목적에 맞게 확장 시킬 수 있 

는 다변형의 특성을 가진 생성적 형태의 볼륨 함수이 

다. 즉, VNURBS의 조정점을 응용 분야의 목적에 맞 

게 설계함으로써 다분야의 데이터 통합을 구현할 수 

있다.

한편, 본 연구에서는 구체적으로 VNURBS의 생성 

방법이나 모델링 기능, 그리고 가시화를 위한 렌더링 

기법 등에 관해 소개하지 않았다. 그러나 VNURBS는 

기존의 NURBS곡선 및 곡면을 볼륨 영역으로 확장한 

형태임으로 기 연구된 NURBS 관련 성질 및 알고리 

즘 등을 기반 연구로 활용한다면, 여 러 관련 분야에서 

다양한 형태의 모델링 기능 및 렌더링 기법 등을 충분 

히 구현할 수 있다. 예를 들어 추후 연구 과제로서 다 

음의 기능 구현이 필요하다. VNURBS 생성 방법으로 

분산형 볼륨 데이터의 근사법, 격자형 볼륨 데이터의 

보간법 등이 있고, 모델링 기능으로 음함수 곡면 모델 

링 분야에서 대표적으로 수행되는 합집 합, 교집합 등 

의 불리안 기능이 있으며, 볼륨 데이터 가시화 방법으 

로 등곡면 방법, 볼륨 렌더링 방법 등이 있다.
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