
새로운 일반형 블럭 펄스 분 연산 행렬을 이용한 선형 시불변 시스템 해석                                                                   175

새로운 일반형 블럭 펄스 분 연산 행렬을 이용한 

선형 시불변 시스템 해석

論  文

53P-4-4

Analysis of Linear Time-invariant System by Using a New Block Pulse Operational 

Matrices

李 海 基
†
․金 泰 勳

*

(Hae-Ki Lee․Tai-Hoon Kim)

Abstract -  This paper presents a new method for finding the Block Pulse series coefficients, deriving the Block Pulse 

integration operational matrices and generalizing the integration operational matrices which are necessary for the control 

fields using the Block Pulse functions. In order to apply the Block Pulse function technique to the problems of state 

estimation or parameter identification more efficiently, it is necessary to find the more exact value of the Block Pulse 

series coefficients and integral operational matrices. 

This paper presents the method for improving the accuracy of the Block Pulse series coefficients and derives generalized 

integration operational matrix and applied the matrix to the analysis of linear time-invariant system
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1. 서  론

블럭 펄스 함수는 구분 연속 상수(piecewise continuous 

constant)값을 가지는 직교함수의 집합이며, Corrington[1], 

Tsay와 Wu[3] 등이 블럭 펄스 함수를 이용하여 제어문제 

해결과정의 복잡한 표 을 이기 하여 분 연산 행렬을 

유도하 다. 분 연산 행렬의 도입은 블럭 펄스 함수  

다른 여러 직교함수들이 시스템의 해석과 동정, 그리고 제어

기 설계 등의 분야에 리 이용될 수 있는 계기를 제공하

다[2,4,5].

블럭 펄스 함수를 사용하여 시스템 문제를 해결하는데 있

어서 가장 요한 문제들 의 하나는, 블럭 펄스 분 연산 

행렬이 포함하고 있는 오차를 여서 실제 값에 근 하도록 

만드는 것이지만, 기존에 사용하던 방법들은 단순한 평균값

만을 사용함으로써 정확성을 향상시키는 데 한계가 있었고, 

이와 련하여서 김태훈 등이 기존의 방법 신 Lagrange 

이차 보간 다항식을 사용하는 방식을 제안하 으며[6], 한 

오차를 이기 하여 분 연산 행렬의 원소들을 보정하는 

방식에 한 연구를 진행하 다[7-8].

본 논문에서는 Lagrange 이차 보간 다항식을 이용하여 

새로운 일반형 블럭 펄스 분 연산 행렬을 유도하고, 다  

분으로 표 되는 시스템의 경우에 있어서 기존에 사용되

어 왔던 블럭 펄스 수의 계수 추정 기법과 분 연산 행

렬, 혹은 Wang이 유도한 일반형 분 연산 행렬[9]을 사용
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하는 것보다, 본 연구에서 유도한 새로운 일반형 분 연산 

행렬을 사용하는 것이 정확성을 향상시킬 수 있음을 시뮬

이션을 통하여 확인하 다. 

2. 블럭 펄스 수 계수

블럭 펄스 수의 개는 원래의 함수 f ( t )가 구분 연

속  상수값의 함수 f̂ ( t )에 의하여 근사화될 수 있음을 의

미하는 것이며, 이러한 근사화는 구간 t∈ [ 0, t f )에서 

f ( t )와 f̂ ( t )  사이의 평균자승오차를 표시하는 식 (2.1)의 

최소값에 도달하는 것이다[10].

ε =
1
t f
⌠
⌡

t f

0 [ f ( t ) - ∑
m - 1

j = 0
F jψ j ( t ) ]

2

d t  (2.1)

식 (2.1)이 최소값이 되기 해서는 다음 조건을 만족하여

야 한다.

∂ε

∂F i
= -

2
t f
⌠
⌡

t f

0 [ f ( t ) - ∑
m - 1

j = 0
F jψ j ( t ) ] ψ i ( t )d t = 0

 (2.2)

그리고 블럭 펄스 함수의 직교성으로부터 다음 식을 얻을 

수 있다.

⌠
⌡

( i+ 1)h

ih
F iψ i ( t )d t =

⌠
⌡

( i+ 1)h

ih
f ( t ) ψ i ( t )d t  (2.3)

따라서, 식 (2.2)의 평균자승오차 ε을 최소로 하기 한 필

요조건으로 블럭 펄스 계수 F i ( i = 0, 1, 2, …, m-1 )
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를 다음과 같이 얻을 수 있다.

F i =
1
h
⌠
⌡

t f

o
f ( t ) ψ i ( t )d t =

1
h
⌠
⌡

( i + 1) h

i h
f ( t )d t  (2.4)

식 (2.4)는 블럭 펄스 계수들의 기하학 인 의미를 나타내

며, i번째 블럭 펄스 계수 Fi는 i번째 미소구간에서 원래 

함수 f ( t )의 분 평균값이다. 다시 말하면, i번째 블럭 

펄스 계수 Fi는 f ( t )의 곡선  구간 t∈ [ i h, ( i + 1)h )

에서의 면 과 계가 있는 것이다. 

하지만 만일 함수 f ( t )의 정 분을 구할 수 없는 경우

라면, 일반 으로 사용하는 분 방법을 이용하는 것 자체가 

불가능하며, 이럴 경우에는 블럭 펄스의 폭 h가 충분히 작

다고 가정한 후 다음과 같은 단순한 계로부터 근사 으로 

블럭 펄스 계수들을 결정할 수 있다[11-12].

F i≒
1
2

{ f ( t i ) + f ( t i + 1 ) }  (2.5)

단, f ( t i )와 f ( t i + 1 )은 t = i h와 t = ( i + 1 )h에서

의 f ( t )의 값

    

그러나 식 (2.5)는 각각의 블럭 펄스 계수가 미소구간의 

두 끝 들에서의 원래 함수의 평균값에 의해서 근사화됨을 

나타내는 것이다. 일반 으로 사용되어 온 이 방법을 사용

할 경우, 블럭 펄스 계수는 각각의 구간에 한 함수 f ( t )

의 평균값이므로 곡선인 구간에서는 식 (2.4)에 한 근사식

인 식 (2.5)의 오차가 커지게 된다. 이러한 오차를 이기 

하여 Lagrange 이차 보간 다항식을 이용하여 블럭 펄스 

수의 계수를 구하도록 한다. 세 개의  t 0 = ( i - 2 )h , 

t 1 = ( i - 1 )h , t 2 = i h를 지나는 f ( t )에 한 이차 보

간 다항식을 p 2 ( t )라고 하면, Lagrange 형태의 보간 다항

식 p 2 ( t )는 식 (2.6)과 같게 되고,

p 2 ( t ) = f ( ( i - 2 )h )
( t - ( i - 1 )h ) ( t - i h )

2 h
2

- f ( ( i - 1 )h )
( t - ( i - 2 )h ) ( t - i h )

h
2

+ f ( i h )
( t - ( i - 2 )h ) ( t - ( i - 1 )h )

2 h
2

 

                                               (2.6)

 

식 (2.6)을 미소구간 t∈ [ ( i - 1 )h , i h )에서 분하면 

다음과 같은 형태의 블록 펄스 계수를 얻을 수 있게 된다.

F i =⌠⌡

i h

( i - 1 )h
 p 2 ( t ) d t

= -
1
12
f ( ( i- 2 )h ) +

8
12
f ( ( i- 1 )h ) +

5
12
f ( i h )

 (2.7)

3. 개선된 블럭 펄스 분 연산 행렬

3.1 기존의 블럭 펄스 분 연산 행렬

일반 인 블록 펄스 분 연산 행렬은, 블록 펄스 수를 함

수의 분과 미분에 확장하기 해서 먼  각 블록 펄스 함수

ψ
i ( t )에 한 분을 고려함으로써 유도할 수 있다. 이러한 

분은 t∈ [ 0, i h )인 경우에는  

⌠
⌡

t

0
ψ
i ( t )d t = 0  (3.1)

과 같고, t∈ [ i h , ( i + 1 )h )인 경우에는 

⌠
⌡

t

0
ψ
i ( t )d t=

⌠
⌡

ih

0
ψ
i ( t )d t +

⌠
⌡

t

ih
ψ
i ( t )d t = t - i h  (3.2)

과 같으며, 그리고 t∈ [ i h , t f )인 경우에는 다음과 같다.

⌠
⌡

t

0
ψ
i ( t )d t =⌠⌡

ih

0
ψ
i ( t )d t

        +⌠⌡

( i+ 1)h

ih
ψ
i ( t )d t +

⌠
⌡

t

( i+1)h
ψ
i ( t )dt

= t - i h

 (3.3)

이와 같은 세 가지 경우에 한 결론을 합하여 다음과 같이 

다시 블록 펄스 수로 표 할 수 있다.

⌠
⌡

t

0
ψ
i ( t )d t ≐ 

h
2
ψ
i ( t ) + h ∑

m- 1

j= i+1
ψ
j ( t )  (3.4)

한 벡터형식으로는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

⌠
⌡

t

0
ψ
i ( t )d t = ( 0 ⋯ 0 

h
2

 h  ⋯  h ) ψ ( t )  (3.5)

                  ↑

    i번째 요소 

식 (3.5)에서, 블록 펄스 계수 벡터는 상당히 일반 이다. i

번째 요소는 h / 2  값을 가지고, 그 이  값은 모두 0이며, 그 

이후의 값은 모두 h를 갖는다. 의 설명으로부터, 모든 m개

의 블록 펄스 함수에 한 블록 펄스 분은 간단히 다음과 같

이 쓸 수 있다.

⌠
⌡

t

0
ψ( t )d t≐ Pψ( t )  (3.6)

P =
h
2













1  2  2  ⋯  2 

0  1  2  ⋯  2 

0  0  1  ⋯  2 

⋮  ⋮  ⋮  ⋱  ⋮ 

0  0  0  ⋯  1 

 (3.7)

의 P행렬은 블록 펄스 함수의 분연산행렬로 정의된다. 

이 행렬은 상삼각행렬의 일반 인 형태를 취하고 있다. k번째 

행은 첫 번째 행을 (k - 1 )만큼 오른쪽으로 이동시킴으로써 

얻을 수 있다. 한 이 상삼각행렬의 모든 m개의 고유값은 
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h / 2임을 알 수 있다. 의 분연산행렬에 기 하여, 함수 

f ( t )의 분은 다음과 같이 블록 펄스 수를 이용하여 쉽게 

표 할 수 있다. 

⌠
⌡

t

0
f ( t )d t≐ ⌠

⌡

t

0
F
Tψ(t )d t≐ F

T
Pψ( t )   (3.8)

어떠한 함수의 분은 식 (3.8)에서 보는 바와 같이 표 될 

수 있으며, 이것을 다시 표 하여 보면 다음과 같게 된다.

g ( t ) = ⌠
⌡

t

0
f ( t )d t≐ ⌠

⌡

t

0
FTψ(t )d t≐ F

T
Pψ( t )

= [ g 1̃  g 2̃  ⋯  g m̃ ] ψ( t )
  (3.9)

식 (3.9)에서는 함수 g ( t )의 블록 펄스 계수를 g ĩ (단, i  

= 1, 2, …, m)와 같이 표 함으로써 식 (3.8)에 의하여 표시된 

값이 정확한 값이 아니라 F T P에 의하여 얻어진 근사값임을 

표시하 다. 

식 (3.9)에 표시된 블록 펄스 계수의 기하학  의미를 살펴

보기 하여 분 연산 행렬의 상삼각 특성을 이용하여 표시하

면 다음과 같다. 

g ĩ =
h
2
f i + h ( f 1 + f 2 + ⋯ + f i - 1 )   (3.10)

식 (3.10)을 분 형식을 통하여 다시 표 하면 다음의 식 

(3.11)이 된다.

g ĩ = ⌠
⌡

( i - 1 ) h

0
f ( t ) d t +

1
2
⌠
⌡

i h

( i - 1 ) h
f ( t ) d t

= g ( ( i - 1 )h ) +
g ( i h ) - g ( ( i - 1 )h )

2

=
g ( i h ) + g ( ( i - 1 )h )

2

(3.11)

식 (3.11)의 결과로 얻어진 i번째 블록 펄스 계수는 

t 1 = ( i - 1 )h와 t 2 = i h에서 g ( t )의 함수값에 한 평균

일 뿐 정확한 값이 아니며, 이러한 경우 보간 다항식을 사용하

여 정확성을 향상시킬 수 있다. 

3.2 Lagrange 이차 보간 다항식을 이용한 분 연산 행렬

우선 세  t 0 = ( i - 2 )h , t 1 = ( i - 1 )h , t 2 = i h를 

지나는 보간 다항식을 표시하면 

g ( t ) = g ( ( i - 2 )h )
( t - i h ) ( t - ( i - 1 )h )

2h 2

- g ( ( i - 1 )h )
( t - i h ) ( t - ( i - 2 )h )

h 2

+ g ( i h )
( t - ( i - 1 )h ) ( t - ( i - 2 )h )

2h 2

(3.12)

과 같고, 이 보간 다항식으로부터 함수 g ( t )의 i번째 블록 펄

스 계수를 구하면 다음과 같다.

gi =
1
h
⌠
⌡

ih

( i - 1)h
g ( t ) dt

= -
1
12
g ( ( i - 2)h ) +

8
12
g ( ( i - 1)h ) +

5
12
g ( ih )

  (3.13)

함수 g ( t )는 함수 f ( t )의 분이므로 다음의 계가 성

립한다.

g ( i h ) = ⌠
⌡

i h

0
f ( t ) d t

= h ( 1
h
⌠
⌡

h

0
f ( t ) d t +

1
h
⌠
⌡

2h

h
f ( t ) d t

                   + ⋯ +
1
h
⌠
⌡

ih

( i - 1)h
f ( t ) d t )

= h ( f 1 + f 2 + ⋯ + f i )

 

 (3.14)

식 (3.14)의 계식이 다음의 경우에도 용된다.

g ( ( i - 1 )h ) = h ( f 1 + f 2 + ⋯ + f i - 1 )   (3.15)

g ( ( i - 2 )h ) = h ( f 1 + f 2 + ⋯ + f i - 2 )  (3.16)

식 (3.14)부터 식 (3.16)까지를 식 (3.13)에 입하여 정리하

면 다음의 식 (3.17)을 얻을 수 있다.

g i = h ( f 1 + f 2 + ⋯ + f i - 2 +
13
12
f i - 1 +

5
12
f i )
 (3.17)

하지만 식 (3.17)에서 알 수 있는 것과 같이, f - 1
과 f 0은 

존재하지 않기 때문에 이 식은 i = 3, 4 , ⋯ , m 일 경우에

만 의미를 갖게 된다. i = 2일 경우에는 식 (3.13)으로 직  

다음과 같은 값을 얻을 수가 있다(단, g ( 0) = 0이다).

g 2 = -
1
12
g ( 0) +

8
12
g (h ) +

5
12
g ( 2h )

= h ( 13
12
f 1 +

5
12
f 2 )

   (3.18)

그리고 i = 1인 경우에는 함수 f ( t )와 g ( t )가 t < 0에

서 정의되지 않았기 때문에 첫 번째 블록 펄스 계수 g 1
을 구

하기 하여 세 을 이용한 보간 다항식을 사용할 수 없다. 

따라서 이 경우에는 식 (3.10)으로부터 

g 1 =
h
2
f 1  (3.19)

을 구하여 사용하도록 한다. 식 (3.17)로부터 식 (3.18)까지의 

계를 이용하여 함수 g ( t )의 블록 펄스 계수를 다음과 같은 

벡터 형태로 표시하는 것이 가능하다.

g ( t ) ≐ [ g 1  g 2  ⋯  gm ] Φ ( t )

= [ f 1   f 2   ⋯  f m ] P Φ ( t )

 (3.20)
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여기서 행렬 P는 다음의 식 (3.21)로 주어지게 되며, 식 

(3.7)에 보이는 상용 연산 행렬 P의 성능을 개선한 것이다. 

식 (3.21)과 같은 개선된 분 연산 행렬 P를 이용하여서, 

함수 f ( t )의 분을 다음의 식 (3.22)와 같이 쉽게 표시할 수 

있다[8].

P =
h
2













1  
13
6

 2  ⋯  2  

0
5
6

13
6

⋯ 2

0 0
5
6

⋯ 2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 0 ⋯
5
6

 (3.21)

⌠
⌡

t

0
f ( t ) d t≐ F

T
P Φ ( t )  (3.22)

3.3 개선된 블럭 펄스 분 연산 행렬

식 (3.21)과 같이 구한 새로운 분 행렬은 식 (3.18)과 식 

(3.19)의 연산을 수행하는 과정에서 오차를 포함하게 되는데, 

이것은 연산을 수행하기 한 정보가 부족하기 때문에 발생하

는 것이다. 이러한 오차를 보정하기 해서, 연산 행렬의 각 

원소들의 배치 상태를 이용하여 다음 항에 있는 값을 원래의 

값 신에 사용함으로써 이와 같은 문제를 해결할 수 있게 된

다. 식 (3.21)의 행렬을 보정하면 다음의 식 (3.23)과 같게 된다

[8].

P̃ =
h
2













5
6

 
13
6

 2  ⋯  2  

0
5
6

13
6

⋯ 2

0 0
5
6

⋯ 2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 0 ⋯
5
6

 (3.23)

개선된 분 연산 행렬 P̃를 사용하 을 때 얻을 수 있

는 효과는 다음의 용 에서 확인할 수 있다.

4. 이차 보간 다항식을 이용한 일반형 블럭 펄스 

분 연산 행렬 유도

4.1 기존의 일반형 블럭 펄스 분 연산 행렬

거듭되는 분으로 인한 분 연산 행렬의 거듭 제곱 문

제와 이로 인한 오차의  문제를 해결하기 하여 Wang

은 분의 수에 따라서 새로운 분 연산 행렬을 만들어 내

는 일반형 분 연산 행렬을 고안하 다[9]. 하나의 블럭 펄

스 함수 ψ
i ( t )에 하여 k번 분을 수행하는 경우라면, 

Cauchy의 분 형식[13]에 의하여 다음과 같은 식 (4.1)로 

변형하는 것이 가능하다.

⌠
⌡

t

0
 … ⌠⌡

t

0
 ψ i ( t ) dt … dt

ꀒ─ꀕ─ꀓ
   k 번
=

1
(k - 1 )!

⌠
⌡

t

0
 ( t - τ ) k - 1ψ

i (τ ) dτ

 (4.1)

식 (4.1)을 라 라스 변환하면 다음의 식 (4.2)와 같게 되

고,

ℒ { 1
(k - 1 )!

⌠
⌡

t

0
 ( t - τ ) k - 1ψ

i (τ ) dτ }
  =

1
(k - 1 )!

⋅ℒ { t k - 1 }⋅ℒ { ψ i ( t ) }

  =
1

(k - 1 )!
⋅

(k - 1 )!

s
k

                 ⋅
1
s

( e - ( i - 1 )h s
- e

- i h s )

  =
1

s
( k + 1) ( e - ( i - 1 )h s

- e
- i h s )

 (4.2)

따라서 하나의 블럭 펄스 함수 ψ
i ( t )에 한 k번 분

은 다음의 식 (4.3)과 같이 구할 수 있게 된다(단, μ ( t )는 

단  계단 함수).

⌠
⌡

t

0
 … ⌠⌡

t

0
 ψ i ( t ) dt … dt

ꀒ─ꀕ─ꀓ
   k 번

=
1
k !

( t - ( i - 1 )h )
kμ ( t - ( i - 1 )h )

  - ( t - ih )
kμ ( t - ih )

 (4.3)

첫 번째 블럭 펄스 함수 ψ
1 ( t )에 한 k번 분 함수

를 블럭 펄스 수 개하면 다음의 식 (4.4)과 같이 표시되

고,

⌠
⌡

t

0
…⌠⌡

t

0
ψ
i ( t )dt…dt ≐( c 1 c 2 ⋯ cm )Φ ( t )

ꀒꀕꀓ
  k 번

   (4.4)

블럭 펄스 계수 c j (단, j = 1 , 2 , ⋯ , m )는 다음의 

식 (4.5)와 같이 표시된다.

c j =
1
h
⌠
⌡

T

0

1
k !

( t kμ ( t ) - ( t- h )
kμ ( t- h ) )ψ j ( t )d t

=
1
h
⌠
⌡

j h

( j- 1 )h

1
k !

( t kμ ( t ) - ( t- h )
kμ ( t- h ) )d t

=











h k

( k + 1 ) !
 ,                              j = 1

h
k

( k + 1 ) !
( j k + 1 - 2 ( j- 1 ) k + 1 + ( j- 2 ) k + 1 ) ,

                                j = 2 , 3 , ⋯ , m

(4.5)
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다른 블럭 펄스 함수들에 하여서도 이와 같은 계가 

성립하므로, m개의 블럭 펄스 함수에 한 k번 분에 

한 블럭 펄스 수는 다음의 식 (4.6)과 같은 행렬 형태로 

표 될 수 있다.

⌠
⌡

t

0
 … ⌠⌡

t

0
 ψ i ( t ) dt … dt ≐ P k Φ ( t )

ꀒ─ꀕ─ꀓ
   k 번

 (4.6)

P k =
h

2

( k + 1 ) !













p k , 1  p k , 2  p k , 3  ⋯  p k , m   

0 p k , 1 p k , 2 ⋯ p k , m - 1  

0 0 p k , 1 ⋯ p k , m - 2  

⋮ ⋮  ⋮ ⋱ ⋮  

0 0 0 ⋯ p k , 1  

 (4.7)

단 , 

p k , j =











1  ,                             j = 1

j k + 1 - 2 ( j- 1 ) k + 1 + ( j- 2 ) k + 1  ,

                     j = 2 , 3 , ⋯ , m

식 (4.7)로 주어진 일반형 분 연산 행렬을 이용하면, 함

수 f ( t )의 다  분에 한 블럭 펄스 수는 다음의 식 

(4.8)와 같은 형태로 표 될 수 있다.

⌠
⌡

t

0
 … ⌠⌡

t

0
 f ( t ) dt … dt  ≐ F

T P k Φ ( t )

ꀒ─ꀕ─ꀓ
   k 번

  (4.8)

4.2 이차 보간 다항식을 이용한 새로운 블럭 펄스 분 

연산 행렬 유도

일반형 분 연산 행렬을 유도하기 하여 우선 2회 분

에 한 경우를 고려하면, 분 연산 행렬은 다음과 같은 단

계를 거쳐 구할 수 있게 된다.

(i) 식 (3.23)으로 표 된 분 연산 행렬의 모양을 변형하

여 다음의 식 (4.9)와 같은 형식으로 만든다.

P̃ =
h
2













5
6

 
13
6

 2  ⋯  2  

0  
5
6

 
13
6

 ⋯  2  

0  0  
5
6

 ⋯  2  

⋮  ⋮  ⋮  ⋱  ⋮  

0  0  0  ⋯  
5
6

 

  

    = h













5
12

 
13
12

 1  ⋯  1  

0  
5
12

 
13
12

 ⋯  1  

0  0  
5
12

 ⋯  1  

⋮  ⋮  ⋮  ⋱  ⋮  

0  0  0  ⋯  
5
12

 

= h A   

   (4.9)

(ii) 식 (4.9)에 있는 행렬 A의 치 행렬을 구한다. 

A T
=













5
12

 0  0 ⋯ 0

13
12

 
5
12

 0 ⋯ 0

1  
13
12

 
5
12

⋯ 0

⋮  ⋮  ⋮ ⋱ ⋮

1  1  1 ⋯
5
12

 

   =













[
5
12

 0  0 ⋯ 0 ] 

[
13
12

 
5
12

 0 ⋯ 0 ]

[ 1  
13
12

 
5
12

⋯ 0 ]

⋮  ⋮  ⋮ ⋱ ⋮

[ 1  1  1 ⋯
5
12

]

=













 A 1   

 A 2   

 A 3   

 ⋮ 

 Am   

   (4.10)

(iii) 변형된 행렬 A를 구성하는 행벡터들은 각각 블럭 

펄스 수의 동일 계수들에 해당하는 부분들이 되므로, 식 

(4.40)의 계를 용하면 다음과 같은 행렬 B T를 구할 수 

있게 된다.

B T
=













 B 1   

 B 2   

 B 3   

 ⋮  

 Bm   

  (4.11)

단, B 1 =
5
12

A 1
  (4.12a)
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B 2 =
13
12

A 1 +
5
12

A 2
 (4.12b)

B 3 = A 1 +
13
12

A 2 +
5
12

A 3
 (4.12c)

⋮

Bm = A 1 + A 2 + ⋯ + Am- 2 +
13
12

Am- 1 +
5
12

Am
 

  (4.12d)

(iv) 식 (4.12)로 구해진 행렬의 치 행렬을 구하고, 이 

행렬에 2회 분을 의미하는 상수 h 2을 곱한다. 

이와 같은 계를 k번 분한 경우로 확장하여 생각해 

보면, 다음의 차에 따라서 계수를 보정한 새로운 일반형 

분 연산 행렬 P̃ k
를 구할 수 있게 된다.

(1) 식 (4.9)부터 식 (4.13)까지의 과정을 k - 1번 반복한다. 

(2) 결과로 얻어진 행렬의 치 행렬을 구한다. 

(3) 결과 행렬에 h k를 곱한다.

5. 단일 입출력 선형 시불변 시스템의 상태 해석

블록 펄스 역에서, 연속 시간 선형 시불변 시스템의 해

석 문제는 유한 시구간 t∈ [ 0, T )에서의 입력 u ( t )와 

출력의 기값 등을 이용하여 출력 y ( t )의 블록 펄스 계수

를 구하는 것이 된다. 

식 (5.1)의 단일 입출력 선형 시불변 시스템의 양변을 0부

터 t까지 연속 으로 n번 분하면 다음의 식과 같이 표

된다.

∑
n

i = 0
a n - i

⌠
⌡

t

0
 ⋯ ⌠⌡

t

0
y ( t )d t⋯ d t

         ꀒ─ꀕ─ꀓ
            i 번
        - ∑

n - 1

i = 0 ( y 0
( i )

∑
n - 1

j = i
a n + i - j

⌠
⌡

t

0
 ⋯ ⌠⌡

t

0
d t⋯ d t )

                                   ꀒ─ꀕ─ꀓ
                                      j 번
= ∑

n

i = 0
b n - i

⌠
⌡

t

0
 ⋯ ⌠⌡

t

0
u ( t )d t⋯ d t

           ꀒ─ꀕ─ꀓ
              i 번
       - ∑

n - 1

i = 0 ( u 0
( i )

∑
n - 1

j = i
b n + i - j

⌠
⌡

t

0
 ⋯ ⌠⌡

t

0
d t⋯ d t )

                                  ꀒ─ꀕ─ꀓ
                                      j 번

(5.1)

단, y ( i )
0
와 u ( i )

0
(단, i  = 0, 1, …, n - 1 )는 y ( t )와 

u ( t )의 기값

입력과 출력을 블록 펄스 수 개하면 다음의 식과 같

게 되므로,

u ( t ) ≐ [ u 1  u 2  ⋯  um ] Φ ( t ) = U T Φ ( t )  (5.2a)

y ( t ) ≐ [ y 1  y 2  ⋯  y m ] Φ ( t ) = Y T Φ ( t )  (5.2b)

블록 펄스 수를 벡터 형태로 표 하면 식(5.3)이 된다.

(Y T
∑
n

i= 0
a n - i P

i- E T
∑
n - 1

i= 0 ( y ( i )
0 ∑

n - 1

j= i
a n + i - j P

j ) ) Φ ( t )

≐ (U T
∑
n

i= 0
b n - i P

i- E T
∑
n - 1

i= 0 ( u ( i )
0 ∑

n - 1

j= i
b n + i- j P

j ) ) Φ ( t )

 

(5.3)

식 (5.3)으로부터, 다음과 같은 수 계를 구할 수가 있

게 된다.

Y T
∑
n

i = 0
a n - i P

i
- E T

∑
n - 1

i = 0 ( y ( i )
0 ∑

n - 1

j = i
a n + i - j P

j )

≐ U
T
∑
n

i = 0
b n - i P

i
- E T

∑
n - 1

i = 0 ( u ( i )
0 ∑

n - 1

j = i
b n + i - j P

j )
 (5.4)

다음의 식 (5.5)을 이용하여

A = ∑
n

i= 0
a n - i P

i  (5.5)

출력의 블록 펄스 계수는 다음의 식 (5.6)을 이용하여 입력

으로부터 직  구할 수가 있다. 

Y T
= B A - 1  (5.6)

단 , B = E T
∑
n - 1

i = 0 ( y ( i )
0 ∑

n - 1

j = i
a n + i - j P

j )
+ U

T
∑
n

i = 0
b n - i P

i
- E T

∑
n - 1

i = 0 ( u ( i )
0 ∑

n - 1

j = i
b n + i - j P

j )

이 때 식 (5.4)부터 식 (5.6)까지의 식에 포함된 분 연산 

행렬은 기존의 상용 분 연산 행렬을 사용하여 왔지만, 이

것은 분 연산 행렬에 포함된 오차의 을 래하게 된

다. 따라서 이 식을 본 연구에서 제안한 분 연산 행렬로 

체하면 다음의 식 (5.7)과 같이 된다.

Y T
= B A - 1  (5.7)

단, A = ∑
n

i= 0
a n - i P ĩ ,

 

B = E T
∑
n - 1

i = 0 ( y ( i )
0 ∑

n - 1

j = i
a n + i - j P ĩ )

+ U T
∑
n

i = 0
b n - i P ĩ - E T

∑
n - 1

i = 0 ( u ( i )
0 ∑

n - 1

j = i
b n + i - j P ĩ )

5.1 시뮬 이션

다음과 같은 2차 선형 시스템을 고려하여 보도록 하자.

a 2 y
( 2 ) ( t ) + a 1 y

( 1 ) ( t ) + a 0 y ( t ) = b 0 u ( t )   (5.8)

단, 개 항수는 8( m = 8 )로 하고, 구간은 t∈ [ 0, 1 )



                                                                                                        Trans. KIEE. Vol. 53P, No. 4, DEC, 2004

새로운 일반형 블럭 펄스 분 연산 행렬을 이용한 선형 시불변 시스템 해석                                                                   181

로 한다. 한 계수들은 각각 a 0 = 2.0 , a 1 = 3.0 , 

a 2 = 1.0 , 그리고 b 0 = 1.0으로 하며, 기값은 0으로 하

고 입력 u ( t )는 단  계단 함수로 한다. 

이와 같은 경우에는 입력이 단  계단 함수이므로 

U = E가 되므로, 식 (5.6)과 식 (5.7)은 각각 다음과 같은 

형태를 가지게 된다.

Y T = b 0 E
T P 2  ( a 2 P

0 + a 1 P
1 + a 0 P

2 )   (5.9)

Y T
= b 0 E

T P 2̃ ( a 2 P 0̃ + a 1 P 1̃ + a 0 P 2̃ )  (5.10)

식 (5.9)와 식 (5.10)의 결과를 표시하면 표 1과 그림 1처

럼 표 된다.

분

횟수

개

항수

상태 해석값의 비교

상용 분 연산

행렬 이용

기존의 일반화된 분 

연산 행렬 이용

본 논문에서 유도한 

분 연산 행렬 이용

1항

2항

3항

4항

5항

6항

7항

8항

0.00466918945313

0.02493286132813

0.07034301757813

0.14773559570313

0.26443481445313

0.42825317382813

0.64749145507813

0.93093872070313

0.00310601128472

0.02280002170139

0.06755913628472

0.14421929253472

0.26010470920139

0.42302788628472

0.64128960503472

0.92367892795139

0.00315124605909

0.02071627864131

0.06446054246691

0.13998410731186

0.25464884440104

0.41626993815104

0.63314819335937

0.91407267252604

표    1  선형 시불변 시스템 해석(m=8)

Table 1 Analysis of Linear Time-invariant System(m=8)

그림 1 선형 시불변 시스템 해석(m=8)

Fig. 1 Analysis of Linear Time-invariant System(m=8)

6. 결  론

본 논문에서는 오차를 이기 하여 Lagrange 이차 보

간 다항식을 이용하는 새로운 블록 펄스 수 계수 추정 기

법을 제안하 고, 이를 확장하여 기존의 블럭 펄스 분 연

산 행렬보다 오차가 은 새로운 분 연산 행렬을 소개하

다. 한 분 연산 행렬의 원소를 보정하여 개선된 분 

연산 행렬을 제안하고 이를 확장하여 새로운 일반형 블럭 

펄스 분 연산 행렬을 유도하 다. 한 이 행렬을 선형 

시불변 시스템의 해석에 용한 시뮬 이션을 통해 Wang이 

유도한 일반형 분 연산 행렬보다 오차가 음을 확인하

다. 이를 이용하여 향후 다  분 형식으로 표 된 선형계 

 비선형계 시스템의 해석  상태 추정 문제에 응용할 수 

있을 것으로 사료된다.
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