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요  약

이 논문에서는 특이섭동 T-S 퍼지시스템의 H ∞
 출력 궤환 제어기의 설계를 취급한다. 특이섭동 시스템에서 저속 부시스

템과 고속 부시스템의 H ∞
 노옴이 각각 γ  보다 적다면 충분히 적은 ε > 0에 대해서 특이섭동 퍼지시스템의 H ∞

 노옴이 

γ보다 적음을 증명한다. 이러한 사실을 이용하여 특이섭동 파라메터 ε과 무관한 선형 행렬부등식을 기반으로하는 제어기 

설계법을 제시한다. 제시된 설계법의 효용성을 입증하기 위하여 수치예를 보여준다.

Abstract

This paper deals with an H ∞
 output feedback controller design for singularly perturbed T-S fuzzy systems. It is 

shown that the H ∞
 norm of the singularly perturbed T-S fuzzy system is less than γ  for a sufficiently small ε > 0  

if the H ∞
 norms of both the slow and fast subsystem are less than γ. Using this fact, we develop a linear matrix 

inequality based design method which is independent of the singular perturbation parameter ε. A numerical example 

is provided to demonstrate the efficacy of the proposed design method.
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1. 서  론

특이섭동형 시스템은 상태변수에서 저속모드(slow mode)

와 고속모드(fast mode)가 동시에 존재하는 시스템을 모델

할 때 발생하는 시스템이다. 예를 들어 아주 적은 질량이나 

관성 모멘트를 갖는 역학계통을 포함하는 동적시스템,  고속

의 액츄에이터를 포함한 동적시스템 그리고 이득이 큰 궤환

시스템을 모델할 때 특이섭동형 시스템으로 모델한다[1]. 특

이섭동법은 원래는 유체역학이나 천체역학과 같은 응용수학

의 한 분야에서 근사적인 해를 얻기 위하여 널리 사용된 수

학의 한 분야이다. 제어문제에는 P. Kokotovic[2]에 의해 처

음으로 사용되어 최적제어문제에서 발생하는 리카티 미분방

정식의 근사해를 구하는데 많이 사용되었다. 그후 선형 혹은 

비선형의 특이섭동 시스템에서 효과적으로 제어기를 설계하

는 방법이 많은 연구자들에 의해 끊임없이 연구가 되었다[3].

J. Doyle[4] 등이 상태공간에서 리카티 형태 방정식의 해

를 이용하여 H ∞
 제어기를 합성하는 방법을 제시한 이후 상

태공간에서 견실 안정성과 성능을 보장하는 제어기 설계법에 

관한 연구가 괄목할 만한 성장을 보이고 있다. 그후 리카티 

형태 방정식의 해를 이용하는 대신에 선형 행렬부등식의 해

를 이용하여 견실한 H ∞
 제어기를 합성하는방법이 많이 연

구되었다[5]. 특히 선형 행렬부등식을 이용하는 방법은 가치 

함수가 여러 개인 제어문제와 시변 파라메터를 갖는 시스템

의 제어문제에 성공적으로 적용되어 견실한 제어기 설계 문

제의 해를 쉽게 구할 수 있었다[6,10-13]. 위에서 언급한 

H ∞
 제어이론의 발전에 발맞추어 특이섭동 시스템에서도 

H ∞
 제어기를 합성하는 연구가 많이 수행되었다[7-9].

제어시스템이 비선형 시스템일 때 견실한 제어기를 설계

하기 위해서 H ∞
 제어기 설계법을 사용할 경우에는 

Hamilton-Jacobi-Bellman(H-J-B) 방정식을 풀어서 제어기

를 합성할 수 있다. 그러나 H-J-B 방정식은 비선형 편미분 

방정식이어서 특수한 경우를 제외하고는 일반적으로 해를 구

하기가 극히 어렵다. 최근에는 이러한 비선형 제어문제를 취

급하기 위해서 비선형 시스템을 T-S (Takagi-Sugeno) 퍼

지 시스템으로 모델하여 효과적으로 비선형 시스템을 제어하

는 퍼지 제어방식이 많이 제시되었다.[14-16] T-S 퍼지시스

템은 일반적인 시스템과는 달리 통상 여러 개의 선형시스템

으로 모델 되어진 국부적인 모델로 구성되어 있으며 여러 개

의 국부적인 선형시스템이 결합하여 시스템의 전역적인 비선
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형 특성을 묘사한다. 따라서 비선형 시스템을 T-S 퍼지시스

템으로 모델할 경우 선형시스템에서 개발된 많은 제어이론을 

사용하여 비선형 시스템을 효과적으로 제어할 수 있다.

비선형 특이섭동 시스템의 경우에도 T-S 퍼지시스템으로 

모델하여 효과적으로 제어기를 설계하는 연구가 최근 많이 

시도되고 있다.[17-19] W. Assawinchaichote 등은  특이섭

동 T-S 퍼지시스템을 관측기 기반으로 출력궤환 제어기를 

설계하였으며[18] 또한 선형행렬 부등식을 이용하여 전상태 

궤환 H ∞
 제어기를 제시하였다.[19]

본 연구에서는 국부적인 모델이 선형 특이섭동 시스템으

로 표현되는 특이섭동 T-S 퍼지시스템의 출력궤환 제어기 

설계법을 제시하고자한다. 이를 위하여 2절에서는 특이섭동 

퍼지시스템을  정의하고 제어문제를 설정한다. 3절에서는 특

이섭동 퍼지시스템의 H ∞
 노옴 유계조건을 선형 행렬부등

식의 형태로 제시하고 4절에서는 3절에서 제시된 선형 행렬

부등식을 이용하여 출력궤환 제어기를 합성한다. 5절에서 수

치예를 통하여 본 연구에서 제시한 방법의 타당성을 예시하

고 6절에서 결론을 맺는다.

주어진 행렬 A에 대해 AT는 A의 전치행렬을 A- 1 는 

A의 역행렬을 A ⊥ 는 A T의 null space를 구성하는 basis 

벡터이고 A > 0는 A가 양 한정 행렬임을 나타낸다. I n은 

n×n  단위행렬이고 0은 영 행렬을 의미하고 문맥상 차원을 

쉽게 알 수 있는 경우 아래 첨자를 생략한다. 블록 행렬에서 

( i, j)블록의 *는 ( j, i)블록의 전치행렬을 의미한다. 

diag(A,B)는 A,B로 만들어진 대각행렬이고 ∥⋅∥ ∞
는 

H ∞
 노옴을 의미한다.

2. 특이섭동 퍼지시스템과 문제설정 

다음의 T-S  퍼지모델로 모델 되는 시스템을 생각한다.

R i:  IF ρ
1( t)  is M i1

 and ⋯  and ρ
g(t)  is M ig
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
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  (2.1)

z( t)= C i, 1 [ ]x 1( t)
x 2( t)

+D i, 11w(t)+D i, 12u(t)

= [ ]C i, 11 C i, 12 [ ]x 1( t)
x 2( t)

+D i, 11w( t)+D i, 12u( t)

y( t)= C i, 2 [ ]x 1( t)
x 2( t)

+D i, 21w(t)

= [ ]C i, 21 C i, 22 [ ]x 1( t)
x 2( t)

+D i, 21w( t)

여기에서 R i
는 i번째 퍼지규칙이고 퍼지규칙의 수는 r이

다. 즉 i= 1,⋯,r이다. ρ
j(t)와 M ij

 j= 1,⋯,g는 전제변

수와 퍼지집합이고 xT( t)= [ ]x 1( t)
T x 2( t)

T  (x 1 ( t)∈R
n 1

,

x 2(t)∈R
n 2

)은 상태변수, w(t)∈R q는 외부 잡음신호, 

u(t)∈R m은 입력변수, y(t)∈R p는 출력변수이고 

A i, B i, 1, ⋯,D i, 21
는 적절한 차원으로 분할된 상수 행렬이

고 특이섭동 파라메터 ε은 아주작은 양수이다.

정규화된 소속함수 μ
i(ρ( t))  i= 1,⋯,r를 다음과 같이 

정의한다. 

μ
i(ρ( t))=

h i(ρ( t))

∑
r

i=1
h i(ρ( t))

 (2.2)

여기에서 

h i(ρ( t))= ∏
g

j=1
Mij(ρ j(t)), ρ( t)= [ ]ρ

1(t) ⋯ ρ
g( t)

T  (2.3)

이다. 본 연구에서는

h i(ρ( t))≥0 ( i= 1,⋯,r) , ∑
r

i= 1
h i(ρ( t)) > 0,   t≥0  

(2.4)

이라 가정한다. 따라서 

μ
i(ρ( t))≥0, i= 1,⋯,r, ∑

r

i=1
μ
i(ρ( t))= 1  (2.5)

를 얻는다. 간편성을 위하여 μ
i= μ i(ρ( t)),  μ T= [μ 1⋯μ r]

이라 정의하면, 시스템 (2.1)은 다음과 같이 쓸 수 있다.
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 (2.6)

z( t)= [ ]C 11(μ) C 12(μ) [ ]x 1(t)
x 2(t)

+D 11 (μ)w( t)+D 12(μ)u( t)

= ∑
r

i=1
μ
i( [ ]C i, 11 C i, 12 [ ]x 1( t)

x 2( t)
+D i, 11w(t)+D i, 12u(t))

y( t)= [ ]C 21(μ) C 22(μ) [ ]x 1(t)
x 2(t)

+D 21 (μ)w( t)

= ∑
r

i=1
μ
i( [ ]C i, 21 C i, 22 [ ]x 1( t)

x 2( t)
+D i, 21w(t))

식 (2.6)에서 x 2
̇는 x 1
̇에 비해 대략 1/ε배  정도 크므

로 x 2
를 고속 변수, x 1

을 저속 변수라 호칭한다. 특이섭동 

파라메터 ε이 0으로 변할 때 시스템 (2.6)의 차원이 

n 1+n 2
에서 n 1

으로 변하므로 이러한 섭동을 정칙섭동

(regular perturbation)과 구별하여 특이섭동이라 호칭한다. 

A 22(μ)
- 1 이 존재한다면 (2.6)에서 ε=0으로 특이섭동을 취

하면 고속변수 x 2( t)는

    
     

 
  (2.7)

의 관계식을 만족한다. (2.7)을 (2.6)에 대입하여 정리하면 다

음의 식을 얻는다. 

x 1 ̇( t ) =As(μ)x 1( t)+B s1 (μ)w( t)+B s2(μ)u( t)
z( t)= C s1(μ)x 1(t)+D s1 (μ)w( t)+D s12(μ)u( t)
y( t)= C s2(μ)x 1(t)+D s21 (μ)w( t)

 (2.8)

여기에서
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        
  

      
    

      
    

     
     

 (2.9)

이다. 식 (2.8)은 저속 변수만으로 구성된 ε에 무관한 시스

템이며 저속 부시스템(slow subsystem)이라 호칭한다. 다음 

시스템 (2.6)에서 저속변수 x 1( t)를 제거하면 

x 2
̇( t ) =A 22(μ)x 2( t)+B 12 (μ)w( t)+B 22(μ)u( t)
z( t)= C 12(μ)x 2( t)+D 11 (μ)w( t)+D 12(μ)u( t)
y( t)= C 22(μ)x 2( t)+D 21 (μ)w( t)

 

(2.10)

이 된다.  시스템 (2.10)을 고속 부시스템(fast subsystem) 

이라고 정의한다.

본 연구에서는 폐루프 시스템을 안정화하고 w( t)를 입력, 

z( t)를 출력으로 하는 폐루프 연산자를 T zw
라 정의할 때 

T zw
의 L 2

 이득(추후 편의상 H ∞
 노옴으로 호칭하고 

∥T zw∥ ∞
라 표기한다)을 γ  미만으로 유지하는, 즉

⌠
⌡

∞

0
z(τ) Tz(τ)dτ < γ 2⌠

⌡

∞

0
w(τ) Tw(τ)dτ  (2.11)

을 보장하는 출력궤환 제어기를 설계한다.

3.  특이섭동 T-S 퍼지시스템의 H ∞
 노옴 

유계조건

이 절에서는 제어기 합성에 사용될 폐루프 시스템이 만족

해야할 특이섭동 T-S 퍼지시스템의 H ∞
 노옴 유계조건을 

소개한다.   다음과 같이 시스템 (2.1)과 차원이 동일한 특이

섭동 T-S 퍼지시스템으로 표현되는 출력 궤환 제어기를 생

각한다.

R i:  IF ρ
1( t)  is M i1

 and ⋯  and ρ
g(t)  is M ig

 

    THEN

E ε x k ̇( t ) = ∑
r

j= 1
μ
jA k, ijx k( t)+B k, i y( t)

u( t)= C k, ix k( t)

 (3.1)

여기에서 E ε=diag(I n 1
,εI n 2

)이다. 

제어기 (3.1)을 정규화된 소속함수를 이용하여 식 (2.7)과 

같은 형태로 표현하면

E ε x k ̇( t ) =A k(μ)x k( t)+B k (μ)y( t)

= ∑
r

i= 1
∑
r

j= 1
μ
i
μ
j(A k, ijx k( t)+B k, i y( t))

u( t)= C k(μ)x k( t)

= ∑
r

i= 1
μ
iC k, ix k( t)

 (3.2)

참조 1  : 출력 궤환 제어기 (3.2)에서 A k(μ)는 μ의 2차

식으로 정의되었지만 B i, 2
와 C i, 2

가 모든 i에 대해서 각각 

동일하면 A k(μ)는 μ의 1차식으로 정의할 수 있다. 즉 (3.1)

의 규칙 i에서의 제어기 상태방정식은 
  

+B k, i y(t)로 정의한다.  

제어기 (3.2)를 특이섭동 T-S 퍼지시스템 (2.1)에 적용하

면 폐루프 시스템은

E εε x c ̇( t ) =A c(μ)x c( t)+B c (μ)w( t)
z( t)= C c(μ)x c(t)+D c (μ)w( t)

 (3.3)

이 되고 여기에서 

E εε= [ ]E ε 0
0 E ε

, x c( t)=[ ]x( t)
x k(t)

,

A c(μ)=[ ]A(μ) B 2(μ)C k(μ)
B k(μ)C 2(μ) A k(μ)

,

B c(μ)=[ ]B 1(μ)
B k(μ)D 21(μ)

, C c(μ)=[ ]C 1(μ) D 12(μ)C k(μ) ,

D c(μ)= D 11(μ)

이다.  폐루프 시스템 (3.3)에서 다음의 좌표변환을 도입한다. 

ζ( t)=Mx c ( t)라 정의하면 변환된 좌표에서 시스템 (3.3)은

E 2ε[ ]
ζ
1̇( t )

ζ
2̇( t )

= A c (μ)[ ]
ζ

1(t)
ζ

2(t)
+ B c (μ)w( t)

= [ ]Ac11 (μ) Ac12 (μ)

Ac21 (μ) Ac22 (μ)
[ ]
ζ
1(t)
ζ
2(t)

+[ ]Bc1 (μ)

Bc2 (μ)
w( t)

z( t)= C c (μ)ζ( t)+ D c (μ)w( t)

= [ ]C c1 (μ) C c2 (μ) [ ]
ζ

1(t)
ζ

2(t)
+ D c (μ)w( t)

   

(3.4)

로 나타낼 수 있고 여기에서 

M=













I n 1
0 0 0

0 0 I n 1
0

0 I n 2
0 0

0 0 0 I n 2

, E 2ε= [ ]
I 2n 1

0

0 εI 2n 2

,

Ac (μ)= MA c(μ)M
- 1, B c (μ)=MB c(μ),

C c (μ)= C c(μ)M
- 1

, D c (μ)= D c(μ)

이다. 시스템 (3.4)의 저속 부시스템은 

ζ
1
̇( t ) = As (μ)ζ 1(t)+B s (μ)w( t)
z( t)= C s(μ)ζ 1(t)+D s (μ)w( t)

 (3.5)

라 쓸 수 있고  여기에서

A s(μ )= A c11 (μ)- A c12 (μ ) A c22 (μ )
- 1
A c21 (μ)

B s(μ )= B c1 (μ)- A c12 (μ ) A c22 (μ )
- 1 B c2 (μ),

C s(μ )= C c1 (μ)- C c2 (μ ) A c22 (μ )
- 1
A c21 (μ),

D s(μ )= D c (μ )- C c2 (μ) A c22 (μ)
- 1
B c2 (μ )

(3.

6)

이다. 저속 부시스템 (3.5)에서 w( t)를 입력 z( t)를 출력으

로 하는 연산자를 T s
zw

라 할 때 (2.5)를 만족하는 모든 μ에 

대해서 다음 선형 행렬부등식을 만족하는  대칭 양한정 행렬 

P s
가 존재하면 ∥T

s
zw∥ ∞< γ이다.













A s(μ)
TP s+P sA s(μ) * *

B s(μ)
TP s - γI *

C s(μ) D s(μ) - γI
< 0  (3.7)

다음 특이섭동 T-S 퍼지시스템의 고속 부시스템은 

ζ
2
̇( t ) = A c22 (μ)ζ 2( t)+ B c2w( t)

z( t)= C c2
ζ

2( t)+ D c (μ)w( t)
 (3.8)
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이고 w( t)를 입력 z( t)를 출력으로 하는 연산자를 T f
zw

라 

할 때 (2.5)를 만족하는 모든 허용 가능한 μ에 대해서 다음 

선형 행렬부등식을 만족하는 대칭 양한정 행렬 P f가 존재하

면 ∥T
f
zw∥ ∞< γ이다.













A c22 (μ)
T
P f+P f A c22 (μ) * *

B c2 (μ)
T
P f - γI *

C c2 (μ) D c (μ) - γI

< 0  (3.9)

선형 행렬부등식 (3.7)과 (3.9)는 저속 부시스템과 고속 부

시스템의 H ∞
 노옴이 유계되기 위한  충분조건이다.

본 연구에서는 P s
와 P f를 상수행렬로 정한다. 궤환 제

어기를 설계하기에 앞서 만약 (3.7)과 (3.9)를 충족하는 대칭 

양한정 행렬 P s
와 P f가 존재할 때 폐루프 시스템 (3.3)에

서 ∥T zw∥ ∞< γ를  만족하는가를 조사한다. 이를 위하여 

먼저 다음의 보조정리들을 소개한다.

보조정리 1 [ 1 0 ]  : 대칭행렬 Ω와 행렬 U, V가 주어져 

있을 때 다음의 두 조건 (i)과 (ii)는 등가이다.

(i) 선형 행렬부등식 (3.10)을 만족하는 행렬 K가 존재한다.

Ω+UKV+(UKV)
T
<0  (3.10)

(ii) U ⊥TΩU ⊥ <0, V T⊥T ΩV T⊥ <0  (3.11)

보조정리 2  : 다음의 두 조건은 등가이다.

(i) 허용가능한 모든 μ( t)에 대해서 선형 행렬부등식 (3.7)과 

(3.9)를 만족하는 대칭 양한정 행렬 P s
와 P f

가 존재한다.

(ii) 허용가능한 모든 μ( t)에 대해서 (3.12)의 선형 행렬 부등

식을 만족하는 행렬 P가 존재한다. 













  


  


 

  (3.12)

여기에서 

[ ]P 1 0

P 2 P 3

, P 1= P 1

T
> 0, P 3= P 3

T
> 0  (3.13)

이다.

(증명) 선형 행렬부등식 (3.12)를 (3.13)에서 정의된 P를 

이용하여 (3.14)와 같이 다시 쓸 수 있다.  

Ω+U P 2V+(U P 2V)
T
< 0  (3.14)

여기에서

Ω=













Ω
11 * * *

Ω
21

Ω
22 * *

B c1 (μ)
T
P 1 B c2 (μ)

T
P 3 - γI *

C c1 (μ) C c2 (μ) D c (μ) - γI

< 0,

U=













A c21 (μ)
T

A c22 (μ)
T

B c2 (μ)
T

0

, V
T
=













I
0
0
0

Ω
11= A c11 (μ ) P 1+ P 1 A c11 (μ ),

Ω
21= A c12 (μ )

T
P 1+ P 3 A c21 (μ ),

Ω
22= A c22 (μ )

T
P 3+ P 3 A c22 (μ )

이다. U ⊥ 와 V T⊥ 를 다음과 같이 표현할 수 있다.

U
⊥
=













I 0 0
- A c22 (μ)

- 1 A c21 (μ) - A c22 (μ)
- 1 B c2 (μ) 0

0 I 0
0 0 I

,

V T⊥=













0 0 0
I 0 0
0 I 0
0 0 I

따라서 보조정리 1을 사용하면

U
⊥TΩU ⊥

=













A s(μ)
T
P 1+ P 1A s(μ) * *

B s(μ)
T
P 1 -γI *

C s(μ) D s(μ) -γI
< 0  (3.15)

V
T⊥TΩV T⊥

=

  













A c22 (μ)
T P 3+ P 3 A c22 (μ) * *

B c2 (μ)
T P 3 -γI *

C c2 (μ) D c (μ) -γI

< 0

  (3.16)

를 얻는다. 선형 행렬부등식 (3.7)과 (3.15)는 동일하고 선형 

행렬 부등식 (3.9)와 (3.16)은 동일하므로 증명 완료.

선형 행렬부등식 (3.12)를 만족하는 행렬 P가 존재하면 

저속 부시스템에서 ∥T s
zw∥ ∞< γ를 만족하고 고속 부시스

템에서 ∥T
f
zw∥ ∞< γ를 만족한다. 다음의 보조정리는 선형 

행렬부등식 (3.12)를 만족하는 행렬 P가 존재할 때 

∥T zw∥ ∞< γ를 만족하는지를 기술한다.

보조정리 3  : 모든 허용 가능한 μ( t)에 대해서 선형 행렬

부등식 (3.12)를 만족하는 행렬 P가 존재하면 0 <ε < ε를 

만족하는 모든 ε에 대해 특이섭동 퍼지시스템 (3.4)에서 

∥T zw∥ ∞< γ를 만족하는 ε가 존재한다.

(증명) 시스템 (3.4)에서

A c (μ,ε)= [ ]A c11 (μ) A c12 (μ)

A c21 (μ)/ε A c22 (μ)/ε
,

B c (μ,ε)= [ ]B c1 (μ)

B c2 (μ)/ε

이라 정의하면 모든 허용 가능한 μ( t)에 대해서 다음의 선형 

행렬부등식 (3.17)을 만족하는 대칭 양한정 행렬 P ε이 존재

하면 ∥T zw∥ ∞< γ이다.













 

  


  


 

  (3.17)

P= [ ]P 1 0

P 2 P 3

를 선형 행렬부등식 (3.12)의 해라고 

할 때 P ε= [ ]P 1
ε P 2

ε P 2
ε P 3

이라 정의하면 P 1
과 P 3

이 

양한정 행렬이므로 ε < ε 1
이면 P ε이 양한정 행렬이 되는 

ε
1

이 존재한다. 다음 P ε을 (3.17)에 대입하여 정리하면 
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(3.17)은 다음과 같이 표현할 수 있다.













A c (μ,ε)
TP ε+P ε A c (μ,ε) * *

B c (μ,ε)
T
P ε - γI *

C c (μ) D c (μ) - γI

=













Ac (μ)
T P+ P

T
Ac (μ) * *

Bc (μ)
T P -γI *

Cc (μ) Dc (μ) -γI

+ε













0 * * *

P 2 Ac11 (μ) Ac12 (μ)
T P 2

T
+ P 2 Ac12 (μ) * *

0 Bc1 (μ)
T P 2

T
* *

0 0 0 0

 (3.18)

(3.18)의 우변 첫째항은 음한정이므로 ε < ε 2
이면 선형 행

렬부등식 (3.18)이 음한정 행렬이 되는 ε
2

가 존재한다. 

ε= min (ε 1,ε 2)이라 정의하면 ε < ε이면 P ε은 선형 행렬

부등식 (3.17)의 해이다. 이하 증명 끝.

4. 출력궤환 제어기 설계

이 절에서는 보조정리3의 결과를 이용하여 폐루프 특이섭

동 퍼지시스템 (3.4)에서 ∥T zw∥ ∞< γ를 보장하도록 제어

기를 설계한다. 즉, 선형행렬부등식 (3.12)를 만족하도록 출

력궤환 제어기를 합성한다. 선형 행렬부등식 (3.12)의 앞과 

뒤에 diag(M T,I,I)와 diag(M,I,I)를 각각 곱하면













A c(μ)
T
P+P

T
A c(μ) * *

B c(μ)
T
P - γI *

C c(μ) D c(μ) - γI
< 0  (4.1)

를 얻는다. 여기서 

 P=M T PM=[ ]P 1 P 2

P 3 P 4

 (4.2)

이다. (3.12)와 (4.2)에서 각각 정의된 P와 P의 관계로부터 

P의 부분행렬 P i
 ( i= 1,⋯,4)  는 (4.3)의 구조를 가지고 

P i
의 부분행렬 P i1, P i3 ( i= 1,⋯,4)는 상호간에 (4.4)의 

관계를 만족한다.

P i= [ ]P i1 0
P i2 P i3

, ( i=1, ⋯,4)  (4.3)

[ ]P 11 P 21

P 31 P 41

= [ ]P 11 P 21

P 31 P 41

T

> 0, [ ]P 13 P 23

P 33 P 43

= [ ]P 13 P 23

P 33 P 43

T

> 0

(4.4)

출력궤환 제어기를 합성하기 위하여 다음의 보조정리가 

필요하다. 

보조정리 4  : P 1
과 Q 1

이 다음의 조건 (i)과 (ii)를  만족

한다고 가정한다.

(i) P 1
과 Q 1

은 (4.3)과 (4.4)에 정의된 행렬 구조를 가진다.

(ii) I- P 11Q 11 < 0  이고 I- P 13Q 13 < 0  이다.

그러면 부분행렬이 (4.3)-(4.4)에서 정의된 구조를 가지고 

PQ= I를 만족하는 행렬 P와 Q가 존재한다.

(증명) P 2= [ ]P 21 0
P 22 P 23

, P 3= [ ]P 31 0
P 32 P 33

라 정의하고 

P 21= P
T
31, P 23= P

T
33

를 만족하는 역행렬이 존재하는 임

의의 P 2
와 P 3

를 선정하고 다음과 같이 부분행렬을 정의한

다.

Q 2= ( I-Q 1P 1)P
- 1
3 ,  Q 3=P

- 1
2 (I-P 1Q 1)

P 4= -P 3Q 1(I-P 1Q 1)
- 1
P 2,  Q 4= (P 4-P 3P

- 1
1 P 2)

- 1

P=[ ]P 1 P 2

P 3 P 4

, Q= [ ]Q 1 Q 2

Q 3 Q 4

라 정의하면 PQ= I이다. 

또한 단순한 행렬연산을 통하여  각 부분행렬이 (4.3) - (4.4)

의 구조를 가짐을 쉽게 알 수 있다. 이하 증명 끝.

A c(μ), B c(μ), C c(μ), D c(μ)는 다음 (4.5)와 같이 표

현된다. 

Ac(μ)= ∑
r

i=1
∑
r

j=1
μ
i
μ
jAc, ij= ∑

r

i=1
∑
r

j=1
μ
i
μ
j[ ]Ai Bi,2Ck, j
Bk, jCi,2 Ak, ij

,  (4.5)

B c(μ)= ∑
r

i= 1
∑
r

j= 1
μ
i
μ
jB c, ij= ∑

r

i= 1
∑
r

j= 1
μ
i
μ
j[ ]B i, 1

B k, jD i, 21

,

C c(μ)= ∑
r

i= 1
∑
r

j= 1
μ
i
μ
jC c, ij= ∑

r

i= 1
∑
r

j= 1
μ
i
μ
j[ ]C i, 1 D i, 12C k, j ,

D c(μ)= ∑
r

i= 1
μ
iD c, i= ∑

r

i= 1
μ
iD i, 11

따라서 선형행렬 부등식 (4.1)은 다음과 같이 쓸 수 있다.


 




 



 


  




 
















   


   

  



 (4.6) 

다소 제한적(conservative)이기는 하지만 모든 허용 가능

한 μ( t)에 대해서 선형행렬 부등식 (4.6)이 성립할 충분조건

은 

Φ
ii < 0,  Φ ij+Φ ji < 0,  i=1,⋯,r, j > i,⋯,r  (4.7)

임은 잘 알려진 사실이다. 

제어기의 상태공간 구현 (A k, ij,B k, i,C k, i), ( i, j=1,

⋯,r) 를 C. Scherer[6]가 제시한 방법처럼 결정변수

(decision variable)을 선형화하여 구할 수 있으며 정리 5에 

결과를 기술한다.

정리 5  : 선형 행렬부등식 (4.8)을 충족하는 P 1
, Q 1

, 

Â ij, B̂ i , Ĉ i  ( i, j= 1,⋯,r)가 존재하면 충분히 적은 

ε > 0에 대해서 특이섭동 시스템 (2.1)을 안정화하고 폐루프 

시스템의 ∥T zw∥ ∞< γ를 보장하는 출력궤환 제어기가 존

재한다.

Ψ
ii < 0,  Ψ ij+Ψ ji < 0,  i=1,⋯,r, j > i,⋯,r  (4.8)

여기에서 P 1
과 Q 1

은 보조정리 4의 조건 (i)과 (ii)를 만

족하고 

Ψ
ij=







A iQ 1+Q
T
1A i+B i, 2 Ĉ j+ Ĉ j

T
BTi,2

A
T
i + Â ij
B
T
i,1

C i, 1Q 1+D i, 12 Ĉ j
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* * *

P
T
1A i+A

T
i P 1+ B̂ jC i, 2+C i, 2 B̂ j

T
* *

B
T
i,1P 1+D

T
i,21 B̂ j

T
- γI *

C i, 1 D i, 11 - γI







이다. 이때 출력궤환 제어기의 상태공간 구현 상태공간 구현 

(A k, ij,B k, i,C k, i), ( i, j=1,⋯,r)는 Â ij , B̂ i , Ĉ i  로

부터 (4.9)를 이용하여 계산한다.

Â ij= P
T
1A iQ 1+P

T
1 B i, 2 Ĉ j+ B̂ jC i, 2Q 1+P

T
3 Ak, ijQ 3

B̂ i= P
T
3B k, i,  Ĉ i=C k, iQ 3

 

(4.9)

(증명) 선형 행렬부등식 (4.1)을 만족하는 행렬 P와 PQ= I

를 만족하는 Q의 부분행렬 P 1, P 3 ,Q 1 ,Q 3
를 이용하여 

Π
1

과 Π
2

를 다음과 같이 정의하면 PΠ 1= Π 2
를 만족한다.

Π
1= [ ]Q 1 I

Q 3 0
,  Π 2= [ ]I P 1

0 P 3

 (4.10)

행렬 Φ
ij

의 앞과 뒤에 diag(Π T1,I,I)와 diag(Π,I,I)를 

각각 곱하고 (4.9)에서 정의한 Â ij
, B̂ i , Ĉ i  로부터 Ψ

ij

를 얻는다. 상세 증명 생략. 

선형행렬 부등식 (4.8)은 r(r+1)/2 개의 선형행렬 부

등식으로 구성되어 있으며 선형행렬 부등식 (4.1)을 만족시

키기 위한 상당히 제한적인 충분조건이다. 그러나 B i, 2
와 

C i, 2
가 모든 규칙에 대해서 일정이면

(B 1, 2= ⋯= B r, 2,C 1, 2=  ⋯= C r, 2
) 참조 1에서 언급한 

것과 같이 Ak(μ)를 μ( t)의 1차식으로 정의 가능하며 따라

서 (4.1)도 μ( t)의 1차식으로 표현된다. 이 경우 정리5는 다

음의 정리 6과 같이 수정된다. 

정리 6  : B 1, 2= ⋯= B r, 2
 , C 1, 2= ⋯= C r, 2

일때 선형 

행렬부등식 (4.11)을 충족하는 P 1
, Q 1

, Â i
, B̂ i, Ĉ i  

( i= 1,⋯,r)가 존재하면 충분히 적은 ε > 0에 대해서 특이

섭동 퍼지시스템 (2.1)을 안정화하고 폐루프 시스템의 

∥T zw∥ ∞< γ를 보장하는 출력궤환 제어기가 존재한다.

Ψ
i < 0,  i=1,⋯,r  (4.11)

여기에서 P 1
과 Q 1

은 보조정리 4의 조건 (i)과 (ii)를 만

족하고 

Ψ
i=







AiQ 1+Q
T
1 Ai+B i, 2 Ĉ i+ Ĉ i

T
B
T
i,2

ATi + Â i
BTi,1

C i, 1Q 1+D i, 12 Ĉ i
 

 
* * *

P
T
1A i+A

T
i P 1+ B̂ iC i, 2+C i, 2 B̂ i

T
* *

B
T
i,1P 1+D

T
i,21 B̂ i

T
- γI *

C i, 1 D i, 11   - γI







이다. 이때 출력궤환 제어기의 상태공간 구현 

(A k, i,B k, i, C k, i), ( i=1,⋯,r)는 (4.12)를 이용하여 

계산한다.

 
 



 


 




 (4.12)

참조 2  : 특이섭동형 시스템에서 특이섭동 접근법의 목적

은 아주 적은 특이 섭동 파라메터 ε으로 기인하는 수치적인 

ill-conditioning 문제를 피하기 위해서이다.[1] 본 연구에서 

제시한 정리 5 혹은 정리 6을 기반으로 하는 제어기 합성법

은 ε에 무관한 선형행렬 부등식의 해를 이용하므로 수치적

인 ill-conditioning 문제는 발생하지 않는다.

5. 수치 예

이 절에서는 간단한 수치 예를 통하여 앞 절에서 제시한 

제어기 설계법의 타당성을 보인다. 다음의 직류전동기로 구

동되는 역진자 문제를 생각한다.[19]

x 1
̇( t ) =x 2( t)+0.1w( t)

x 2
̇( t ) =9.8 sin x 1( t)+x 3 ( t)

ε x 3
̇( t ) =- x 2 ( t)-x 3 ( t)+u( t)
z( t)= 0.1x 1(t)+0.1u( t)
y( t)= x 1( t)+0.1w( t)

 (5.1)

여기에서 x 1( t)는 진자의 각도이고 x 2 ( t)는 각속도, 

x 3 ( t)는 직류전동기의 전기자 전류, u( t)는 직류전동기에 

인가하는 전압으로 제어입력이다. 파라메터 ε은 직류전동기

의 전기자 코일의 인덕턴스이며 아주 적은 값이다.

비선형 특이섭동 시스템 (5.1)을 특이섭동 T-S 퍼지 시스

템으로 표현하면 다음과 같다.

 

R 1:  IF x 1( t)  is M 1
  

  THEN   

E ε x ̇( t) = A 1x(t)+B 1, 1w(t)+B 1, 2u( t)
z( t)= C 1, 1x( t)+D 1, 12u(t)
y( t)= C 1, 2x( t)+D 1, 21w(t)

 (5.2)

R 2:  IF x 1( t)  is M 2
 

  THEN

E ε x ̇( t) = A 2x(t)+B 2, 1w(t)+B 2, 2u( t)
z( t)= C 2, 1x( t)+D 2, 12u(t)
y( t)= C 2, 2x( t)+D 2, 21w(t)

여기에서  소속함수는 M 1= sin x 1( t)/x 1 ( t), 

M 2= 1-M 1
이고

E ε=













1 0 0
0 1 0
0 0 ε

, A 1=













0 1 0
9.8 0 1
0 - 1 -1

, A 2=













0 1 0
0 0 1
0 - 1 - 1

,

B 1, 1= B 2, 1=













0.1
0
0

,  B 1, 2=B 2, 2=













0
0
1

,

C 1, 1=C 2, 1=













0.1
0
0

T

,  C 1, 2=C 2, 2=













1
0
0

T

,

D 1, 12=D 2, 12=D 1, 21=D 2, 21= 0.1

γ= 0.4일때 선형행렬 부등식 (4.11)의 해 P 1
과 Q 1

을 

다음과 같이 얻었다.

P 1=













28.5 - 9.06 0
- 9.06 3.74 0
6.65 248 248

, Q 1=













2.80 - 7.92 0
- 7.92 27.6 0
- 7.16 - 270 257

.
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P 2=P 3= I 라 두고 보조정리 4를 만족하는 Q 3
를 구한 

후 식 (4.12)를 이용하여 다음의 제어기를 얻었다. 

A k, 1=













- 507 - 1377 - 0.0645
- 16870 - 46235 - 1.029
- 16897 - 46306 - 1.045

, 

A k, 2=













- 396 - 1075 - 0.0645
- 16922 - 46375 - 1.0299
- 16894 - 46295 - 1.046

,

B k, 1=













- 55.1
6.945
1.521

, B k, 2=













- 62.0
7.557
0.793

,  

C k, 1= [ ]68.1 187 0.0002 , C k, 2= [ ]68.1 186.5 0.0002

이때 폐루프 시스템은 식 (3.3)에서

A c(μ)= ∑
2

i= 1
μ
i[ ]A i B i, 2C k, i

B k, iC i, 2 A k, i

, 

B c(μ)= ∑
2

i= 1
μ
i[ ]B i, 1

B k, iD i, 21

,

C c(μ)= ∑
2

i= 1
μ
i[ ]C i, 1 D i, 12C k, i , D c (μ)= ∑

2

i= 1
μ
iD i, 11

이며 μ
1= 1, μ 2= 1 일때의 H ∞

노옴은 표 1과 같다.

표 1에서 보는 바와 같이 특이섭동 파라메터 ε이 아주 적

은 경우( ε≤1.2×10
- 4 ) 본연구에서 제시한 ε에 무관한 

제어기 설계법을 사용한 결과 설계조건인 H ∞
노옴이 0.4 

보다 적은 것을 알 수 있다. 반면에 ε= 1.3 ×10
- 3 일 때는 

H ∞
 노옴이 0.4 보다 조금 커짐을 보여준다.

표 1 : H ∞
 노옴

Table1 : H ∞
 norm

ε μ
1= 1,μ 2= 0 μ

1= 0,μ 2= 1

10
- 8 0.3416 0.2172

10 - 7 0.3415 0.2172

10
- 6 0.3415 0.2173

10 - 5 0.3415 0.2179

1.2*10
- 4 0.3971 0.2268

1.3*10 - 4 0.4055 0.2278

6. 결  론

본 연구에서는 특이섭동 T-S 퍼지시스템의 견실한 H ∞
 

출력궤환 제어기를 합성하였다. 제어기 합성을 위해 특이섭

동 시스템에서 저속 부시스템의 H ∞
 노옴과 고속 부시스템

의 H ∞
 노옴이 각각 γ보다 적을 때 전체 특이섭동 시스템

도 충분히 적은 ε에 대해서 H ∞
 노옴이 γ보다 적음을 증

명하였다. 특이섭동 퍼지 시스템의 H ∞
 노옴이 γ보다 적기

위한 충분조건을 ε의 크기에는 무관한 선형 행렬부등식의 

형태로 제시하였다.  출력궤환 제어기는 선형행렬 부등식의 

해를 이용하여 합성되며 상용의 소프트웨어를 이용하여 쉽게 

풀 수 있다.  선형행렬 부등식이 특이섭동 파라메터 ε과는 

무관하기 때문에 아주 적은 ε으로 기인하여 발생가능한 수

치적인 ill-conditionig 문제를 피할 수 있다.
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