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I. 서 론

  유한체(Finite Fields)는 Galois체 또는 간단히 GF라 

하며, 오류정정부호, 스위칭이론 및 암호화 등의 분야

에 적용되는 연산체계이다
[1,2]

. 유한체 연산으로는 가

산, 승산, 제산, 승산에 대한 역원, 멱승(exponentiatio

n) 등의 연산이 있다. 유한체 연산은 표준, 정규, 쌍대

기저 등에 의해 각 형식에 따른 다항식으로 표현된 원

소들의 연산과 모듈러 환원의 두 단계 연산을 거쳐 이

루어진다. 각 기저들은 그 특성에 따라 연산별 효율성

과 그 회로구현의 용이성이 달라지므로, 효율적인 연

산 기법의 개발을 위해 선택적으로 사용된다[3]. 예를 

들어, 표준기저로 표현된 유한체 원소들의 가산은 자

리올림을 고려하지 않으므로 각 비트별 XOR연산에 

의해 쉽게 이루어지나, 승산은 다항식의 승산과 모듈

러 환원이 함께 적용되므로 가산에 비해 복잡하게 연

산된다. 유한체 승산은 가산을 제외한 여타 연산의 기

반이 되는 연산이므로 효율적인 연산기법을 개발하기 

위한 많은 연구가 진행되었다. 

  다양한 유한체 연산기법들에 대한 회로구현에 있어 

고속과 대용량의 신호 처리능력, 회로의 최적화 및 소

형화 등은 중요한 요소들이다. 특히, 현재 비약적으로 

발전하고 있는 반도체 기술에 힘입어 VLSI로의 구현

을 위해 회로의 정규화 및 모듈화 특성이 강조되고 있
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요   약 

  본 논문에서는 KOA를 적용하여 유한체 승산의 새로운 연산기법을 제시하 다. 먼저, 승산의 전개를 위해 주어

진 다항식을 2분 또는 3분하여 각각 2항식과 3항식으로 재구성한 후 정의된 보조다항식을 사용하여 승산을 이루

도록 하 다. 승산된 다항식에 모듈러 환원을 적용하기 위해 mod F(α) 연산식을 새롭게 전개하여 제시하 다. 

제시된 연산기법들을 적용하여 GF(2
m
)상의 승산회로를 구성하 고, Parr의 회로와 비교하 다. 비교논문의 경우 

GF((2
4
)
n
)을 전제함으로써 그 적용이 매우 제한적이나, 본 논문에서는 m=2

n
과 m=3

n
인 경우를 보임으로써 그 적용

이 Parr의 회로에 비해 보다 확장되었다. 

Abstract 

  This paper proposes new multiplicative techniques over finite field, by using KOA. At first, we regenerate 

the given polynomial into a binomial or a trinomial to apply our polynomial multiplicative techniques. After 

this, the product polynomial is archived by defined auxiliary polynomials. To perform multiplication over 

GF(2
m
) by product polynomial, a new mod F(α) method is induced. Using the proposed operation techniques, 

multiplicative circuits over GF(2
m
) are constructed. We compare our circuit with the previous one as proposed 

by Parr. Since Parr's work is premised on GF((2
4
)
n
), it will not apply to general cases. On the other hand, 

the our work more expanded adaptive field in case m=3
n
. 



전기전자학회(Journal of IKEEE) Vol. 8. No.1

(2)

2

다. 유한체 연산 기법 및 구현 회로를 간략히 소개하

면, 표준기저를 이용한 Laws
[4]
의 셀-배열 승산기와 Y

eh
[5]
의 시스토릭

[6]
 승산기가 있다. 정규기저를 이용한 

승산기로는 Massey- Omura[7] 승산기와 이를 VLSI로 

설계한 Wang
[8]
의 회로가 있다. 쌍대기저를 이용한 승

산기로는 Berlekamp
[9]
의 비트 직렬 승산기가 있으며 

이들은 각 기저들의 특성을 활용한 대표적 승산기법 

및 회로로 알려져 있다. 한편, Kara-tsuba와 Ofman
[10]

은 2진수 시스템에서 다항식으로 주어진 2진수열의 승

산을 가산과 감산의 형식으로 바꾸어 표현함으로써 설

계된 시스템의 복잡도를 개선할 수 있음을 보 고, 이

를 Karatsuba-Ofman 알고리즘(KOA)라 한다.  Parr
[11,

12]는 KOA를 기반으로 한 다항식 승산연산과 Mas-tro

vito
[13]

의 모듈러 연산기법을 결합하여 복합체        

GF((2
4
)
m
)상의 회로 복잡도를 개선한 새로운 승산회로

를 제안하 다. 

  본 논문에서는 KOA를 기반으로 하여 표준기저를 

적용한 새로운 유한체 승산 연산기법을 제안하고자 한

다. Parr의 경우 GF(24)를 기반으로 하여 GF((24)m)으

로의 확장을 전개한 반면, 본 논문에서는 GF(2
2
)과 GF

(2
3
)으로부터 각각의 단위 연산항을 정의한 후, m으로 

확장하여 다항식의 승산을 전개하 다. 본 논문에서 

제안한 승산회로는 다항식 승산 연산부와 모듈러 연산

부가 독립적으로 구성되며, 빠른 연산동작을 위해 입

출력 구조를 병렬로 구성하 다. m에 대한 수식전개를 

사용하여 회로의 구성기법을 보 고, 회로 구성에 필

요한 소자의 수를 제시하 다. 설계의 예로써 GF(2
4
)

와 GF(29)상의 승산회로를 보 고, Parr의 회로와 구성 

및 적용 소자의 수와 지연시간에 대한 비교를 하여 그 

결과를 표로 정리하 다. 비교 결과 본 논문에서 제안

한 새로운 GF(2m)상의 승산회로는 Parr의 회로에 비해 

보다 확장된 적용범위를 가지며, 회로 복잡도, 동작속

도, 그리고 확장성 면에서 비교 우위를 보 으며, 정규

화된 구조는 VLSI에 적합하다.

  본 논문의 구성을 간략히 소개하면 1장의 서론에 이

어, 2장에서는 KOA를 기반으로 한 다항식의 승산과 

모듈러 환원의 전개를 제시하 고, 이들로부터 GF(2m)

상의 승산을 전개 하 다. 2장의 논의를 바탕으로 3장

에서는 GF(2
m
)상의 병렬 승산기를 설계하 다. 4장에

서는 본 논문과 타 논문의 승산기들의 구성을 각 항목

별로 비교하 으며, 결론으로 본 논문의 끝맺음을 하

다.

II. GF(2
m
)상의 승산 전개

2.1 유한체상의 원소 표현과 가산 연산

  유한체
[1,2]

 GF(2
m
)은 양의 정수 m에 대하여 2

m
개의 

원소들로 구성된 수 체계이며, 그 원소들의 연산이 사

칙연산에 대하여 닫혀있다. GF(2m)은 0과 1을 원소로 

갖는 기초체 GF(2)를 m차원으로 확장한 확장체이며, 

GF(2
m
)상의 모든 연산은 모듈로(modulo) 2 연산을 기

반으로 이루어 진다. 0을 제외한 모든 원소들은 원시

원소 α에 의해 표현되며, α는 기약다항식 F(x)=f0+f1x

+…+fm-2x
m-2+fm-1x

m-1+ xm의 근이 된다. 따라서, F(α)=

0이 되며 식 (1)이 성립한다. 

    αm= fm-1αm-1 + fm-2αm-2 + … + f1α  + f0     (1)

기약다항식 F(x)에 의해 GF(2m)상의 모든 원소들은 m

보다 낮은 차수를 갖는 α의 다항식으로 구성되며, 다

항식을 구성하는 각 기저들, {αm-1, αm-2, …, α , α0=

1}을 표준기저라 한다. 표준기저를 적용한 GF(2m)상의 

임의의 원소 A(α)는 식 (2)와 같이 표현되며, 이때 기

저들의 각 계수들,  am-1, …, a1, a0은 모두 GF(2)상의 

원소이다.

    A(α) = am-1αm-1 + … + a1α  + a0           (2)

식 (2)와 같이 표준기저로 표현된 GF(2
m
)상의 두 원소

를 A(α)와 B(α)에 대한 가산 S(α)는 식 (3)과 같다. 

    S(α) = sm-1αm-1 + … + s1α  + s0            (3)

식 (3)에서 S(α)의 각 계수 si는 ai⊕bi이며, 여기서 아

래첨자 i는 0부터 m-1이하의 정수이다. 또한, 연산기

호 ⊕는 모듈로 2 가산이며, +는 선형결합을 나타낸다. 

2.2 KOA 기반의 다항식 승산 전개 (1)

  양의 정수 n에 대하여, m=2n이며 식 (2)와 같이 표

준기저를 적용하여 (m-1)차 이하의 다항식으로 표현

된 GF(2
m
)상의 원소 A(α)를 m/2개의 항으로 이분하

여 2항식으로 표현할 수 있다. 

정의 1.  m=2
n
인 GF(2

m
)상의 원소를 표준기저의 선형
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결합으로 표현할 때, m/2개의 항을 갖는 다항식으로 

분할하여 2항식으로 표현하면 식 (4)와 같다.

  A(α) = am-1αm-1 + am-2αm-2 +…+ a1α  + a0 

        = (am-1αm/2-1+am-2αm/2-2+…+am/2+1α+am/2)αm/2

          + (am/2-1αm/2-1+am/2-2αm/2-2+ … +a1α+a0)

        = Ah(α)αm/2 + Al(α)                   (4)

       

정의 1과 같이 2항식으로 표현된 m=2
n
인 GF(2

m
)상의 

두 원소 A(α)=αm/2Ah(α)+Al(α)와 B(α)=αm/2Bh(α)+

Bl(α) 승산을 전개하기 위해 필요한 보조다항식들을 

정의 2에 나타내었다. 

정의 2. 정의 1에 의해 2항식으로 표현된 A(α)와 B

(α)의 각 계수다항식들 Ah(α), Al(α), Bh(α), Bl(α)로

부터 보조다항식을 식 (5)와 같이 정의한다.

   Dhh[2](α) = Ah(α)Bh(α)                    (5-1)

   Dhl[2](α) = [Ah(α)+Al(α)][Bh(α)+Bl(α)]     (5-2)

   Dll[2](α) = Al(α)Bl(α)                     (5-3)

정의 1에 의해 2항식으로 표현된 A(α)와 B(α)승산은 

정의 2의 보조다항식들의 가산으로 표현할 수 있으며 

이를 정리 1에 보 다.

정리 1. m=2
n
인 GF(2

m
)상의 두 원소 A(α)와 B(α)각

각 정의 1과 같이 2항식으로 표현한 후, 정의 2의 보

조다항식들을 사용하여 승산 C(α)=A(α)B(α)를 전개

하면 식 (6)과 같다. 

   C(α) = Dhh[2](α)αm

         +[Dhh[2](α)+Dhl[2](α)+Dll[2](α)]αm/2+Dll[2](α) (6)

                                                 

증명. 정의 1에 의해 2항식으로 표현된 A(α)=αm/2Ah

(α)+Al(α)와 B(α)=αm/2Bh(α)+Bl(α)의 승산은 식 (7)

과 같다. 

   C(α) = Ah(α)Bh(α)αm 

           + [Ah(α)Bl(α)+Bh(α)Al(α)]αm/2 

           + Al(α)Bl(α)                        (7)

αm항과 상수항의 계수 Ah(α)Bh(α)와 Al(α)Bl(α)를 

정의 2에서 각각 Dhh[2](α)와 Dll[2](α)로 정의하 다. 

정의 2의  Dhl[2](α)을 전개하면 식 (8)과 같다. 

   Dhl[2](α) = Ah(α)Bh(α) + Ah(α)Bl(α)

             + Bh(α)Al(α) + Al(α)Bl(α)        (8)

식 (8)에 Dhh[2](α)와 Dll[2](α)의 정의를 적용하여 전개

하면 식 (9)와 같다. 

   Ah(α)Bl(α) + Bh(α)Al(α) 

          = Dhh[2](α) + Dhl[2](α) + Dll[2](α)      (9)

식 (9)의 결과는 식 (6)의 αm/2항의 계수이다. 이상과 

같이 2항식으로 표현된 A(α)와 B(α)의 승산 C(α)는 

정의 2의 보조다항식과 그 가산으로 표현된다.

증명 끝.

예제 1. n=1, 즉 m=2인 GF(2
2
)상의 두 원소 A(α)와 

B(α)는 정의 1에 의해 식 (10)와 같이 각각 2항식으로 

표현된다. 

   A(α) = Ah(α)α  + Al(α) = a1α  + a0      (10-1)

   B(α) = Bh(α)α  + Bl(α) = b1α  + b0      (10-2)

식 (10)의 각 계수다항식을 식 (5)에 대입하여 보조다

항식들을 연산하면 식 (11)과 같다.

   Dhh[2](α) = Ah(α)Bh(α) = a1b1             (11-1)

   Dhl[2](α) = [Ah(α)+Al(α)][Bh(α)+Bl(α)]

            = [a1⊕a0][b1⊕b0]                      (11-2)

   Dll[2](α) = Al(α)Bl(α) = a0b0              (11-3)

식 (11)에서 유도한 세 보조다항식을 정리 1에 대입하

여 승산 C(α)를 전개하면 식 (12)와 같다.

 

   C(α) = a1b1α2 
+ [a1b1⊕a0b0⊕(a1⊕a0)(b1⊕b0)]α

           + a0b0                              (12)
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예제 2. 예제 1의 논의를 확장하여 n=2, 즉 m=4인    

 GF(2
4
)상의 두 원소 A(α)와 B(α)의 승산을 전개하

면 다음과 같다. 먼저, 정의 1에 의해 A(α)와 B(α)를 

식 (13)과 같이 각각 2항식으로 표현한다. 

   A(α) = Ah(α)α+Al(α)

         = [a3α+a2]α 2
 + [a1α+a0]            (13-1)

   B(α) = Bh(α)α+Bl(α)

         = [b3α+b2]α2 + [b1α+b0]            (13-2)

식 (13)의 각 계수다항식을 식 (5)에 대입하여 보조다

항식들을 연산하면 식 (14)와 같다.

   Dhh[2](α) = Ah(α)Bh(α) = [a3α+a2][b3α+b2] (14-1)

   Dhl[2](α) = [Ah(α)+Al(α)][Bh(α)+Bl(α)]

           = [(a3⊕a1)α+(a2⊕a0)][(b3⊕b1)α+(b2⊕b0)]

                                            (14-2)

   Dll[2](α) = Al(α)Bl(α) = [a1α+a0][b1α+b0]  (14-3)

식 (14-3)의 연산은 예제 1과 동일하며, 식 (14-1)의 

다항식에서 그 계수들을 a3, a2, b3, b2로 치환하여 연산

할 수 있다. 식 (14-2) 또한, (a3⊕a1), (a2⊕a0), (b3⊕b

1), (b2⊕b0)의 연산을 선행한 후 예제 1의 결과에 대입

할 수 있다. 이렇게 동일한 연산 과정을 거쳐 유도한 

보조다항식들을 식 (6)에 적용함으로써 GF(24)상의 A

(α)와 B(α)의 승산을 유도할 수 있다. 예제 2에서 유

도한 승산 결과는 n=3, 즉 m=8인 경우의 보조다항식

이 되며, 이러한 재귀연산은 임의의 정수 n으로 확장 

가능하다. 

2.3 KOA 기반의 다항식 승산 전개 (2)

  양의 정수 n에 대하여 m=3n인 경우, 표준기저에 의

해(m-1)차 이하의 다항식으로 표현된 GF(2
m
)상의 원

소 A(α)을 m/3개 항으로 삼분하여 3항식으로 표현가

능하다. 

정의 3.  m=3
n
인 GF(2

m
)상의 원소를 표준기저의 선형

결합으로 표현할 때, m/3개의 항을 갖는 다항식으로 

분할하여 2항식으로 표현가능하며 식 (15)와 같다.

  A(α) = am-1αm-1 + am-2αm-2 + … + a1α  + a0 

        = (am-1αm/3-1 + am-2αm/3-2 + … + a2m/3)α2m/3

      + (a2m/3-1αm/3-1 + a2m/2-2αm/3-2 + … + am/3)αm/3

      + (am/3-1αm/3-1 + am/3-2αm/3-2 + … + a0)αm/3

      = Ah(α)α 2m/3
 + Am(α)αm/3 + Al(α)      (15)

       

정의 3과 같이 3항식으로 표현된 m=3
n
인 GF(2

m
)상의 

두 원소 A(α)=Ah(α)α2m/3+Am(α)αm/3+Al(α)와 B(α)

=Bh(α)α2m/3
+Bm(α)αm/3+Bl(α)의 승산을 전개하기 위

해 필요한 보조다항식들을 정의 4에 나타내었다. 

정의 4. 정의 3에 의해 3항식으로 표현된 A(α)와 B

(α)의 각 계수다항식들 Ah(α), Am(α), Al(α), Bh(α), 

Bm(α), Bl(α)로부터 승산 전개에 필요한 보조다항식

을 식 (16)와 같이 정의한다.

   Dll[3](α) = Al(α)Bl(α)                    (16-1)

   Dmm[3](α) = Al(α)Bl(α)                   (16-2)

   Dhh[3](α) = Ah(α)Bh(α)                   (16-3)

   Dhm[3](α) = [Ah(α)+Am(α)][Bh(α)+Bm(α)]  (16-4)

   Dhl[3](α) = [Ah(α)+Al(α)][Bh(α)+Bl(α)]    (16-5)

   Dml[3](α) = [Am(α)+Al(α)][Bm(α)+Bl(α)]   (16-6)

 정의 3에 의해 3항식으로 표현된 A(α)와 B(α)의 승

산은 정의 4의 보조다항식들의 가산으로 표현할 수 있

으며 이를 정리 2에 보 다.

정리 2. m=3
n
인 GF(2

m
)상의 두 원소 A(α)와 B(α)를 

각각 정의 3과 같이 3항식으로 표현한 후, 정의 4의 

보조다항식들을 사용하여 A(α)와 B(α)의 승산 C(α)

를 전개하면 식 (17)과 같다. 

C(α) = Dhh[3](α)α4m/3

      + [Dhh[3](α)+Dhm[3](α)+Dmm[3](α)]α3m/3

      + [Dhl[3](α)+Dhh[3](α)+Dmm[3](α)+Dll[3](α)]α 2m/3

      + [Dml[3](α)+Dmm[3](α)+Dll[3](α)]αm/3 + Dll[3](α)

                                              (17)

                 

증명. 3항식으로 표현된 A(α)와 B(α)의 승산을 전개

한 후 식 (16)의 보조다항식을 적용하여 정리 1과 동
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일한 방법으로 전개하여 증명할 수 있다.

증명 끝.

예제 3. n=1, 즉 m=3인 GF(23)상의 A(α)와 B(α)는 

정의 4에 의해 식 (18)과 같이 각각 3항식으로 표현된

다. 

   A(α) = Ah(α)α2
 + Ah(α)α  + Al(α)

         = a2α2
 + a1α  + a0                  (18-1)

   B(α) = Bh(α)α 2
 + Bh(α)α  + Bl(α)

         = b2α 2
 + b1α  + b0                 (18-2)

식 (18)의 각 계수다항식로부터 보조다항식들을 연산

하면 식 (19)와 같다.

   Dll[3](α) = Al(α)Bl(α) = a0b0              (19-1)

   Dmm[3](α) = Am(α)Bm(α) = a1b1           (19-2)

   Dhh[3](α) = Ah(α)Bh(α) = a2b2             (19-3)

   Dhm[3](α) = [Ah(α)+Am(α)][Bh(α)+Bm(α)]

            = [a2⊕a1][b2⊕b1]                      (19-4)

   Dhl[3](α) = [Ah(α)+Al(α)][Bh(α)+Bl(α)]

            = [a2⊕a0][b2⊕b0]                      (19-5)

   Dml[3](α) = [Am(α)+Al(α)][Bm(α)+Bl(α)]

            = [a1⊕a0][b1⊕b0]                      (19-6)

식 (19)에서 유도한 보조다항식들을 정리 2에 대입하

여 승산 C(α)를 전개하면 식 (20)과 같다.

 

C(α) = a2b2α4 
+ [a2b2⊕(a2⊕a1)(b2⊕b1)⊕a1b1]α 3

 

      + [a2b2⊕(a2⊕a0)(b2⊕b0)⊕a1b1⊕a0b0]α 2
 

      + [a1b1⊕(a1⊕a0)(b1⊕b0)⊕a0b0]α  + a0b0 (20)

예제 4. 예제 3의 논의를 확장하여 n=2, 즉 m=9인    

 GF(29)상의 두 원소 A(α)와 B(α)의 승산을 전개하

면 다음과 같다. 먼저, 정의 3에 의해 A(α)와 B(α)를 

식 (21)과 같이 각각 3항식으로 표현한다. 

A(α) = Ah(α)α 2
 + Am(α)α  + Al(α)       (21-1)

B(α) = Bh(α)α2 + Bm(α)α  + Bl(α)       (21-2)

식 (21-1)에서 A(α)의 각 계수다항식들은 Ah(α)=a8α2

+a7α+a6, Am(α)=a5α 2
+a4α+a3, Al(α)=a2α2

+a1α+a0이며 

B(α)의 각 계수다항식들도 동일한 형태이다. 이 계수

다항식을 식 (16)에 대입하여 보조다항식들을 연산하

면 식 (22)와 같다.

Dll[3](α) = [a2α 2
 + a1α  + a0][b2α 2

 + b1α  + b0]

                                         (22-1)

Dmm[3](α) = [a5α2
 + a4α  + a3][b5α2

 + b4α  + b3]

                                         (22-2)

Dhh[3](α) = [a8α2
 + a7α  + a6][b8α2

 + b7α  + b6]

                                         (22-3)

Dhm[3](α) = [(a8⊕a5)α2 + (a7⊕a4)α  + (a6⊕a3)]

            [(b8⊕b5)α 2 
+(b7⊕b4)α  + (b6⊕b3)]

                                         (22-4)

Dhl[3](α) = [(a8⊕a2)α2 + (a7⊕a1)α  + (a6⊕a0)]

           [(b8⊕b2)α2 
+ (b7⊕b1)α  + (b6⊕b0)]

                                         (22-5)

Dml[3](α) = [(a5⊕a2)α2 + (a4⊕a1)α  + (a3⊕a0)]

           [(b5⊕b2)α2 
+ (b4⊕b1)α  + (b3⊕b0)]

                                         (22-6)

식 (22-1), (22-2), (22-3)은 모두 이차다항식의 승산으

로 예제 3과 그 연산형식이 동일하다. 식 (22-4), (22-

5), (22-6)의 경우도 계수들의 가산이 선행되는 조건외

에는 동일한 연산형식이다. 이렇게 동일한 연산 과정을 

거쳐 유도한 보조다항식들을 식 (17)에 적용함으로써 G

F(29)상의 A(α)와 B(α)의 승산을 유도할 수 있다. 예

제 4의 승산 결과는 n=3, 즉 m=27인 경우의 보조다항

식이 되며, 이러한 재귀연산은 임의의 정수 n에 대하

여 m=3
n
으로 확장 가능하다. 

 

2.4 모듈러 환원의 일반식 유도

  두 m-1차 다항식의 승산결과는 2(m-1)차의 다항식이 

되므로 식 (6) 또는 (17)의 C(α)=A(α)B(α)는 2(m-1)

차의 다항식이 되며 이를 식 (23)에 보 다. 

C(α) = c2(m-1)α2(m-1)
+…+cmαm+cm-1αm-1+…

        …+c1α+c0    
                      (23)
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C(α)를 GF(2m)상의 원소로 표현하기 위해 기약다항식 

F(α)에 의한 모듈러 환원을 거쳐야 하며, 그 결과 유

도된 m-1차 다항식을 P(α)라 하면 식 (24)와 같다.

P(α) = A(α)B(α) mod F(α) = C(α) mod F(α)

      = pm-1αm-1 + … + p1α  + p0          
 
(24)

식 (24)의 P(α)를 유도하기 위하여 식 (23)의 C(α)의 

m  이상의 차수를 갖는 α에 대한 모듈러 환원이 적용

되어야 한다. 모듈러 환원의 일반식을 유도하기 위해 

필요한 표기를 정의 5에 나타내었다. 

정의 5. 0을 포함한 양의 정수 i에 대하여 GF(2
m
)상의 

원소 αm+i에 mod F(α) 연산의 결과는 m-1차 이하의 

다항식으로 표현가능하며 이를 식 (25)에 나타내었다. 

 αm+i = fm-1[i]αm-1 + fm-2[i]αm-2 + … 

         … + f1
[i]α  + f0

[i]
   

                 (25)

식 (25)에서 우항의 각 계수들에 표기한 위 첨자 [i]는 

좌항의 차수 m+i에서의 i를 나타낸다. 식 (25)에서 i=0

를 대입하여 전개하면 식 (26)과 같다.

αm+0  = fm-1[0]αm-1 + fm-2[0]αm-2 + …

         … + f1
[0]α  + f0

[0]                  
(26)

식 (1)과 (26)을 비교하여 fm-1
[0]
=fm-1, …, f1

[0]
=f1, f0

[0]
=f0 

임을 알 수 있다. 이후, 식 (25)의 i에 1부터 시작하여 

정수를 재귀적으로 대입하면 임의의 정수 i에 대한 α

m+i로부터 αm+i+1에 대한 mod F(α) 연산을 유도할 수 

있다.

정리 3. 임의의 양의 정수 i에 대하여, αm+i에 대한 다

항식 표현이 식 (25)와 같을 때, αm+i+1 mod F(α) 연

산 결과 유도한 다항식의 각 계수들은 식 (17)의 계수

들로부터 유도할 수 있으며 식 (27)과 같다. 

fk
[i+1] 

= fk-1
[i] 
⊕ fm-1

[i]
fk   (1≤k≤m-1)

     = fm-1
[i]
f0           (k = 0)             (27)

식 (27)의 위 첨자 [i]에서 i=0인 [0]는 표현을 단순화

하기 위해 생략하기로 한다. 

증명. 정의 5에 의해 αm+i+1에 대한 다항식 표현은 식  

(28)과 같이 나타낼 수 있다.

αm+i+1 = fm-1[i+1]αm-1+fm-2[i+1]αm-2+ 
…

        …
 
+
 
f1
[i+1]α  

+
 
f0
[i+1]                  

(28)

                                               

한편, 식 (25)의 양변에 α를 승산하여 전개하면 식 (2

9)과 같다. 

(αm+i)α  

  = fm-1
[i]αm  + fm-2[i]αm-1 +  + f1[i]α 2

 + f0
[i]α

  = fm-1
[i]
(fm-1

[i]αm-1 + fm-2[i]αm-2 + …

      … + f1
[i]α  + f0

[i]
) + fm-2

[i]αm-1 + fm-3[i]αm-2 + … 

      … + f1
[i]α 2

 + f0
[i]α

  = (fm-2
[i] ⊕ fm-1

[i]fm-1
[i])αm-1 + …

       … + (f0
[i] ⊕ fm-1

[i]f0
[i])α  + fm-1

[i]f0
[i]

                                           (29)

식 (28)과 (29)은 모두 αm+i+1에 대한 mod F(α)연산의 

결과로 동일한 식이다. 식 (29)에서 0≤k≤m-1인 정수 

k를 가정하여 k=0인 경우와 1≤k≤m-1인 경우로 구분

하여 요약하면 식 (27)과 같다.

증명 끝.

정리 4. 식 (23)의 C(α)에 mod F(α) 연산 후 유도한  

 P(α)의 각 계수들은 식 (30)과 같이 나타낼 수 있다.

pi  = ci  ⊕ ∑
m-2

k=0
 cm+k fi

[k]
                      (30)

증명 정리 3으로 부터 m  이상의 차수를 갖는 모든 α

에 대한 mod F(α) 연산 결과를 식 (23)에 대입하면 

식 (31)과 같다.

 

P(α) = C(α) mod F(α)

      = c2m-2α 2m-2 + … + cmαm  

        + cm-1αm-1 + … + c1α  + c0 mod F(α)
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      = cm-1αm-1 + … + c1α  + c0

+ cm[fm-1αm-1 + 
fm-2αm-2 + 

…
 
+
 
f1α  

+
 
f0]

+ cm+1[fm-1
[1]αm-1 + 

fm-2
[1]αm-2 + 

…
 
+
 
f1
[1]α  

+
 
f0
[1]
]

+ … + c2m-2[fm-1
[m-2]
α
m-1 

+
 
fm-2

[m-2]
α
m-2 

+
 
…

 
 +

 
f1
[m-2]α  

+
 
f0
[m-2]

]

= [cm-1⊕cmfm-1⊕cm+1fm-1
[1]
⊕…⊕c2m-2fm-1

[m-2]
]αm-1

+ [cm-2⊕cmfm-2⊕cm+1fm-2
[1]
⊕…⊕c2m-2fm-2

[m-2]
]αm-2

+ … + [c1⊕cmf1⊕cm+1f1
[1]
⊕…⊕c2m-2f1

[m-2]
]α

+ [c0⊕cmf0⊕cm+1f0
[1]
⊕…⊕c2m-2f0

[m-2]
]          (31)

식 (31)과 식 (24)을 비교하면 P(α)의 각 계수들은 C

(α)의 계수들과 기약다항식 F(α)로부터 식 (30)과 같

이 표현된다. 

증명 끝.

III. GF(2
m
)상의 병렬 승산기 설계

3.1 GF(2m)상의 병렬 승산기의 구성

  본 장에서는 앞 장에서 논의한 다항식 분할 기법을 

적용한 다항식의 승산 전개와 mod F(α) 연산을 기반

으로 GF(2
m
)의 두 원소 A(α)와 B(α)의 승산을 연산

하는 승산기를 설계하 다. 먼저 본 논문에서 제안한 

승산기의 구성을 그림 1에 보 다.

m bit m bit

다항식
승산연산부

(2m-1) bit

P(α ) ∑
−

=

=
1

0

m

i

i
ip α

m bit

mod_F(α )
연산부

A(α ) ∑
−

=

=
1

0

m

i

i
ia α B(α ) ∑

−

=

=
1

0

m

i

i
ib α

m bit F(α ) ∑
−

=

=
1

0

m

i

i
if α

그림 1. GF(2
m
)상의 병렬 승산기 구성도

Fig. 1. Block diagram of GF(2m) parallel multiplier

그림 1에서 다항식 승산 연산부는 정의 2와 정리 1, 

그리고 정의 4와 정리 2를 기반으로 설계할 수 있으며 

두 m-1차 다항식의 승산을 위해 두 쌍의 m비트 입력

과 승산 C(α)의 결과로 2m-1비트의 출력을 갖는다. 

mod F(α) 연산부는 GF(2m)상의 m에 의해 결정된 기

약다항식 F(α)의 계수들과 정리 4를 기반으로 다항식 

승산 연산부의 출력을 입력으로 받아 P(α)의 각 계수

들을 연산한다. 각 연산부는 모두 모듈의 형식으로 설

계됨으로써 m에 대한 확장과 VLSI에 유리하도록 하

다. 

3.2 연산부별 회로구성

  예제 1에서 m=2인 GF(2
2
)상의 두 원소 A(α)와 B

(α)의 승산을 식 (11)의 보조다항식들을 사용하여 식 

(12)와 같이 전개하 다. 식 (11)의 Dll[2](α)과 Dhh[2]

(α)는 각각 1개의 AND 게이트로 구현 가능하며, Dhl

[2](α)은 2개의 XOR 게이트와 1개의 AND 게이트로 

구현 가능하다. 식 (12)의 C(α)에 대한 회로는 그림 2

와 같다.  

a1

b0

a0 c0

c1

c2

b1

a0

b0

a1
b1

그림 2. 식 (12)의 C(α)에 대한 회로 설계

Fig. 2. Circuit design of C(α)  in Eq. (12)

  또한, 예제 3의 식 (20)에서 전개한 GF(2
3
)상의 A

(α)와 B(α)의 승산 C(α)에 대한 회로는 그림 3과 같

다.  
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a0 c0

c1

c2

b0

b0

a0
a1

b1

a1

b1

a0
a2
b0
b2

a2

b2

a1
a2

b2

b1

c3

c4

그림 3. 식 (20)의 C(α)에 대한 회로 설계

Fig. 3. Circuit design of C(α)  in Eq. (20)

본 논문에서는 AND와 XOR 게이트를 각각 ⊙와 ⊕로 

기호화하 고, 2-입력 단자 게이트를 전제하 다. 예제 

2와 예제 4에서 논의한 바와 같이 그림 2와 그림 3의 

회로는 이후 확장된 회로의 기본 모듈로 사용된다. 

  정리 3을 기반으로 설계한 mod F(α) 연산부의 기

본 모듈을 그림 4에 보 다. 

f0[k]

f1
fm-2

[k]

fm-1
[k]

p0

cm+k c0c1cm-2cm-1

p1pm-2pm-1

그림 4. mod F(α) 연산부의 기본 모듈

Fig. 4. Basic module of mod F(α) operation

 

3.3 GF(2
4
)에 대한 승산기의 설계

  그림 2와 4에서 보인 각 연산부의 모듈을 결합하여  

GF(2
m
)상의 병렬 승산회로를 구성할 수 있으며, GF(2

4)를 예로 보 다. GF(24)상의 A(α)=a3α3+a2α 2+a1α+a0

와 B(α)=b3α3
+b2α2

+b1α+b0의 승산 C(α)=A(α)B(α)

는 정리 1에 의해 식 (32)와 같이 유도된다. 

C(α) = Dhh[2](α)α 4
 + [Dhh[2](α) + Dhl[2](α)

        + Dll[2](α)]α2 + Dll[2](α)                 (32)

식 (24)의 보조다항식 Dhh[2](α), Dhl[2](α), Dll[2](α)의 

연산은 예제 2에서 논의하 다. 식 (14)를 식 (32)에 대

입하여 전개하면 식 (33)과 같이 6차의 다항식이 전개

된다.

C(α) = c6α 6
 + c5α 5

 + c4α 4
 + c3α 3

 

        + c2α 2
 + c1α  + c0 

                 
(33)

또한, GF(2
4
)상의 기약다항식 F(α)=α 4

+α+1을 정리 3

를 적용하여 α4
, α5

, α 6
에 대한 mod F(α) 연산을 수

행하면 식 (34)와 같다.

α4
 = f3

[0]α3
 + f2

[0]α2
 + f1

[0]α  + f0
[0]

        f3
[0] 

= 0, f2
[0] 

= 0, f1
[0] 

= 1, f0
[0] 

= 1.

α5 = f3
[1]α3 + f2

[1]α2 + f1
[1]α  + f0

[1]

        f3
[1] = (f2

[0]⊕f3
[0]f3) = 0, 

        f2
[1]
=(f1

[0]
⊕f3

[0]
f2)=1, f1

[1]
=(f0

[0]
⊕f3

[0]
f1)=1,

        f0
[1]
=f3

[0]
f0=0.

α6
 = f3

[2]α3
 + f2

[2]α2
 + f1

[2]α  + f0
[2]

        f3
[2]
=(f2

[1]
⊕f3

[1]
f3
[1]
)=1, f2

[2]
=(f1

[1]
⊕f3

[1]
f2
[1]
)=1,

        f1
[2]=(f0

[1]⊕f3
[1]f1

[1])=0, f0
[2]=f3

[1]f0
[1]=0.     (34)

식 (34)의 각 연산 결과들을 정리 4에 적용하여 P(α)

의 각 계수들을 구하면 식 (35)와 같다.

     p3 = c3⊕c4f3
[0]
⊕c5f3

[1]
⊕c6f3

[2] 
= c3⊕c6

     p2 = c2⊕c4f2
[0]
⊕c5f2

[1]
⊕c6f2

[2] 
= c2⊕c5⊕c6

     p1 = c1⊕c4f1
[0]⊕c5f1

[1]⊕c6f1
[2] = c1⊕c4⊕c5

     p0 = c0⊕c4f0
[0]
⊕c5f0

[1]
⊕c6f0

[2] 
= c0⊕c4     (35)

논의된 내용으로부터 GF(24)상의 승산기를 설계하면 

그림 5와 같다. 
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b0

b1
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Dll[2](α )

그림 2

a2

a3

b2

b3

α 0

α 1

α 2

α 2

α 3

α 4

α 4

α 5

α 6

Dhl[2](α)

Dhh[2](α)

c0

c1

c2

c3

c4

c5

c6

p0

p1

p2

p3
그림 2

그림 2

그림 5. KOA 기반의 GF(2
4
) 승산기

Fig. 5. GF(24) multiplier based on KOA 

그림 5에서 보조다항식 Dhh[2](α), Dhl[2](α), Dll[2](α)의 

연산회로는 모두 그림 2의 회로를 단위 연산블럭으로 

하여 동일하게 적용된다.

3.4 GF(2
9
)에 대한 승산기의 설계

  그림 3와 4의 각 연산 모듈들로부터 m=3n인 GF(2m)

상의 병렬 승산회로를 구성할 수 있으며, GF(2
9
)를 설

계의 예로 보 다. GF(2
9
)상의 A(α)=a8α 8

+…+a1α+a0

와 B(α)= b8α8
+…+b1α+b0의 승산 C(α)=A(α)B(α)는 

정리 2에 의해 식 (36)과 같이 유도된다. 

C(α)=Dhh[3](α)α12
+[Dhh[3](α)+Dhm[3](α)+Dmm[3](α)]α 9

     + [Dhl[3](α)+Dhh[3](α)+Dmm[3](α)+Dll[3](α)]α6

     + [Dml[3](α)+Dmm[3](α)+Dll[3](α)]α 3
+Dll[3](α)

                                            (36)

                                        

식 (36)의 보조다항식들은 예제 3의 식 (20)과 동일한 

연산구조를 가지며 이를 전개하면 16차의 다항식이 전

개되며, 식 (37)과 같다.

C(α) = c16α16 + … + c9α9 + c8α8 + …

        … +  c1α  + c0                     (37)

유도된 식 (37)의 C(α)에 GF(29)상의 기약다항식 F

(α)= α9
+α+1을 정리 3를 적용하여 α9

, …, α16
에 mo

d F(α) 연산을 수행한 후, 그 결과들을 정리 4에 적용

하여 구한 P(α)의 각 계수들은 식 (38)과 같다.

  p8 = c8⊕c16f8
[7] 

= c8⊕c16

  p7 = c7⊕c15f7
[6]⊕c16f7

[7] = c7⊕c15⊕c16

  p6 = c6⊕c14f6
[5]
⊕c15f6

[6] 
= c6⊕c14⊕c15

  p5 = c5⊕c13f5
[4]
⊕c14f5

[5] 
= c5⊕c13⊕c14

  p4 = c4⊕c12f4
[3]⊕c13f4

[4] = c4⊕c12⊕c13

  p3 = c3⊕c11f3
[2]
⊕c12f3

[3] 
= c3⊕c11⊕c12

  p2 = c2⊕c10f3
[1]
⊕c11f3

[2] 
= c2⊕c10⊕c11

  p1 = c1⊕c9f2
[0]⊕c10f3

[1] = c1⊕c9⊕c10

  p0 = c0⊕c8f0
[0] 

= c0⊕c8                    (38)

논의된 내용으로부터 GF(29)상의 승산기를 설계하면 

그림 6과 같다.

  그림 6에서 각 보조다항식 Dhh[3](α), Dmm[3](α), Dll[3]

(α), Dhm[3](α), Dhl[3](α), Dml[3](α)들의 연산 회로는 모

두 그림 3의 회로가 동일하게 적용된다.

IV. 비교 및 검토

  본 논문에서 제시한 다항식 승산기법 및 Parr의 기

법은 모두 KOA를 기반으로 전개됨으로 보조다항식의 

정의와 승산식 C(α)의 전개가 유사하다. 그러나, Parr

는 유한체의 범위를 GF((2)
4
)
n
)으로 하 고, GF(2

4
)를 

기본 연산모듈로 정의하여 n의 증가에 따라 n2개의 기

본 연산모듈을 확장하도록 하 다. 그리고, 모듈러 연

산을 위해  Masrtovito
[13]

가 제안한 연산기법을 적용하

다. 이에 비하여 본 논문에서는 주어진 GF(2m)상의 

m의 조건을 2
n
, 또는 3

n
으로 구분하여 각각 2항식과 3

항식으로 구성하 고, 그 보조다항식을 통해 승산 전

개를 제시하 다. 또한, 모듈러 연산을 위해 αm  mod 

F(α)로부터 임의의 양 수 i에 대한 αm+i mod F(α)의 
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그림 6. KOA 기반의 GF(2
9
) 승산기

Fig. 6. GF(29) multiplier based on KOA 

연산식을 제시하 다. Parr의 GF((2)
4
)
n
)와 본 논문에서 

제시한 GF(2m)상의 승산회로의 구성을 비교하여 표 1

에 보 다.

표 1. 승산 회로 구성의 비교

Table 1. Comparisons of the related parallel 

multiplier over GF(2
4
)

적용체

Parr[11]

GF((2)4)n)

본 논문

GF(2m), m=2n

AND XOR DAND DXOR AND XOR DAND DXOR

GF(22) ․ ․ ․ ․ 3 6 1 4

GF(23) ․ ․ ․ ․ 6 18 1 5

GF(24) 12 18 1 4 9 24 1 7

GF(28) 48 62 1 5 27 91 1 10

GF(29) ․ ․ ․ ․ 36 150 1 9

  비교 결과 GF(2m)상의 m=2n의 경우 본 논문과 Parr

의 회로에서 적용한 AND와 XOR의 총 게이트 수는 

근사한 결과를 가지나, Parr는 m=3
n
에 대한 회로구성 

기법을 제시하지 못하 다. 

VI. 결론

  본 논문에서는 KOA를 적용하여 m=2
n
과 m=3

n
일 때

의 GF(2m)상의 승산 연산기법과 그 구현회로를 제안

하 다. 

m=2
n
과 m=3

n
인 경우에 대하여 각각의 보조다항식을 

정의한 후 각각의 승산식을 전개하 다. 또한 승산의 

결과를 GF(2
m
)상의 원소로 표현하기 위해 mod F(α) 

연산을 새롭게 전개하 다. 제시된 연산기법을 적용하

여 다항식 승산연산부와 mod F(α) 연산부를 각각 설

계한 후 이들을 결합하여 전체 회로를 구성하 다. 

  설계된 회로의 구성을 Parr의 회로와 비교하 고, 

그 결과를 표에 정리하 다. 비교결과 m=2n의 경우 본 

논문과 Parr의 회로는 비슷한 수의 소자를 가지나, m=

3
n
의 경우 Parr는 연산기법 및 구현회로를 제시하지 

못하 다. 따라서, 본 논문에서 제시된 회로는 Parr에 

비해 보다 연산 역을 확장하 다 할 수 있다. 또한, 

모듈러 환원을 위한 연산식을 일반식으로 제시함에 따

라 다양한 유한체 연산으로의 적용이 기대된다. 
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