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A Robust Heteroscadastic Test for ARCH Models1)
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Abstract

Li and Mak (1994) developed a test statistic for detecting the 
non-linearity and the heteroscedasticity of the time series data. But it is 
well known that the test statistic may be very sensitive in case of 
heavy-tailed distributions of the errors. Jiang et al.(2001) suggested the 
robust method for ARCH models but the calculation procedures for the 
estimation are very complicated. We suggested the robust method based 
on Huber's function and our method works quite well rater than the Li 
and Mak(1994). Also our method is relatively easy to calculate the test 
statistic.
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1. 서 론

대부분 시계열 자료의 분석 방법은 등분산성을 가정한 모형들이 많이 활용 되었으

나, 주가, 이자율, 환율 등과 같은 재정 자료는 시간의 추이에 따라 변동성(volatility)

이 매우 심한 특징을 가지고 있다. 변동성이 강한 자료에서 먼저 관찰할 수 있는 점

은 자료의 급락과 급상승이 자주 반복된다는 사실이다. 변동성은 통계학의 관점에서 

볼 때 분산에 해당되는 개념임으로 강한 변동성이 나타나는 이유는 미래값의 분산(변

화가능의 폭)이 현재의 상황에 전적으로 의존하면서 결정되기 때문이다. 만약 현재의 

상황에 별 관계가 없다면 변동성의 급락 또는 급상승과 같은 효과를 기대할 수는 없

을 것이다. 그래서 자료의 현시점에서 변동폭, 즉 분산이 최근의 자료에 영향을 받는

다는 것에 착안하여 Engle(1982)이 오차의 분산이 자기회귀적으로 변하는 조건부 이

분산 자기회귀모형(autoregressive conditional heteroskedastic model : ARCH model)

을 제시하였다.

통계적인 모형수립은 전통적으로 모형식별, 모형적합, 모형진단의 반복적인 과정을 

통해 수립된 모형으로 예측을 하는 것이다. 특히 모형 진단 단계에서 유용한 분석법
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은 잔차(residual)를 이용한 분석법이다. 

Box와 Pierce(1970)에 의해 포트맨토우 검정 (portmanteau test)이 제안되었으며, n

이 작을 때 Q 2  통계량의 값이 너무 보수적이 되어 실제로는 모형이 잘 적합 되지 않

았는데도 모형이 잘 적합 된 것으로, 즉 귀무가설을 기각하지 못하는 것으로 판정하

는 경향이 있음이 알려져 있다. 

Ljung과 Box(1978)는 이를 보완하여 자기회귀이동평균모형(autoregressive moving 

average model : ARMA)이 옳다는 귀무가설 하에 근사 χ2(K − p − q )분포를 따르는 

검정통계량을 제안하였다. Ljung과 Box 통계량은 일반적으로 로버스트(robust)한 것

으로 알려져 있다. 여기서 p와 q는 ARMA모형의 모수의 차수이다. 한편, 

McLeod(1979)는 자기회귀이동평균모형에서 제곱잔차자기상관(squared residual 

autocorrelation)을 기초로 하여 모형 타당성을 위한 포트맨토우 검정을 유도하였고 

McLeod와 Li(1983)는 제곱잔차자기상관의 점근분포가 동질성의 귀무가설 하에서 

ARMA  모수들에 의존하지 않는다는 것을 보였으며 결과적으로 보통의 표준오차

(standard error) 1
√

n을 모형 점검에 사용할 수 있게 되었다. 

조건부이분산성 시계열 모형의 모형화에 대해 많은 사람들이 연구해 왔지만, 실제

적으로 그런 모형들에서 유도된 제곱잔차자기회귀의 점근분포에 대한 결과는 없었다. 

Li와 Mak(1994)은 조건부이분산성 과정에 대해 제곱잔차자기상관을 고려하여 점근분

포를 유도 하였고, 그 결과 조건부 이분산성 시계열모형의 타당성을 확인하는데 유용

하다. Jiang등(2001)이 L1-추정의 방법을 제안하였지만 이는 추정방법이 복잡하다는 

단점이 있어 본 논문에서는 최소제곱추정법으로 모수를 추정하여 Li와 Mak(1994)이 

제안한 Q통계량의 자기상관을 보정해 ARCH모형을 진단하는 방법에 대해 논의 하려 

한다. 

2. 이분산 검정통계량

ARCH모형에는 ht= α0 +α1{
2
t− 1에 {에 대한 제곱의 항이 있는 반면에 포트맨토우 

검정은 ({t − {t)
2 여기에 제곱항이 없으므로 이분산성에 대한 검정을 할 수 없다. 

다음의 모형을 고려해 보자. 

yt = φ1yt− 1 + φ2yt− 2 + + φpyt − p+
√

htet,

{t =
√

htet, et∼ iid    (0,σ2 )이고, 

ht= α0 + α1{
2
t− 1 + + αp{

2
t− p이다.                           (1)

잔차에 제곱을 하여 ARCH  모형에 대한 검정을 수행할 수 있는 검정통계량은 

Li(1994)이 제시한 검정통계량으로서 다음과 같다.
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rk  =
Σ

t = k + 1

n

({ t̂ 
2/ ĥ  t − { ) ( {̂  2t − k   / ĥ  2t − k − { )  

Σ
t = 1

n

( {̂  2t / ĥ  t − { ) 2
,     k = 1 ,  2 , ,    

               {=n−1Σ
t=1

n

{̂ 2t/ĥ t  (2) 

n은 표본크기이며, 모형이 적당하다면 {은 1에 확률적으로 수렴한다. rk을 아래와 같
이 바꿔 쓸 수 있다.

rk =
Σ

t= k+1

n

({t̂ 
2/  ĥ t−1)({̂ 

2
t−k  /     ĥ 

2
t−k −1) 

Σ
t=1

n

({̂ 2t/   ĥ t−1)
2

(3)

여기서 n− 1Σ
t=1

n

({̂ 2t/ĥ t− 1 )
2은 어떤 상수로 수렴하게 된다. 따라서 아래의 점근분포만 

고려하면 된다.  

Ck̂ =
1
nΣ









{̂ 2t

ĥ t
− 1









{̂ 2t− k

ĥ t− k

− 1 (4)

다음의 정리는 Li와 Mak의 통계량의 점근적 성질을 나타낸다.

정리2.1 주어진 조건에 의하여 다음과 같은 등식이 성립한다.

(1) 
√

n (θ̂ − θ  )           −→d  N(0,  V )      (5)

 (2) Q(M) = nr̂ TV̂ − 1r̂  ∼χ2 (M)  

여기서 X= (X1, , XM )
�, Xk =−

1
nΣ

1
ht

∂ht

∂θ







{2t− k

ht− k

− 1 이고, G = X�X이고, 

V1 = I −
1
4

XG − 1X T이다.

증명: Li와 Mak(1994)을 참조.  

 

3.  로버스트 이분산 검정통계량
  

Jiang등(2001)이 주장하기를 Li와 Mak의 검정통계량은 과대추정(over-estimate)하

는 경향이 있다고 하였다. 즉 식(2)의 rk값이 커져서 귀무가설을 기각하는 경향이 있

다고 하였다. 그래서 우리는 로버스트 검정통계량을 제시하여 Li와 Mak의 통계량을 

개선하고자 한다. 제시된 로버스트 제곱잔차자기상관함수는 아래와 같다. 
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r *k =
Σ

t= k+ 1

n

ψ (
{̂ 2t

ĥ t
− 1 )ψ (

{̂ 2t− k

ĥ t− k

− 1 )

Σ
t= 1

n

ψ2 (
{̂ 2t

ĥ t
− 1 )

(6)

여기서






                x                                                    x                      ≤                     m   

             m   x                       >                     m

−m   x                       <          −m

ψ (x )  = 

      , m> 0 ,

식 (6)에서 분모n−1Σψ2({̂ 2t/ĥ t−1) 은 상수로 수렴한다. 따라서 아래와 같이 로버스

트 제곱잔차자기상관함수를 정의할 수 있다.

정의 : rk̂ =
1
CΣψ (

{̂ 2t

ĥ t
− 1 )ψ (

{̂ 2t − k

ĥ t − k

− 1 ) , k = 1, , M, (7)

  
1
nΣψ2







{2t
ˆ

ht̂

− 1  이며, 만일 ψ(x ) = x  라면 Li와 Mak의 통계량과 같다는 점이

며, Li와 Mak 통계량보다 로버스트 할 수 있다는 것이다.

로버스트 검정통계량 r̂ k에 대한 점근적 분포는 다음의 정리에서 구할 수 있다. 

  정리3.1. 다음의 조건을 고려해보자.

    (1) ψ (x )는 미분가능하고 제한된(bounded) 함수이며, Eψ (x) = 0이다.

    (2) Yt 는 정상성을 가지는 자료이며 EY 2
t < ∞이다.

  위의 조건하에서 다음의 결과를 얻을 수 있다.

    (1) 
√

n (θ̂ − θ )         −→d     N (0 ,  V2 )    (8)

       (2) Q * (M ) = nr̂ TV̂ − 12 r̂ ∼ χ2 (M )  

여기서 V2 = I −
1
4

YH − 1Y T이고, H = (Y�Y)이며, r̂ = (r1, , rM ) ,

Yt =−
1
nΣψ







1
ht

∂ht

∂θ
ψ






{2t − k

ht − k

− 1 이며, Y= (Y1, , YM )
�이다.

4. 모의실험

우리가 고려한 AR (1 )− ARCH (1 )모형은 아래와 같다.
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yt = φyt− 1 +
√

htet     et ∼ IID    N(0, 1 ) (9)

ht  = α0 +α1 {
2
t− 1       α0  > 0 ,      α1 ≥ 0

먼저 초기치를 φ = 0.6 , α0 = 0.8 , α1 = 0.4를 주고, 최소제곱법에 의한 모수추정

값을 다음과 같이 구하겠다.

[표 1] AR(1)-ARCH(1)모형의 모수추정 결과

 

φ̂ α0̂ α1̂

Normal 0.6001686 0.8202159 0.3849366

모의실험 과정을 간편하게 수행하기 위해 ARCH모형만 고려하였으며, α0,  α1의 값

을 초기값으로 하여 변화시켜가면서 Li와 Mak의 Q통계량과 본 논문의 로버스트 Q

통계량을 비교 하였다. 결과는 각 Case별로 100번씩 반복한 평균을 기재한 것이다. 

Normal은 N (0, 1 )에서 100%추출한 것이고, Mixed Normal은 10%를 N(0, 52)에서 

추출하고, 나머지 90%를 N(0,1 )에서 추출하였다.
아래의 결과는 α0 = 0.1,  α1 = 0.1의 초기치를 부여하여 실행한 결과이다. 

[표 2] 초기치가 α0 = 0.1 , α1 = 0.1일 때 Case별 Normal과 Mixed Normal의 Q통계량 비교

Normal Mixed Normal

Case Q(Li&Mak) Q(로버스트) Q(Li&Mak) Q(로버스트)

100 7.0765398 7.452158 5.7803127 7.5604142

400 7.7896262 8.7693789 10.456276 8.1428579

800 7.9025787 10.618723 13.858426 8.441286

1000 7.6569866 10.814108 17.061577 9.070238

[표 2]는 오차의 분포가 Normal인 경우 Li와 Mak의 Q계량과 로버스트 Q통계량 

모두 모형이 적합3)하다고 판단하였다. 그러나 오차의 분포가 Mixed Normal인 경우, 

Li와 Mak의 Q통계량은 모형이 적합하지 않다고 판단한 반면 로버스트 Q통계량은 

적합하다고 판단한다. 즉 오차의 분포가 정규분포보다 두터운 꼬리를 가진 경우 Li와 

Mak의 Q통계량은 잘못된 결과가 도출될 수 있음을 보여준다.

3) χ2 (8,α = 0.1 ) = 13.362
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[표 3] 초기치가 α0 = 0.2 , α1 = 0.2일 때 Case별 Normal과 Mixed Normal의 Q통계량 비교

Normal Mixed Normal

Case Q(Li와Mak) Q(로버스트) Q(Li와Mak) Q(로버스트)

100 6.3231469 7.4522757 5.1009236 7.4717936

400 7.8229707 9.0307063 9.228747 8.276476

800 7.3457874 10.615813 13.02607 7.4245983

1000 7.6733098 10.507971 14.44110 7.8341732

[표 4] 초기치가 α0 = 0.3 , α1 = 0.3일 때 Case별 Normal과 Mixed Normal의 Q통계량 비교

[표 5] 초기치가 α0 = 0.4 , α1 = 0.4일 때 Case별 Normal과 Mixed Normal의 Q통계량 비교

Normal Mixed Normal

Case Q(Li와Mak) Q(로버스트) Q(Li와Mak) Q(로버스트)

100 7.1012013 7.2274237 6.4083678 7.4948819

400 8.0598439 9.598843 11.742365 8.9399277

800 8.2351751 11.216512 14.587066 9.0762078

1000 7.1366265 11.050918 20.797345 9.1598296

Normal Mixed Normal

Case Q(Li와Mak) Q(로버스트) Q(Li와Mak) Q(로버스트)

100 6.3180509 6.9454149 5.1176275 7.4389183

400 7.6611936 10.753203 9.3750309 7.6148595

800 7.6001048 11.77611 11.824656 7.7449014

1000 7.6465857 12.366293 13.466356 8.4602769

각 α0,  α1  값에 따라 설명되지 않는 오차를 Mixed Normal로 한 검정에서 Li와 

Mak의 Q통계량이 과대 추정될 수 있음을 보여준다.

5. 결 론

분산이 최근의 자료에 영향을 받는다는 것에 착안하여 Engle(1982)이 오차의 분산

이 자기회귀적으로 변하는 조건부이분산자기회귀모형을 제시한 이래로 Li와 

Mak(1994)이 조건부이분산성에 대해 제곱잔차자기상관을 고려하여 점근분포를 유도 
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하였고, 그 결과 조건부 이분산성 시계열모형의 타당성을 확인하는데 유용하게 사용

되었다. 또한 Jiang등(2001)이 L1-추정 방법을 사용한 ARCH모형의 로버스트 모형화

에 대해 제안하였지만, 추정방법이 복잡하다는 단점이 있어 본 논문에서는 최소제곱

추정법으로 모수를 추정하여 Li와 Mak(1994)이 제안한 Q통계량의 자기상관을 보정해 

ARCH모형 진단 방법에 대한 논의 결과 정규성으로부터 멀어질수록 Li와 Mak(1994)

이 제안한 Q통계량이 잘못된 결과를 도출한 반면 본 논문의 로버스트 검정통계량은 

설명되지 않는 오차의 분포가 정규성에서 멀어지더라도 로버스트한 결과를 보여 주었

다. 

향후 과제로 다른 로버스트 함수를 사용하여 비교해 보는 것도 의미 있을 것이며, 

더 나아가 ARCH  모형을 일반화한 GARCH  모형으로의 확장에 대한 논의도 고려해 

볼만할 것이다.
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