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Abstract

Zero-Inflated Poisson distribution is Poisson distribution with excess 
zeros. Recently  defects of product hardley happen in the manufacturing 
process. In this case it is desirable to apply to the Zero-Inflated Poisson 
distribution rather than Poisson. Our target of this paper is to study the 
tests for changes of rate of defects after the unknown change-point. We 
are going to compare the powers of the two proposed tests with 
likelihood tests by the simulations.
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1. 서론

여러 개의 부품들을 한 단위 시료군으로 할때, 시료군들 중에 들어있는 불량품수에 

관해 생각하여 보자. 만약 공정과정이 안정적이라면 단위당 불량률은 일정한 상수로 

나타날것이고 또 불량품수는 포아송분포를 따르게 된다. 이처럼 포아송분포는 생산공

정단계에서 발생하는 불량품 수에 관한 확률분포로서 지금까지 중요한 분포로 이용되

어 왔다. 그러나 현대문명의 발달과 제품을 만들어내는 기술의 고급화로 인하여 불량

률은 현저하게 감소되어가고 있다. 만약 불량품수가 거의 없는 경우는 포아송분포를 

이용하기보다는 영이 과잉관측되는 영과잉-포아송분포(Zero-Inflated Poisson 

Distribution; ZIP)에 적용하는 것이 더 좋을 것이다. 영과잉-포아송분포는 이산형 확

률분포에 있어서 정상적인 포아송 확률분포보다 영의 값이 과잉관측되는 분포를 말한

다. 불량품수가 거의 없는 경우 기존의 포아송 분포에 적용시켜 통계적인 추론을 한

다면 이는 제3종의 오류를 범하는 결과를 초래할 것이다. 
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생산공정과정에서 시료군 당 발생하는 불량품수가 이러한 영과잉-포아송분포를 따

른다고 할 때, 불량품수가 어떤 시점 이후 변화가 있다고 하자. 이때 미지의 시점을 

변화시점(change-point)이라 한다. 이러한 영과잉-포아송분포는 Singh(1963)와 

Johnson-Kotz(1969)에 의해 소개되었으나 수학적인 모형으로만 인식되어 응용분야가 

다양하지 못했다. 그 이후 Heilbron(1989)는 영변경(zero altered)-포아송 음이항 회귀

모형을 이용하여 위험요소가 많은 사람들의 행동과학에 대하여 연구하였다. 그는 반

응값이 영인 경우에 확률을 임의로 주는 모형을 생각했다. 영이 되는 확률이 표준 포

아송분포보다 적게 되도록 양의 포아송분포를 생각하였다. 그 이후 영변경-포아송 음

이항 회귀모형과 유사한 모형을 Lambert(1992)는 제시하였다. 그는 공변량에 의존되

는 반응변수가 영과잉-포아송 분포를 따르는 영과잉-포아송분포(zero-inflated 

Poisson regression model)를 이용한 회귀모형을 소개하였다. 그는 반도체 부품들을 

몇 가지 요인으로 나누어 각 경우마다 나타나는 불량개수를 관측한 실제자료에 적용

하였다. 회귀계수들은 최우추정법을 이용하여 추정하였고 공변량(covariates)들의 효과

를 분석하였다. 그 이후 공변량이 없는 영과잉-포아송분포를 Li 등(1999)은 다변량 영

과잉-포아송분포로 확장시켰다. 다변량 영과잉-포아송분포는 많은 모수를 포함하고 

있는데 이들의 적률추정량, 최우추정량들과 분포의 성질들을 연구하였다. 

본 논문은 영과잉-포아송분포에서 시료단위 당 발생하는 불량품수가 미지의 변화시

점 이후 변화가 있는 지를 Quesenberry(1991, 1995)의 Q통계량과 누적합(CUSUM) 통

계량을 이용하여 검정하려 한다. 또한 제안된 두가지 검정과 우도비검정을 검정력을 

이용하여 비교할 것이다. 모의실험에서는 가상표본을 대상으로 추정과 검정으로 변화

시점과 불량률의 변화를 알아볼 것이다.

  

2. 변화시점이 있는 영과잉 포아송분포

확률변수 Y는 생산공정에서 일정 단위 당 불량품이 나타나는 수로서 영과잉-포아

송분포( ZIP)를 따른다. 영과잉-포아송분포는 포아송분포와 베르누이분포와의 혼합모

형(mixed model)으로 볼 수 있다. 포아송분포에서 0이 과잉 관측되는 경우로 생각할 

수 있다.

Y∼{ 0, p의확률로,
Poisson(λ), 1- p의확률,

여기에서 0≤p≤1는 영의 값에서 주어지는 임의의 확률이며 λ > 0는 포아송분포의 시

료군 당 불량률이다.  이때 확률질량함수(pmf)는 아래와 같이 된다. 

P(Y= k) = { p+(1- p)e
- λ, k=0,

(1- p) λ ke - λ/k!, k=1,2, ···.

앞으로 위의 분포를 ZIP(p,λ)라고 표기하기로 한다. 이 분포의 누적분포함수 F는 

다음과 같다.

   (1)F(y)= P(Y≤y) = {
0, y < 0,
p+(1- p)e - λ, 0≤y < 1,

p+(1- p)e - λ+(1-p) ∑
[ y ]

k= 1
λ k
e
- λ

k!
, y≥1,
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여기에서 [y]는 y를 초과하지 않는 최대의 정수를 의미한다. ZIP(p,λ)분포에서 p와 

λ를 모를 경우에는 최우추정량과 적률추정량을 이용할 수 있겠다.

서로 독립인 확률변수 Y 1,Y 2,…,Y n
가 시간의 흐름에 따라 연속적으로 얻을 수 

있는 관측자료라 하자. 이때 생산공정과정 중 여러 가지 원인들로 인하여 미지의 변

화시점(changepoint) c  이후의 분포의 변화가 있는 다음 모형을 생각할 수 있다.

Y 1,Y 2,…,Y c∼ZIP(p,λ)

Y c+1,Y c+ 2,…,Y n∼ZIP(p
*
,λ

*
),

여기에서 양의 정수 c는 변화시점이고 p
*와 λ *는 각각 변화시점 이후 불량품이 전

혀 나타나지 않는 상태의 확률과 불량품 수에 대한 평균을 의미한다. 만약 p>p
* 혹

은 λ < λ *이 된다면, 변화시점 이후 불량품 수가 증가될 것이다. 우리는 이 모형을 변

화시점이 있는 ZIP(p,λ,c,p *,λ *)모형이라 하겠고 5개의 모수를 포함하고 있다.

위 5개의 모수의 모수 중 변화시점의 점추정은 변화시점 이전과 이후의 제곱합의 

합이 최소가 되는 양의 정수를 점추정량으로 생각하였다. 즉 (3)식을 만족하는 양의 

정수 j를 변화시점의 점추정량 ĉ로 생각하였다. 

Min 1≤j < n[ ∑
j

i= 1
(y i- ∑

j

i= 1
y i/j))

2+ ∑
n

i= j+1
(y i- ∑

n

i= j+1
y i/(n- j))

2]        (2)

나머지 모수 p,λ,p *  그리고 λ *의 적률추정량(moment estimator)은 다음 식과 같게 

된다.

                     λ̂=

∑
ĉ

i=1
y
2

i

∑
ĉ

i=1
y i

-1, p̂=1-

∑
ĉ

i=1
y i/n

λ̂

λ
*
=̂

∑
n

i=ĉ+1

y
2

i

∑
n

i=ĉ+1

y i

-1, p
*
=̂ 1 -

∑
n

i=ĉ+1

y i/n

λ̂

                     (3)

단, (3)식에서 p̂와 p*̂가 음수로 나타나는 경우는 그 값을 0으로 둔다. 

3. 변화시점에 관한 검정

생산공정과정 중 미지의 변화시점 이후 불량품 수의 변화가 있는 지를 알아보기 위

하여 세가지 검정법을 소개하려고 한다. 먼저 Kim(1998)이 제시한 우도비검정과 본 

논문에서 제안하려고 하는 Quesenberry(1991, 1995)의 Q통계량을 이용한 검정 그리

고 누적합(CUSUM) 통계량을 이용하여 검정하려 한다.

1)우도비검정
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Y 1,Y 2,…,Y c,Y c+ 1,…,Y n
가 서로 독립적으로 ZIP(p,λ)의 분포를 따른다고 

하자. 변화시점 이전과 이후가 변화가 없다는 귀무가설, H 0:p= p
*,λ= λ *,  그리고 

변화가 있다는 대립가설 H 1:p≠p
*혹은λ≠λ *에 대하여 로그우도함수는 아래 식과 

같이 된다.

l(y;p,λ)= ∑
n

i=1
ln[(p+(1- p)e

-λ
)I(y i=0)+( (1- p)λ

y i
e
-λ
/y i!)I(y i>0)

여기에서 I(.)는 지시함수이다. 또한 대립가설에 대한 로그우도함수는 다음과 같다.

l(y;p,λ,c,p
*
,λ

*
)

= ∑
n

i=1
ln[(p+(1- p)e

-λ
)I(i≤c,y i=0)+( (1-p)λ

y i
e
-λ
/y i!)I(i≤c,y i >0)

+(p *+(1-p *)e - λ
*

)I(i>c,y i=0)+( (1-p
*)λ

* y ie -λ
*

/y i!)I(i>c,y i >0)]

이에 따른 검정통계량은 

L n=-2(l(y;p,λ)- l(y;p,λ,c,p
*,λ *))

위 통계량은 대표본에서 자유도 3인 카이제곱분포에 접근하기 때문에 Ln값이 크면 

귀무가설을 기각시킬 수 있다.

2) Q통계량을 이용한 검정

불량품수가 포아송분포를 따를 경우에, Quesenberry(1991, 1995)는 불량률에 대한 

변화가 있는 지를 Q통계량을 이용하였다. 그는 Q차트에 통계량 Q를 플롯하여 이들

의 변화를 감지하였다. 이를 ZIP(p,λ)분포에 적용하여 보자. 

확률변수 Y 1,Y 2,…,Y c,Y c+ 1…,Y n
가 ZIP(p,λ,c,p *,λ *)분포를 따른다고 

하자. 확률변수 Y i
의 누적분포함수 F(y i;p,λ)는 (1)식과 같다. 만약 변화시점이 있

다면 (1)식의 누적분포함수는 F(y i;p,λ,c,p
*,λ *)로서 (4)식과 같게 될 것이다

  

(4)

F(y;p,λ,c,p
*
,λ

*
)

= P(Y≤y)

=

ꀊ

ꀖ

ꀈ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

0, y < 0,
p+(1- p)e - λ, 0≤y < 1,

p+(1- p)e
- λ
+(1-p) ∑

[ c ]

k= 1
λ
* k e

- λ
*

k!
, 1≤y < c+1,

p+(1- p)e - λ+(1-p) ∑
[ c ]

k= 1
λ * k

e - λ
*

k!

+ (1- p *) ∑
[ y ]

k= c+1
λ * k

e
- λ *

k!
, y≥c+1,

  

F(y i;p,λ,c,p
*,λ *)에서 모수 추정은 먼저 변화시점 c를 (3)식에 의하여 추정하

고 나머지 모수들을 추정한다. F(y i;p,λ,c,p
*,λ *)에 모수추정량을 대체한 이후의 

분포함수는 F(y i; p,̂ λ̂, ĉ, p
*ˆ, λ *ˆ )이 될 것이다. 본 논문에서 제안하는 Qn통계량

은
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Q i=Φ
-1(F(y i ; p,̂ λ̂, ĉ, p

*ˆ, λ *ˆ ) ), i = 1, 2,…,n,

Qn=
1
n
∑
n

i= 1
Q i

이고 Φ -1(.)는 표준정규분포의 누적함수의 역함수이다. 한편 Quesenberry(1991, 

1995)는 Qn통계량은 근사적으로 정규분포에 가까워 짐을 입증하였다. 따라서 변화시

점 이전과 이후의 변화가 없다는 귀무가설: H 0:p= p
*,λ= λ *,  변화가 있다는 대립

가설:H 1:p≠p
*혹은λ≠λ *는 |Qn|>z α/2이면 유의수준 α에서 귀무가설은 기각된다.

3)누적합 CUSUM을 이용한 검정

위 Qi통계량의 누적합을 이용한 검정통계량으로 Sn를 제안한다. 이는 Qi들이 표준 

정규분포를 따르기 때문에 점근적으로 표준정규분포에 가까워진다. 

  
Sn=

2
n(n-1)

∑
n-1

k=1
∑
n

i=k+1
Q i

따라서 변화시점 이전과 이후의 변화가 없다는 귀무가설: H 0:p= p
*
,λ= λ

*
,  변화

가 있다는 대립가설:H 1:p≠p
*혹은λ≠λ *는 |Sn|>z α/2이면 α에서 귀무가설은 기각된

다.

4. 모의실험

1)제안된 Qi  그리고 Si의 검정

Y 1,Y 2,…,Y c,Y c+1…,Y n
에서 변화시점까지의 분포가 ZIP (p,λ )그리고 변화

시점 이후가 ZIP(p *,λ* )의 분포를 따른다고 하자. 이러한 경우 변화시점 이전과 이후

가 변화가 없다는 귀무가설, H0 : p = p
*,λ = λ*,  그리고 변화가 있다는 대립가설 

H1 : p≠ p *혹은λ≠λ*에 대하여 모의실험을 하려고 한다. 먼저 표본수는 n=20을 

선택하였고 변화시점은 c=10로 정하였다. 따라서 10번째까지의 관측치들은 귀무가설

분포를 따르게 되고 나머지 관측치들은 대립가설 분포를 따르게 된다. 귀무가설에서

의 모수는 p=0.7,λ=2로 정하였다. 대립가설에서 변화된 0의 확률은 p*=0.8 그리

고 변화된 불량률은 λ*=3로 정하였다. 따라서 20개의 표본은 10번째까지의 표본은 
ZIP(0.7, 2 )의 난수가 그리고 11번째 부터는 ZIP(0.8, 3 )의 난수로 구성되어 있다. 

ZIP(p,λ)  난수 yi들은 (0,1)균일분포를 따르는 난수 U가 p보다 작게되면 0의 값을 

그렇지 않으면 Poisson(λ)  의 난수가 발생되도록 하였다. 변화시점 c=10 이후 불량

률 λ는 2에서 3으로 증가하였으나 p가 0.7에서 0.8로 증가하게 되어 yi들은 오히려 감

소되고 0이 많이 나타남을 <표 1>에서 알 수 있다. 

제안된 통계량 값을 구하기 위하여 먼저 변화시점을 (2)식을 이용해 추정해야 할 

것 이다. 추정치는 ĉ=8가 된다. 변화시점이 추정되었으므로 (3)식을 이용해 
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p,λ,p*,λ*를 구한다. 각각 그 값은 λ̂=0.57,p̂=-0.02,λ*̂= 3.00,p*̂=0.88 로 추정된다. 

그러나 p̂=-0.02는 음수가 되므로 그 값을 p̂=0.00으로 생각해야 할 것이다. Qi통계

량 값을 계산하기 위하여 누적분포함수 F(y i; p,̂ λ̂, ĉ, p
*ˆ, λ *ˆ )를 (4)식을 이용하여 

구하여야 할 것이다. 계산된 Qi의 값들이 <표 1>에 나타나 있다. 따라서 Qn=4.09
로서 유의확률 0.0001로 변화시점이 없다는 귀무가설을 기각한다. 또한 누적합을 이용

한 통계량은 Sn=2.39로서 역시 유의확률 0.018로 귀무가설을 기각하게 된다.

<표 1> 영과잉-포아송 난수와 Qi 값

2)검정력 비교

제안된 Qn과 Sn의 검정과 우도비검정 Ln과의 검정력을 비교하기 위하여 모의실험

을 실시하였다. Y 1,Y 2,…,Y c,Y c+ 1…,Y n
에서 변화시점까지의 분포가 

ZIP (p,λ )그리고 변화시점 이후가 ZIP(p *,λ* )의 분포를 따르는 경우, 변화시점 이전

과 이후가 변화가 없다는 귀무가설, H0 : p = p
*,λ = λ*,  그리고 변화가 있다는 대립

가설 H1 : p≠ p *혹은λ≠λ*에 대하여 검정력을 모의실험을 통하여 구하고자 한다. 

검정력은 많은 모수들 p,λ,c,p*,λ*,n,α에 의존하게 되는데 경우의 수들이 너무 많기 

i Ui (균일)
Pi

 (포아송)
yi Qi

1 0.750 1 1 0.125

2 0.178 4 0 -1.360

3 0.357 1 0 -0.584

4 0.786 1 1 0.896

5 0.124 1 0 -0.879

6 0.776 2 2 1.856

7 0.967 1 1 1.754

8 0.713 2 2 3.262

9 0.531 4 0 1.021

10 0.142 4 0 0.324

11 0.243 1 0 1.275

12 0.383 1 0 1.547

13 0.257 1 0 -0.566

14 0.036 1 0 1.350

15 0.445 1 0 1.753

16 0.039 3 0 1.114

17 0.088 5 0 2.254

18 0.967 4 4 3.155

19 0.402 2 0 1.257

20 0.327 3 0 -1.247
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때문에 몇 가지만 생각해 보기로 한다. 먼저 표본크기는 n=20,30,50인 경우를 생각

하였고, 변화시점은 표본수의 50%, 75%되는 곳을 택하였다. 그리고 귀무가설분포는 

ZIP(p=0.7,λ=2)이고 대립가설분포는 ZIP(p*=0.8, 0.9, λ*=3, 4)으로 고정하였

다. 우도비검정 Ln은 모수들의 MLE를 구하여야 하는데 최대값을 구하는 프로그램은 

Press 등(1992)의 ‘Powell’ 부프로그램을 이용하였다. 또한 최대값을 구하는 방법은 반

복법을 사용하게 되는데 이들의 초기값들을 구하는 방법은 (2)식과 (3)식을 이용하였

다. 계산시간이 많이 걸리는 이유로 모든 경우의 반복은 100번으로 하였다. 그리고 유

의수준은 α=0.05으로 하여 검정력을 구하였다. 제안된 두 통계량은 표준정규분포의 

우측확률을 임계점으로 두고 우도비검정은 경험적으로 임계점을 찾았다.

<표 2> 검정력 비교

대립가설에 대한 검정력이 경험적으로 <표 2>에 나타나 있다. 검정력이 많은 모수

의 함수로 표현되기 때문에 각 경우마다 검정력이 다소 차이가 있고 또 어떤 일률적

인 양상을 발견하기가 힘들다. 그러나 전반적으로 관찰해 본다면 누적합을 이용한 Sn
이 Qn보다는 검정력이 조금 우수함을 알 수 있다. 우도비검정 Ln과는 경우에 따라 

조금씩 차이는 있으나 제안된 두 검정과 비슷하다고 볼 수 있다. 그러나 세 검정 모

두 표본수가 증가할수록 그리고 λ*가 증가 할수록 검정력이 높아짐을 알 수 있다.

5. 결 론

영과잉-포아송분포에서 변화시점이 있는 지에 대한 검정방법으로 우도비검정 외에 

두 가지 검정을 제안하였다. 검정력이 많은 모수의 함수로 표현되기 때문에 각 경우

c=0.5n c=0.75n

Ln Qn Sn Ln Qn Sn

n=20

p*=0.8
λ*=3 0.42 0.48 0.50 0.35 0.30 0.42

λ*=4 0.61 0.51 0.55 0.56 0.45 0.54

p*=0.9
λ*=3 0.35 0.35 0.41 0.24 0.30 0.32

λ*=4 0.63 0.57 0.54 0.49 0.53 0.55

n=30

p*=0.8
λ*=3 0.42 0.47 0.65 0.42 0.40 0.53

λ*=4 0.66 0.66 0.69 0.66 0.56 0.60

p*=0.9
λ*=3 0.47 0.54 0.51 0.32 0.40 0.47

λ*=4 0.64 0.69 0.74 0.55 0.51 0.65

n=50

p*=0.8
λ*=3 0.70 0.84 0.78 0.65 0.67 0.74

λ*=4 0.75 0.88 0.90 0.78 0.74 0.85

p*=0.9
λ*=3 0.71 0.74 0.85 0.60 0.84 0.76

λ*=4 0.79 0.87 0.89 0.87 0.89 0.81
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마다 검정력이 다소 차이가 있고 또 어떤 일률적인 양상을 발견하기가 힘들었다. 그

러나 전반적으로 관찰해 보았을 때 누적합을 이용한 Sn이 Qn보다는 검정력이 조금 

우수하였다. 우도비검정 Ln과는 경우에 따라 조금씩 차이는 있었으나 제안된 두 검정

과 비슷하다고 볼 수 있었다. 그러나 세 검정 모두 표본수가 증가할수록 그리고 λ*가 

증가하는 경우에 검정력이 높아짐을 알 수 있었다.
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