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Abstract

In this paper, we define an availability of repairable network system, 
when the states of links are modeled by alternating renewal processes. 
The actual availabilities of some well-known network systems are 
obtained. The expected numbers of failures and repairs of the network 

systems are also calculated.
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1. 서 론

수리 가능한 부품이나 시스템의 상태는 다음과 같이 

X( t)={
1,  시점 t에서 시스템이 가동중일 경우
0,  그렇지 않을 경우

교대재생과정(alternating renewal process)을 따라 모형화할 수 있다. [Cox(1962) 

참조] 그리고, 교대재생과정을 따라 시스템의 상태를 모형화할 때, 시점 t에서 시스템

이 가동할 확률을 가동성(availability)이라 하고,
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A( t)=Pr {X( t)=1}

로 정의한다. [Baxter(1981) 참조]

각 부품들의 상태가 독립적으로 교대재생과정을 따르는 응집시스템(coherent 

system)의 가동성은 Baxter(1983)에 의해 소개되었고, 직렬시스템과 병렬시스템에서 

시점 t까지의 평균 고장수와 수리수가 구해졌다. 본 연구에서는, Baxter(1983)의 결과

를 일반화하여, 네트워크의 가동성에 대하여 정의하고, 네트워크를 구성하는 각 링크

들의 상태가 독립적으로 교대재생과정을 따르는 경우, 네트워크 가동성을 구하는 방

법을 제시하며, 몇 개의 잘 알려진 네트워크에서 가동성을 실제로 구한다. 또한, 네트

워크에서 시점 t까지의 평균 고장수와 수리수를 구하는 방법도 함께 제시한다.

2. 응집시스템의 가동성

이 절에서는 네트워크의 가동성 연구에 필요한 Baxter(1983)의 결과를 간단히 요약

한다. n개의 부품으로 이루어진 시스템에서 j번째 부품의 시점 t에서 상태 Xj(t)를 

다음과 같이 정의한다.

Xj(t)={
1,  j번째 부품이 시점 t에서 가동중일 경우
0,  그렇지 않을 경우

그리고, j번째 부품의 고장시간과 수리시간의 분포함수가 각각 F j와 G j라고 가정

하자. 그러면, j번째 부품의 시점 t에서 가동성은

Aj(t) =Pr {Xj(t)=1}

=Fj(t)+Fj∗Ξ j(t)

로 주어진다. 여기서, Ξ j(t) = ∑
∞

n=1
F
(n)
j ∗G

(n)
j (t)이고, ∗은 중합(convolution)이며, (n)

은 n차 중합을 나타낸다. 시스템의 구조함수를 φ(X( t))로 나타내면 시스템의 가동성

은 Pr {φ(X(t))=1}=h(A(t))가 된다. 여기서, h는 φ의 신뢰도(reliability) 함수이고, 

A(t)=(A1 (t),A2(t),…,An(t)), X(t)=(X1 (t),X2(t),…,Xn(t))이다. [Barlow and 

Proschan(1973, 1981) 참조]

3. 네트워크 시스템의 가동성
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네트워크는 N개의 노드(node)들과 이들을 잇는 링크(link)들로 이루어져 있다. 여

기서, 노드들은 완전(perfect)하다고 가정한다. L을 링크들의 집합이라 하자. 노드 i

와 노드 j를 잇는 링크가 있으면 이를 (i,j)로 나타내고, 시점 t에서 링크 (i,j)의 

상태를 다음과 같이 정의한다.

Xij(t)={
1,  링크 ( i,j)가 시점 t에서 가동중일 경우
0,  그렇지 않을 경우

그러면, 링크 (i,j)의 가동성은

Aij(t)=Pr {Xij(t)=1}

이 된다. 여기서, 링크 (i,j)의 가동은 노드 i와 j가 연결 가능함을 의미하며, 가동성

은 이의 확률을 의미한다.

우선, 네트워크 전체의 구조함수를 정의하기 위해 먼저 Blij와 C
l
ij
를 각각 아래와 

같이 정의하자.

Blij  : i와 j사이의 최소 경로(minimal path) 집합, ( 1≤i < j≤N) , l=1,…,pij

Clij  : i와 j사이의 최소 절단(minimal cut) 집합, ( 1≤i < j≤N) , l=1,…,kij .

여기서, Blij가 최소 경로 집합이란 L의 부분 모임으로 이 안의 링크들이 모두 가

동하면 노드 i와 노드 j  사이가 가동(연결 가능)함을 보장해 주는 최소 모임이다. 그

리고, Clij가 최소 절단 집합이란 역시 L의 부분 모임으로 이 안의 모든 링크들이 가

동하지 않으면 노드 i와 노드 j  사이가 가동(연결)될 수 없음을 보장해 주는 최소 

모임이다. 

노드 i와 노드 j의 연결상태를 나타내는 구조함수를 아래와 같이 정의하면

φ ij(X( t))={
1,  시점 t에서 i와 j사이가 가동중일 경우
0,  그렇지 않을 경우

φ ij(X( t))는 시스템의 구조함수 이론을 통하여 다음과 같이 표현됨을 알 수 있다.

φ ij(X(t))= ∐
1≤l≤pij

∏
(m,n)∈B

l
ij

Xmn(t)= ∏
1≤l≤kij

∐
(m,n)∈C

l
ij

Xmn(t)
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여기서, ∐
n

i=1
Xi(t)=1-∏

n

i=1
(1-Xi(t))이다. 

본 논문에서는, 네트워크의 모든 노드들이 서로 직접 또는 다른 노드들을 통하여 

간접적으로 연결될 수 있어야 네트워크가 가동한다고 정의한다. 따라서, 네트워크 전

체의 구조함수는 다음과 같이 정의된다.

φ(X( t)) = min {φ ij(X( t))∣1≤i< j≤N }

여기서, 네트워크의 구조함수가 노드 i와 노드 j사이의 구조함수들의 최소값으로 

주어진다는 것은 네트워크 안의 모든 노드 i와 노드 j가 서로 연결되어 있어야만 네

트워크의 구조함수가 1이 되어 가동함을 의미한다. 

링크 (i,j)의 시점 t에서의 가동성을 Aij(t)라 하면 네트워크 시스템의 시점 t에

서의 가동성은

Pr{φ(X(t))=1}=h(A(t))

이 된다. 여기서, h는 φ의 신뢰도함수이고, A(t)=(Aij (t)∣(i,j)∈L)이다.

참고. 어떤 부품이 시스템의 신뢰도에 더 많이 공헌하는지를 나타내는 척도가 부품

의 신뢰중요도(reliability importance)이다. 이것은 부품의 신뢰도가 증가할 때, 시스템

의 신뢰도의 증가하는 율을 나타낸다. 링크 (i,j)의 시점 t에서의 신뢰중요도는 시스

템의 가동성을 링크 (i,j)의 가동성에 대하여 미분한 식으로 아래와 같이 정의된다.

I ij(t)=
∂h(A( t))
∂Aij(t)

잘 알려진 원형 네트워크, 브릿지 네트워크, 완전 네트워크에서 가동성과 부품의 신

뢰중요도를 실제로 구해보면 아래와 같다. 자세한 계산과정은 생략한다.

(i) 원형 네트워크의 가동성과 부품의 신뢰중요도

1

2 3

<그림 1> 3개의 노드로 이루어진 원형 네트워크
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n (n≥3)개의 노드로 이루어진 원형 네트워크에서 가동성을 구해보면 다음과 같다.

h(A(t))=∑
n

j=1
∏
i≠j
Ai,i+1(t)-(n-1)∏

n

i=1
Ai,i+1(t)

여기서, An,n+1(t)=A1,n(t)이다. 모든 링크 (i,j)에 대하여 Aij(t)=A(t)라고 한다면 

시점 t에서의 시스템 가동성과 링크 (i,j)의 신뢰중요도는 각각 다음과 같다.

h(A(t))=n{A(t)}n-1-(n-1) {A(t)}n

Iij(t)=(n-1) {A(t)}
n-2-(n-1) {A(t)}n-1

(ii) 브릿지 네트워크의 가동성과 부품의 신뢰중요도

2

3

1 4

<그림 2> 4개의 노드로 이루어진 브릿지 네트워크

<그림 2>는 4개의 노드와 5개의 링크로 이루어진 브릿지 네트워크를 나타내고 있

다. 모든 링크 (i,j)에 대하여 Aij(t)=A(t)라면, 브릿지 네트워크의 가동성은

h(A( t)) =8{A(t)}
3
-11{A(t)}

4
+4{A(t)}

5

이 되고, 각 링크의 신뢰중요도는 다음과 같이 구해진다.



Jung Yeon Lee ․ Eui Yong Lee26

I12(t) =I13(t)=I24(t)=I34(t)

={A(t)}
2
{1-A(t)}[4 {1-A(t)}+1]

I23(t) =4{A(t)}
2
{1-A(t)}

2

(iii) 완전 네트워크의 가동성과 부품의 신뢰중요도

2

1

3

4

<그림 3> 4개의 노드로 이루어진 완전 네트워크

<그림 3>는 4개의 노드로 이루어진 완전 네트워크로서 모든 노드들이 서로 링크를 

통해 연결되어 있다. 여기서도 모든 링크 (i,j)에 대하여 Aij(t)=A(t)라면, 가동성은

h(A(t)) =16{A(t)}3-33{A(t)}4+24{A(t)}5-6{A(t)}6

이 되고, 각 링크의 신뢰중요도는 다음과 같이 구해진다.

I12(t) =I13(t)=I14(t)=I23(t)=I24(t)=I34(t)

=8{A(t)}2-22{A(t)}3+20{A(t)}4-6{A(t)}5

예제. 각 링크의 고장시간의 분포와 수리시간의 분포가 각각 F(t)=1-e-αt와 

G(t)=1-e
-βt인 지수분포로 주어지면, 각 링크의 가동성이

A(t)=
β
α+β

+
α
α+β

e-(α+β)t
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로 주어지고, 특히, 장시간에 걸친 링크의 가동성은 lim
t→∞
A(t)=

β
α+β

로 주어져, 위에

서 고려된 네트워크들의 가동성이 명확한 형태로 구해질 수 있다.

4. 평균 고장수와 수리수

Baxter(1983)는 n개의 부품으로 이루어진 시스템에서 j번째 부품의 고장시간과 수

리시간의 분포함수가 각각 Fj(t)=1-e
-αt , Gj(t)=1-e

-βt  (j=1,2,…,n)를 따른다고 

할 때, 직렬시스템과 병렬시스템에서 시점 t까지의 평균 고장수와 평균 수리수를 다

음과 같이 구해놓았다. 직렬시스템일 때 시점 t까지의 평균 고장수는

Λ(t) = ∑
n

j=1

⌠
⌡

t

0
λj(u)Ij(u)du

=
nαn+1

(α+β)
n+1 ∑

n

k=0
nCk( βα )

k

[ 1-e
-(α+β)(n-k)t

n-k ]

이고, 평균 수리수는

Ξ(t) = ∑
n

j=1

⌠
⌡

t

0
ξj(u)Ij(u)du

=
nαnβ

(α+β)
n+1 ∑

n-1

k=0
n-1Ck( βα )

k

⋅[ 1-e
-(α+β)(n-k-1)t

n-k-1
-
1-e

-(α+β)(n-k)t

n-k ]

이다. 여기서 λ j(t)=
d
dt
Λ j(t), Λ j(t) = ∑

∞

n=1
F (n+1)j ∗G (n)j (t)이고, ξ j(t)=

d
dt
Ξ j(t)이

며, I j(t)는 시점 t에서 j번째 부품의 신뢰중요도이다.

본 절에서도 Baxter(1983)에서와 같이 모든 링크들의 고장시간의 분포와 수리시간

의 분포를 각각 F( t)=1-e-αt , G( t)=1-e-βt라고 놓고, 3절에서 다룬 네트워크

들의 시점 t까지의 평균 고장수와 수리수를 구해보면 아래와 같다. 자세한 계산과정

은 복잡하여 생략한다.

(i) 원형 네트워크의 평균 고장수와 수리수
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Λ( t) = n⌠⌡

t

0
λ(u)I(u)du

=
n(n-1)αn+1

(α+β)n+1
∑
n-1

k=0
n-1Ck( βα )

k

⋅[ 1-e
-(α+β)(n-k-1)t

n-k-1
-
1-e -(α+β)(n-k)t

n-k ]
Ξ( t) = n⌠⌡

t

0
ξ(u)I(u)du

=
n(n-1)αnβ

(α+β)n+1
∑
n-2

k=0
n-2Ck( βα )

k

⋅[ 1-e
-(α+β)(n-k-2)t

n-k-2
-2

1-e -(α+β)(n-k-1)t

n-k-1

   +
1-e

-(α+β)(n-k)t

n-k ]
(ii) 브릿지 네트워크의 평균 고장수와 수리수

Λ( t) =4⌠⌡

t

0
λ(u)I 12(u)du+

⌠
⌡

t

0
λ(u)I 23(u)du

=4⌠⌡

t

0
λ(u)[6{A(u)} 2-11{A(u)} 3+5{A(u)} 4]du

Ξ( t) =4⌠⌡

t

0
ξ(u)I 12(u)du+

⌠
⌡

t

0
ξ(u)I 23(u)du

=4⌠⌡

t

0
ξ(u) [6{A(u)}

2
-11{A(u)}

3
+5{A(u)}

4
]du

여기서, ⌠
⌡

t

0
λ(u){A(u)}

n
du와 ⌠⌡

t

0
ξ(u){A(u)}

n
du는 n=1,2,…에 대해

⌠
⌡

t

0
λ(u){A(u)}

n
du

 =
αn+2

(α+β)
n+1

⌠
⌡

t

0 [
β
α
+e-(α+β)u]

n+1

du

 =
α
n+2

(α+β)n+2
∑
n

k=0
n+1Ck( βα )

k

[ 1-e
-(α+β)(n- k+1)t

n-k+1 ]
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⌠
⌡

t

0
ξ(u){A(u)}ndu

 =
αn+1β

(α+β)n+1
⌠
⌡

t

0
{1-e-(α+β)u}[ βα +e

-(α+β)u]
n

du

 =
αn+1β

(α+β)
n+2 ∑

n

k=0
nCk( βα )

k

[ 1-e
-(α+β)(n-k)t

n-k

                             +
1-e

-(α+β)(n-k+1)t

n-k+1 ]
로 계산된다.

(iii) 완전 네트워크의 평균 고장수와 수리수

Λ( t) =6⌠⌡

t

0
λ(u)I 12(u)du

=6⌠⌡

t

0
λ(u)[8{A( t)}

2
-22{A( t)}

3
+20{A( t)}

4
-6{A( t)}

5
]du

Ξ( t) =6⌠⌡

t

0
ξ(u)I 12(u)du

=6⌠⌡

t

0
ξ(u)[8{A( t)} 2-22{A( t)} 3+20{A( t)} 4-6{A( t)} 5]du

여기서, ⌠
⌡

t

0
λ(u){A(u)}ndu와 ⌠⌡

t

0
ξ(u){A(u)}ndu는 앞에서와 같이 계산된다.
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