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Abstract

Kernel type estimations of discontinuity point at an unknown location in 
regression function or its derivatives have been developed. It is known 
that the discontinuity point estimator based on Gasser-Müller regression 
estimator with a one-sided kernel function which has a zero value at the 
point 0 makes a poor asymptotic behavior. Further, the asymptotic 
variance of Gasser-Müller regression estimator in the random design case 
is 1.5 times larger that the one in the corresponding fixed design case, 
while those two are identical for the local polynomial regression estimator. 
Although Gasser-Müller regression estimator with a one-sided kernel 
function which has a non-zero value at the point 0 for the modification is 
used, computer simulation show that this phenomenon is also appeared in 
the discontinuity point estimation.

Keywords : Asymptotic variance; Gasser-Müller estimator; Local 
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1. 서론

비모수적 회귀함수추정(nonparametric regression function estimation)에서 커널함

수(kernel function)을 이용한 방법이 다른 추정법에 비해 이론적으로 이해하기 쉬운

편이고 실제 구현면에서도 계산이 편리한 이점이 있다. 이러한 커널형 회귀함수의 비

모수적 추정은 추정대상인 회귀함수가 대부분 연속인 경우에 연구가 활발히 되어져 

왔다. 회귀함수가 연속인 경우 추정된 커널형 회귀함수의 수렴속도(rate of 

convergence)를 보여주기 위해서 최소한 회귀함수의 두 번 미분된 함수가 존재한다는 

가정이 필요하다. 하지만, 관심의 대상인 회귀함수가 여러 가지 요인에 의해 회귀함수 

자체 혹은 ν (≥0)차 미분된 회귀함수가 불연속점(discontinuity point)을 가질 수가 
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있다. 이러한 불연속점을 고려하지 않는 경우 불연속점 주위에서 편의(bias)가 큰 커

널형 추정치를 제공하게 되어 이론적으로도 실제 구현에서도 큰 문제점을 가지게 된

다.

커널형 회귀함수의 추정법을 이용한 이러한 불연속점의 연구는 최근에 Müller 

(1992)가 Gässer-Müller 추정량(GME)을 이용하여 ν차 미분된 회귀함수가 한 점에서 

불연속점을 가질 때, 그 위치(location)와 그 불연속점에서의 점프의 크기(jump size)

의 추정법을 제시하였다. 또한, Loader (1996)는 균일고정설계(uniform fixed design)

에서 오차가 정규분포인 경우에 커널가중국소다항적합(kernel weighted local 

polynomial fit)에 의한 국소다항추정량(local polynomial estimator, LPE)을 이용한 회

귀함수 추정법으로 회귀함수 자체가 불연속점을 가질 때 그 위치와 점프의 크기의 추

정법을 제시하였다. Huh와 Carrière (2002), Huh와 Park (2003)는 Loader가 제시한 

방법을 오차가 비정규분포인 경우이면서 ν차 미분된 회귀함수가 불연속인 경우에 균

일고정설계 뿐만 아니라 확률설계(random design)까지 확장하여 그 방법론과 이론을 

전개하였다. Grégoire와 Hamrouni (2002)는 확률설계시 회귀함수 자체가 불연속점을 

가질 때 국소선형추정량(local linear estimator, LLE)으로 불연속점의 추정법을 제시

하였다. Müller와 Song (1997), Gijbels, Hall과 Kneip (1999)는 두 단계(two-step) 커

널형 추정법을 제시하였으며, Gijbels와 Goderniaux (2001)는 Gijbels, Hall과 Kneip의 

방법을 일반화시켜 제시하고 평활모수(smoothing parameter)인 띠폭(bandwidth) 선택

법도 제시하였다. 균일고정실험인 경우에 Horváth와 Kokoszaka (2002)는 LPE를 이용

하여 불연속점의 검정법을 제시하였다. 

이러한 커널형 추정법을 이용한 불연속점 추정의 idea는 실험점의 토대(support)내

에 있는 어떤 점 x에서 오른쪽과 왼쪽의 자료만을 이용한 각각의 추정치를 커널형 

추정량으로 구하고 이 차이를 계산한다. 모든 점에서 그 차이를 구한 다음 그 차이의 

절대치를 가장 크게 하는 점을 불연속점의 위치 추정량으로 제시하고, 그 위치에서의 

차이를 점프의 크기로 추정한다. 이때, 한쪽 방향의 자료만을 이용하기 위해서 한쪽 

방향의 토대만을 가지는 한쪽방향 커널함수(one-sided kernel function)를 이용한다. 

Müller (1992)는 한쪽방향의 커널함수 중 0에서의 함수 값이 0인 것을 선택하여 GME

로 불연속점의 추정법을 제안하였는데 이것은 불연속점의 위치추정량의 수렴속도를 

떨어뜨리는 결과를 가져오게 하였다. Loader (1996), Huh와 Carrière (2002), Huh와 

Park (2003)은 0점에서 양의 값인 한쪽방향 커널함수를 사용하여 LPE로 제시한 불연

속점의 추정의 수렴속도가 개선됨을 보였다.

한편, Fan과 Gijbels (1996), Jones, Davies와 Park (1994)에 따르면 연속인 회귀함

수의 추정에서 GME는 확률설계인 경우에 분산 부분이 고정설계(fixed design)인 경

우에 분산 부분보다 1.5배가 됨을 보였다.

이 논문에서는 불연속점의 추정은 회귀함수의 추정종류-GME, LPE-보다는 커널함

수의 선택이 더 중요함을 보이고, 또한 GME가 가지고 있는 확률실험인 경우에 분산

의 문제점이 불연속점의 추정에서도 나타나고 있음을 밝히고자 한다. 

2절에서는 한쪽방향 커널함수의 종류와 ν차 미분된 회귀함수의 불연속점 모형과 

그 추정법에 대해 설명한다. 3절에서는 모의실험을 통해서 한쪽방향 커널함수 선택에 

따른 불연속점의 위치와 점프의 크기 추정에 대해서 GME와 LPE 추정법을 비교하고, 

GME가 회귀함수 추정시 확률실험인 경우에 가지는 분산의 문제점이 불연속점의 추

정에서도 나타남을 보이고자 한다.
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2. 한쪽방향 커널함수와 불연속점의 추정

다음의 {(Xi,Yi) : i=1,…,n }은 이변량 확률변수 (X,Y)로부터의 랜덤표본

(random sample)이라 하고 f(x)를 토대가 [0,1]인 X의 확률밀도함수라 하자. 이때, 

회귀함수는 다음과 같이 제시된다.

Yi=m(Xi)+v
1/2(Xi)ε i, i=1,…,n.                      (1)

여기서 m(x)=E(Y|X= x)는 회귀함수이고 v(x)=Var(Y|X= x)는 조건부 분산함

수이다. 오차항 ε i는 X 1,…,Xn와 독립이며 평균과 분산은 각각 0과 1인 독립 확률

변수이다. 회귀함수 m(x)의 ν차 미분된 함수 m
( ν)(x)가 한 점 τ에서 불연속점을 

가질 경우를 생각한다면 다음과 같이 가정할 수 있다.

확률밀도함수 f의 임의의 내부점 x , y에 대해 (x-τ)(y-τ)> 0일 때

|m ( ν)(x)-m ( ν) (y)|≤L|x-y|                              (2)

을 만족하는 양의 실수 L이 존재한다. m+(x)= lim
y→x+

m
( ν)
(y) , 

m-(x)= lim
y→x-

m
( ν)
(y)로 정의하면 불연속점 τ에서 점프의 크기는 

Δν=m
( ν)
+ (τ)-m

( ν)
- (τ)                                (3)

로 정의할 수 있다. ν차 미분된 함수가 불연속점이 없는 경우는 식 (3)에서 Δν=0

인 경우이다.

Müller (1992)는 불연속점의 위치와 점프의 크기를 추정하고자 GME로 제시하였다. 

이때 쓰여진 한쪽방향 커널은 각각 K ( ν )+ 와 K
( ν)
-
로 [-1, 0]와 [0, 1]의 토대를 가지는 

함수이며, 이를 이용하여 어떤 점 x에서 오른쪽과 왼쪽의 커널추정량을 m̂ ( ν)
+ (x) 와

m̂ ( ν)
- (x) 로 정의하고 그 형태는

m̂ ( ν)
± (x) =

1

h ν+ 1
∑
n

i=1
y [ i]
⌠
⌡

s i

s i-1
K ( ν)± ( t-uh )du                (4)

이다. 여기서 s i=(X ( i)+X ( i+1))/2 , s 0=0 , sn+1=1 이고 (X ( i),Y [ i])는 Xi에 

의해 (Xi,Yi)의 순서화된 표본이다. 두 추정량 m̂
( ν)
± (x) 를 이용하여 어떤 점 x에

서 점프의 크기는 Δ̂ ν (x) = m̂
( ν)
+ (x)- m̂

( ν)
- (x) 로 정의할 수 있고 이들을 이용하여 

다음과 같이

τ̂= inf {z∈Q : | Δ̂ ν (z)|= sup x∈Q | Δ̂ ν (x)| }                  (5)

로 제안될 수 있다. 여기서 Q는 τ를 포함하는 (0, 1)구간에 속하는 폐구간이다. 추정

된 불연속점의 위치에서의 점프의 크기 Δν̂( τ)̂를 Δν의 추정량으로 제시된다.  

두 한쪽방향 커널함수 K ( ν)+ 와 K
( ν )
-
는 Müller (1992)에서 이론적인 결과를 규명하

기 위하여 연속이며 다음의 조건들 
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K ( ν)+ (u)=(-1)
νK ( ν)- (-u) , K

( ν)
+ (0)=K

( ν)
- (0)=0 , K

( ν)
+ (-1)=K

( ν)
- (1)=0 ,

⌠
⌡K

( ν)
± (u)du={ (-1)

ν
ν!, j=ν

0, 0≤j< ν
                        

를 만족한다. 이러한 조건들을 만족하는 커널함수로 Müller는 ν =0, 1인 경우에

K ( 0)- (u)=12u(1-u)(3-5u) I
(u)
[0, 1]
, K ( 1)- (u)=60u(1-u)(1-2u) I

(u)
[0, 1]
     (6)

를 소개하였다. Müller가 가정한 모형은 균일고정설계이며 오차의 분산이 등분산인 

경우에 (4)의 추정량을 제시하였다. 또한, 이론 증명을 위해서 불연속 함수 m ( ν)의 

가정도 τ에서 불연속이지만 k≥2인 짝수인 정수에 대해 ν+k차 미분된 함수가 연

속이라는 가정도 덧붙였다. 하지만, (1)과 (2)에서 설명한 일반적인 모형과 최소한의 

가정에서도 그 제안된 추정량을 (4)과 같이 확장하여 정의 될 수 있다.

한편, Loader (1996), Huh와 Carrière (2002), Huh와 Park (2003)은 LPE를 이용하여 

어떤 점 x에서 m
( ν)
(x)의 오른쪽과 왼쪽 추정량을 제안하였다. 주어진 음이 아닌 정

수 p (≥ν)에 대하여 다음 식(7)을 최소로 하는 커널가중국소최소제곱(kernel 

weighted local least squares)법으로 구해진 회귀계수 β̂
T
= ( β̂ 0 ,…, β̂ p )를 이용

하여 m ( ν)(x)의 오른쪽 추정량을 m̃
( ν)
+ (x)≡ν! β̂ ν으로 제시할 수 있다. 커널가중국소

제곱합은

∑
n

i=1 {Yi- ∑
p

l=0
β l (Xi- x ) }

2

K (
Xi -x

h )                    (7)
이고 K는 토대(support)가 [0,1]인 한쪽방향 커널함수이다. 이러한 (7)의 커널가중국

소최소제곱법에서 K ( (Xi- x )/ h )  대신 K ( (x - Xi )/ h )를 사용하여 최소로 

한 회귀계수 β̂
T
= ( β̂ 0 ,…, β̂ p )를 이용하여 m

( ν)
(x )의 왼쪽 추정량을

m̃ ( ν)
- (x )≡ν! β̂ ν로 제시할 수 있다. 이러한 한쪽방향 커널함수는 토대가 [-1, 1]이고 

대칭이며 확률밀도함수인 커널함수를 토대가 [0, 1]이 되는 오른쪽 부분만을 선택하여 

확률밀도함수가 되도록 만들어진다. 

이러한 오른쪽과 왼쪽의 두 추정량 m̃ ( ν)
± (x) 를 이용하여 어떤 점 x에서 점프의 

크기는 다음과 같이 Δ̃ ν (x) = m̃
( ν)
+ (x)- m̃

( ν)
- (x) 로 정의할 수 있고 식 (5)에서 

Δ̂ ν (x) 를 Δ̃ ν (x) 로 대치하여 불연속의 위치 추정량 τ̃를 정의 할 수 있다. 또한, 

추정된 불연속점의 위치에서의 점프의 크기 Δν̃( τ)̃를 Δν의 추정량으로 제시된다.

위에서 소개된 두 불연속점 추정법의 이론적인 결과는 Müller (1992), Loader 

(1996), Huh와 Park (2003)에 의해 보여줬는데 Loader, Huh와 Park이 제안한 불연속

점의 위치 추정량이 Müller가 제안한 추정법보다는 빠른 수렴속도를 가짐을 보였다. 

이러한 결과는 Loader (1996)와 Huh와 Park (2003)에 언급되었듯이 Müller의 추정량

에서 한쪽방향 커널이 K
( ν)
± (0) =0을 만족하는 것을 선택한 것에 기인한다. 직관적으

로 본다면, 어떤 점 x의 오른쪽과 왼쪽 추정량에서 x점 가까이에 있는 Xi에 큰 가

중을 주는 것이 타당한데 K
( ν)
± (0) =0의 조건은 K

( ν)
± (u) 가 연속이므로 x점 가까이에 
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있는 Xi에 작은 가중치를 주는 결과를 가져오게 된다. 이것은 결국 불연속점의 위치 

추정량의 수렴속도를 떨어뜨리는 결과를 가져오게 될 것이다.

3. 모의실험과 추정법의 비교 

이 절에서는 GME에 의한 불연속점 추정시 K ( ν)± (0)≠0인 한쪽방향 커널함수를 사

용하는 경우 이 추정량이 LPE에 의한 추정량에 비해 그 효율이 크게 나쁘지 않다는 

것을 모의실험을 통하여 보이고자 한다. 또한, 회귀함수 추정시 확률설계의 경우 

GME가 가지고 있는 추정량의 분산이 커지는 현상이 불연속점 추정시에도 나타남을 

조사하고자 한다.

이 비교를 위하여 설명변수가 균일고정실험과 Xi의 확률밀도함수가 [0, 1]구간에서

의 균등분포(uniform distribution)인 경우 두 가지를 생각해 보자. 이 두 설계를 각각 

UF와 UR로 표시하자. 하나의 불연속점을 가지는 회귀함수는 Nason과 Silverman 

(1994)에 소개된 m 0(x) 와 1차 미분된 회귀함수가 하나의 불연속점을 가지는 m 1(x)

를 각각 다음과 같이 선택하였다.

m 0(x)=

ꀊ

ꀖ

ꀈ

︳︳︳

︳︳︳

4x 2(3-4x), 0≤x<
1
2
,

4
3
x(4x

2
-10x+7)-

3
2
,
1
2
≤x<

3
4
,

16
3
x(x-1)2,

3
4
≤x≤1,

m 1(x)={
sin(4πx)
2

+
1
2
, 0≤x<

1
2
,

-
sin(4πx)
2

+
1
2
,
1
2
≤x≤1.

표본 추출을 위하여 m 0와 m 1모형에서 조건부 분산은 각각 0.20와 0.10을 선택하

였다. 두 회귀모형의 불연속점의 위치는 τ=0.5이며 m 0와 m 1의 점프의 크기는 각

각 Δ0=-0.5 와 Δ1=-4π이다. 

2절에서 소개한 두 추정량을 비교하기 위하여 커널가중국소선형적합( p=1 )에 의한 

LLE를 선택하였고 이를 위한 한쪽방향 커널함수로는 Epaneknikov 커널함수로 만들

어진 K(u)=(2/3) (1-u 2 )I (u)[0, 1]를 선택하였다. GME에 이용되는 한쪽방향 커널함수

를 다음과 같이 두 가지로 선택하였다. GME에서 쓰이는 한쪽방향 커널함수는 식 (6)

에 소개된 것과 K ( ν)± (0)≠0인 조건을 만족하는 한쪽방향 커널함수를 선택하였다. 후

자의 경우, 모형 m 0(x) 에서는 커널가중국소선형적합에 이용된 K(u)로 선택하였고, 

Fan과 Gijbels (1996, pp. 70-72)은 K(u)를 이용하여 ν차 미분된 회귀함수 추정시 

동치커널(equivalent kernel)을 소개하였는데 m 1(x) 모형에는 이 동치커널의 형태로 

표현되는 한쪽방향 커널함수를 선택하였다. 이 두 한쪽방향 커널은 다음과 같다.
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K ( 0)- (u)=
3
2
(1-u 2 )I (u)[0,1] , K

( 1)
- (u)=

480
19
( (-

3
8
+u)(1-u 2))I (u)[0,1] .     (8)

<표 1> τ  추정치의 MSE를 최소로 하는 h에서 그때의 τ  추정치의

       평균과 MSE, Δν  추정치의 평균과 MSE. ( )안은 표준오차들 임.

모형 추정법 h τ  추정량의 
평균

τ  추정량의 
MSE

Δν  추정량의
평균

Δν  추정량의
MSE

GME1 0.11
0.501090

(0.000143)
21.700 ×10 - 6

(1.435 ×10
- 6)

-0.518690

(0.002792)

0.008144

(0.000355)

( m 0 , UF) GME2 0.07
0.500230

(0.000049)
2.500 ×10

- 6

(0.603 ×10 - 6)

-0.485945

(0.001619)

0.002818

(0.000134)

LLE 0.13
0.500120

(0.000040)
1.600 ×10 - 6

(0.527 ×10 - 6)

-0.476988

(0.002184)

0.005301

(0.000253)

GME1 0.17
0.500870

(0.000204)
42.500 ×10 - 6

(2.434 ×10
- 6)

-0.530728

(0.002826)

0.008932

(0.000389)

( m 0 , UR) GME2 0.07
0.500150

(0.000083)
6.900 ×10

- 6

(1.059 ×10 - 6)

-0.483147

(0.002023)

0.004378

(0.000201)

LLE 0.19
0.500150

(0.000050)
2.500 ×10 - 6

(0.494 ×10 - 6)

-0.518951

(0.001952)

0.004168

(0.000189)

GME1 0.07
0.499840

(0.000389)
1.516 ×10 - 4

(0.377 ×10
- 4)

-11.696348

(0.058156)

4.139101

(0.945903)

( m 1, UF) GME2 0.10
0.499950

(0.000173)
0.299 ×10

- 4

(0.196 ×10 - 4)

-10.519702

(0.032294)

5.231735

(0.454439)

LLE 0.09
0.500200

(0.000129)
0.166 ×10 - 4

(0.012 ×10 - 4)

-10.987361

(0.031293)

3.472538

(0.109890)

GME1 0.07
0.499940

(0.001410)
19.628 ×10 - 4

(5.083 ×10
- 4)

-11.715465

(0.090633)

8.938317

(1.814613)

( m 1, UR) GME2 0.10
0.500380

(0.000490)
2.404 ×10

- 4

(1.250 ×10 - 4)

-10.449416

(0.052632)

7.251666

(1.018418)

LLE 0.08
0.500310

(0.000249)
0.621 ×10 - 4

(0.267 ×10 - 4)

-11.276322

(0.045752)

3.757477

(0.658124)

<표 1>은 각 모형에서 500개의 표본을 1000번 반복 추출하여 불연속점의 위치 τ

와 점프의 크기 Δν를 추정한 결과를 제시한 것이다. 식 (6)의 한쪽방향 커널함수를 

이용한 GME 불연속점 추정을 GME1, 식 (8)의 한쪽방향 커널함수를 이용한 GME 불

연속점 추정을 GME2라 하였다. τ를 추정하기 위하여 x k=k/100  ( k=1,…,100 )에

서 점프의 크기를 계산하였다. τ가 존재하는 구간 Q내에 있는 x k점에서 계산된 점
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프의 크기 중 그 절대값이 가장 큰 x k를 τ의 추정치로 선택하였으며, 그때의 점프의 

크기는 Δν의 추정치가 된다. Müller (1992)가 제안한 것처럼 주어진 h에 대해 

Q=[h,1-h]로 선택하였다. 다양한 h값에서 τ와 Δν  추정치들의 Monte Carlo 평

균제곱오차(MSE)를 계산한 후, 각 추정법에 의한 τ  추정치의 MSE를 최소로 하는 h

를 선택하여 그 때의 τ와 Δν  추정치들의 평균들과 MSE들을 제시한 것이다. 

<표 1>에서 GME1인 경우에 0점에서 0이 아닌 한쪽방향 커널함수를 이용한 GM2

와 LLE에 비해 τ  추정치의 MSE가 모든 모형에 대해서 크게 나타났다. GME2와 

LLE의 τ  추정치의 MSE의 차이보다는 GME1와 GME2의 τ  추정치의 MSE의 차이

가 또한 더 큰 차이를 보임을 알 수 있다. 이런 결과는 K ( ν)± (0)=0 인 한쪽방향 커널

함수 선택에 기인한 것이다. 하지만, GME가 확률설계시 추정량의 분산이 고정설계시 

보다 1.5배라는 언급처럼, GME1와 GME2는 두 모형의 UR인 경우에 표준오차들이 

LLE에 비해 상대적으로 상당히 커지는 경향이 나타나 UF인 경우 보다 τ  추정치의 

MSE가 LLE 보다 더 큰 폭으로 증가되었음을 알 수 있다. 띠폭 h가 τ추정치의 

MSE를 최소로 하는 것으로 선택되었지만, Δν  추정치의 MSE 또한 그러한 현상을 

보여주고 있다.

<표 2> 모형 ( m 0 , UF)와 ( m 0 , UR)에서 x k점 위에서의 τ  

추정치의 빈도

모형 추정법

위치 k

48 49 50 51 52 53

GM1 1 49 792 156 2

( m 0 , UF) GM2 978 21 1

LLE 1 987 11 1

GM1 6 131 652 193 17 1

( m 0 , UR) GM2 2 19 943 34 2

LLE 5 975 20

<표 2>는 모형 m 0에 대해서 구체적인 τ  추정치의 모의실험 결과의 분포를 보기 

위해 추정된 각 x k에서의 빈도를 보여주고 있다. GME1과 GME2는 LLE에 비해 UR

에서의 추정 정도가 UF보다는 다소 떨어짐이 잘 나타나고 있다.

4. 결론

커널형 불연속점의 추정시 임의의 점 x에서 오른쪽과 왼쪽 회귀함수 혹은 ν차 미
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분된 회귀함수의 추정치를 구할 때 x주변에서 가중을 크게 하기 위하여 한쪽방향 커

널함수의 0에서 값이 0이 아닌 것을 선택하는 것이 타당하다. Müller (1992)는 GME

의 오른쪽과 왼쪽의 추정량을 이용하여 불연속점을 추정하였다. 이때, 사용된 한쪽방

향 커널함수는 0에서 0의 값인 것을 선택하였다. 이러한 단점을 보완하기 위하여 모

의실험에서 0에서 0의 값이 아닌 한쪽방향 커널함수를 선택하여 Müller의 추정량 보

다 추정치가 우수함을 보였다.

한편, 회귀함수 혹은 ν차 미분된 회귀함수의 커널형 추정에서 GME는 확률설계시 

추정량의 분산이 고정설계시 이 추정량의 분산보다는 1.5배가 된다는 것이 익히 알려

져 있는 사실이다. 이러한 현상은 0에서 0값이 아닌 한쪽방향 커널함수를 선택한 

GME를 이용한 불연속점의 추정에서도 역시 같은 현상이 나타남을 모의실험 결과에 

의해 보였다.

결론적으로 회귀함수 혹은 ν차 미분된 회귀함수 추정시와 마찬가지로 불연속점 추

정에서도 Huh와 Park (2003)이 제안한 LPE를 이용하는 것이 좋으며 이때 쓰이는 한

쪽방향 커널함수는 0에서 0이 아닌 값을 취하는 것을 선택하는 것이 불연속점의 추정

시 좋은 결과를 얻을 수 있다.
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